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I Motivation

La série
∑ (−1)n

n
est semi-convergente. On a

+∞∑
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(−1)n

n
= − ln 2, d’où,
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Théorème (réarrangement de Riemann): Soit
∑
un une série semi-convergente réelle.

∀` ∈ R, ∃σ : N
bij−−→ N,

+∞∑
n=1

uσ(n) = `.
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II Familles sommables positives

Dans ce paragraphe, toutes les familles considérées sont positives.

Définition: Soit (ui)i∈I ∈
(
R+
)I .

Si

{ ∑
i∈J

ui

∣∣∣∣∣ J ⊂ IJ fini

}
est majorée, alors on dit qu’elle est sommable et on définit la

somme des (ui)i∈I par ∑
i∈I

ui = sup
J⊂I
J fini

∑
j∈J

uj .

Sinon, la famille n’est pas sommable et on définit∑
i∈I

ui = +∞.

Théorème: Soit (ui)i∈I ∈
(
R+
)I sommable et soit σ : I → I une bijection. Alors∑
i∈I

uσ(I) =
∑
i∈I

ui.

�

Corollaire (sommation par paquets): Soit (ui)i∈I ∈
(
R+
)I et (Ij)j∈J une partition

de I :
I =

⋃
·

j∈J
Ij .

(ui)i∈I est sommable ⇐⇒

∀j ∈ J, (ui)i∈Ij est sommable,(∑
i∈Ij ui

)
j∈J

est sommable. .

Dans ce cas, ∑
i∈I

ui =
∑
j∈J

∑
i∈Ij

ui.

Corollaire (Fubini positif): Soit (ui,j) i∈I
j∈J
∈
(
R+
)I×J .

∑
i∈I

∑
j∈J

ui,j =
∑
j∈J

∑
i∈I

ui,j .

�
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II Familles sommables positives

Corollaire: Soient (ai)i∈I et (bj)j∈J deux familles sommables de réels positifs.

∑
i∈I
j∈J

aibj =

∑
i∈I

ai

∑
j∈J

bj

 .

�

Dans la preuve précédente, on a utilisé la linéarité de la somme :

Proposition: Soient (ai)i∈I ∈
(
R+
)I , (bi)i∈I ∈ (R+

)I et λ ∈ R+.

1.
∑
i∈I

(ai + bi) =
∑
i∈I

ai +
∑
i∈I

bi ;

2.
∑
i∈I

(λai) = λ
∑
i∈I

ai.

�

Proposition: Soient (ai)i∈I et (bi)i∈I deux familles de réels positifs telles que

∀i ∈ I, 0 6 ai 6 bi.

Si (bi)i∈I est sommable, alors (ai)i∈I aussi, et, dans ce cas,∑
i∈I

ai 6
∑
i∈I

bi.

�
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III Familles sommables réelles

Définition: Soit (ui)i∈I ∈ RI . On dit que (ui)i∈I est sommable si
∣∣ui|)i∈I est som-

mable.

Remarque:
Une famille sommable n’est pas une famille dont on peut calculer la somme mais la somme
des valeurs absolues.

Proposition – Définition: Soit (ui)i∈I ∈ RI . On pose, pour tout i ∈ I,

u+i =

{
ui si ui > 0,

0 sinon;

u−i =

{
−ui si ui 6 0,

0 sinon.

Alors,
(ui) sommable ⇐⇒ (u+i ) et (u−i ) sont sommables.

Dans ce cas, on définit ∑
i∈I

ui =
∑
i∈I

u+i −
∑
i∈I

u−i .

�

Proposition: Soient (ai)i∈I et (bi)i∈I deux familles sommables et λ ∈ R. Alors,
(ai + bi)i∈I est sommable, (λai)i∈I aussi et∑

i∈I
(ai + bi) =

∑
i∈I

ai +
∑
i∈I

bi,

∑
i∈I

λai = λ
∑
i∈I

ai.

En d’autres termes, `1(I) est un sous-espace vectoriel de RI et

S : `1(I) −→ R

(ui)i∈I 7−→
∑
i∈I

ui

est linéaire où `1(I) = {(ui) ∈ RI | (ui) sommable}. �

Proposition: Soit (ui)i∈I ∈ RI sommable et σ : I → I une bijection. Alors (uσ(i))i∈I
est sommable et ∑

i∈I
uσ(i) =

∑
i∈I

ui.

�

Corollaire (sommation par paquets): Soit (ui)i∈I ∈ RI et (Ij)j∈J une partition de

8



III Familles sommables réelles

I.

(ui)i∈I sommable =⇒


∀j ∈ J, (ui)i∈Ij sommable,(∑
i∈Ij

ui

)
j∈J

sommable.

Dans ce cas, ∑
i∈I

ui =
∑
j∈J

∑
i∈Ij

ui.

Corollaire (Fubini): Soit (ui,j) i∈I
j∈J
∈ RI×J sommable. Alors,

∑
i∈I

∑
j∈J

ui,j =
∑
j∈J

∑
i∈I

ui,j .

Corollaire: Soient (ai)i∈I et (bj)j∈J deux familles sommables. Alors (aibj) i∈I
j∈J

est

sommable et ∑
i∈I

∑
j∈J

aibj =

(∑
i∈I

ai

)(∑
j∈J

bj

)
.

�
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Quatrième partie
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IV Familles sommables de nombres complexes

Définition: Soit (ui)i∈I ∈ CI . On dit qu’elle est sommable si
(
|ui|
)
i∈I est sommable.

Proposition: Soit (ui)i∈I ∈ CI .

(ui)i∈I sommable ⇐⇒
(
Re(ui)

)
i∈I et

(
Im(ui)

)
i∈I sont sommables.

�

Définition: Soit (uk)k∈I ∈ CI sommable. On définit∑
k∈I

uk =
∑
k∈I

Re(uk) + i
∑
k∈I

Im(uk).

On a exactement les mêmes propriétés que pour des familles réelles.
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Cinquième partie
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V Produit de Cauchy de deux séries

Rappel:

Avec P =

p∑
k=0

akX
k et Q =

q∑
`=0

b`X
`, on a

PQ =

p∑
k=0

q∑
`=0

akb`X
k+`

=

p+q∑
m=0

min(p,m)∑
k=0

akbm−k

Xm.

Définition: Soient (un), (vn) ∈ CN. Le produit de Cauchy des séries
∑
un et

∑
vn

est la série
∑
wn où

∀n ∈ N, wn =

n∑
k=0

ukvn−k.

Théorème: Soient (un), (vn) ∈ CN. Si
∑
un et

∑
vn convergent absolument, alors

leur produit
∑
wn converge absolument et

+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
.

�
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