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Motivation



I Motivation
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La série E -——— est semi-convergente. On a E = —1In2, d’ou,
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Théoréme (réarrangement de Riemann): Soit ) u, une série semi-convergente réelle.
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11 Familles sommables positives

Dans ce paragraphe, toutes les familles considérées sont positives.

Définition: Soit (u;)ies € (R+)I.

Si{ Zul JclI

= J fini

somme des (u;);cs par

} est majorée, alors on dit qu’elle est sommable et on définit la
Zui = Ssup Z Uj.
i€l JJ %I{I jeJ

Sinon, la famille n’est pas sommable et on définit

Zui = 400

iel

Théoréme: Soit (u;)icr € (]R"")I sommable et soit o : I — I une bijection. Alors

S = S

i€l i€l

Corollaire (sommation par paquets): Soit (u;);es € (]R+)I et (Ij)je.s une partition

de I :
=15
jeJ

Vj € J, (Ui)ie]j est sommable,

)4 t ble <=
(ui)icr est sommable <Ei€[j u1> | est sommable.
je

Dans ce cas,

dw=) ) w

il jET i€l
Corollaire (Fubini positif): Soit (u;,j)icr € (IR+)IXJ.
Jj€J

DD ui =D Ui

i€l jeJ jeJiel




11 Familles sommables positives

Corollaire: Soient (a;);cr et (bj)jcs deux familles sommables de réels positifs.

Zaibj: Zai ij

i€l iel jeJ
jEJ

Dans la preuve précédente, on a utilisé la linéarité de la somme :

Proposition: Soient (a;);er € (]R+)I, (bi)ier € (]R+)I et A€ RT.

i€l i€l i€l
2. Z(/\ai) = )\Zai.
i€l iel

Proposition: Soient (a;);er et (bi)ier deux familles de réels positifs telles que
Viel,0< a; <bi.

Si (b;)ier est sommable, alors (a;);cr aussi, et, dans ce cas,

i€l i€l
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11T Familles sommables réelles

Définition: Soit (u;)ic; € RY. On dit que (u;);cs est sommable si |ui|)iel est som-
mable.

REMARQUE:
Une famille sommable n’est pas une famille dont on peut calculer la somme mais la somme
des valeurs absolues.

Proposition — Définition: Soit (u;);es € R’. On pose, pour tout i € I,

+ u;  siwu; =0,
u e
0 sinon;

_ —U; si Uqg < 0,
u. = .
0 sinon.

Alors,
(u;) sommable <= (u:r) et (u; ) sont sommables.

Zui :z:u%+ 7Zu;

i€l i€l i€l

Dans ce cas, on définit

Proposition: Soient (a;);er et (b;)ier deux familles sommables et A € R. Alors,
(ai + bi)ier est sommable, (Aa;);cr aussi et

D (ai+bi)=> ai+ Y b

i€l i€l i€l
E Aai = E ag.
il 1€l

En d’autres termes, £!(I) est un sous-espace vectoriel de R’ et
S:(I) — R
(ui)ier — Y us

iel

est linéaire out £*(I) = {(u;) € RY | (u;) sommable}. u

Proposition: Soit (u;);c; € R sommable et o : I — I une bijection. Alors (o (3))ier

est sommable et
Dty =D i
i€l icl

Corollaire (sommation par paquets): Soit (u;);er € R! et (I;);jcs une partition de




11T Familles sommables réelles

Vi € J, ('Uni)ig[]. sommable,
(ui)icr sommable = ( Z ug sommable.

i€l; JeJ

Dans ce cas,

doui=), ) ui

il jeJiel;

Corollaire (Fubini): Soit (u;,;)icr € RI*7 sommable. Alors,

JjeJ
DD uig =D uige
i€l jeJ JeEJ tel

Corollaire: Soient (a;)icr et (bj);jcs deux familles sommables. Alors (a;b;)icr est

S et = (Xa)(Xu):

i€l jeJ i€l JEJ

sommable et




Quatriéme partie

Familles sommables de nombres
complexes
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v Familles sommables de nombres complexes

Définition: Soit (u;)icr € CL. On dit quelle est sommable si (|u1|)zel est sommable.

Proposition: Soit (u;);e; € C'.

(u;);er sommable <= (%z(ui))iel et (fim(ui))iej sont sommables.

Définition: Soit (uz)res € Cf sommable. On définit

> up=> Re(up) +i Y Im(ug).

kel kel kel

On a exactement les mémes propriétés que pour des familles réelles.
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Cinquiéme partie

Produit de Cauchy de deux séries
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A% Produit de Cauchy de deux séries

RAPPEL:
j2 q
Avec P = Zaka et Q = Zngg, on a
k=0 £=0
P g
PO= 33 X
k=0£=0

p+q [min(p,m)

=5 > arbmoi | X™

m=0 k=0

Définition: Soient (un), (vn) € CN. Le produit de Cauchy des séries S un et 3 v,
est la série Y wy, ou

n
Vn € N, wy, = Z UV -
k=0

Théoréme: Soient (un), (vn) € cN. si > up et > v, convergent absolument, alors
leur produit Y wy, converge absolument et

2= () ()
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