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Premiére partie

Motivation



I Motivation

(=n" Wy
La série E -——— est semi-convergente. On a E = —1In2, d’ou,
n n
n=1
14 1 1 " 1 1 i 1 n In2
_ -4 - _ 4= = — T
2 3 4 5 6

On change 'ordre :
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Théoréme (réarrangement de Riemann): Soit ) u, une série semi-convergente réelle.

L too
VEER,Jo: N LN, 3wy, =4

n=1
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11 Familles sommables positives

Dans ce paragraphe, toutes les familles considérées sont positives.

Définition: Soit (u;)ies € (R+)I.

Si{ Zul JclI

= J fini

somme des (u;);cs par

} est majorée, alors on dit qu’elle est sommable et on définit la
:E:lh':: sup :E: Uj.
i€l JJ %I{I jeJ

Sinon, la famille n’est pas sommable et on définit

Zui = 400

el
EXEMPLE: 1. Toute famille finie positive est sommable : avec I = [1,n], on a
n
Sw=3u
i€l i=1

2. Soit (un)nenw € (RT)™.
Cas 1 > up converge. Soit J C I = NN finie et

max(J) +oo
YIRS SRTPS
jeJ i=0 i=0
Or,
n
Ve>03INENVR >N, S—e< >
=Il
. JCI S
donc S — € ne majore pas { ZuL 7 gni } Ainsi,
ieJ
S = sup Wy = Uj.
e DU = )
J ﬁnieJEJ €N
% JcI
Cas 2 > uy, diverge. Alors  lim ZuZ = 400 et donc { Zul . } n’est
N—o0 ¢ = J fini

pas majorée et donc (un)nenN n'est pas sommable et

Z Up = +00.

nelN
Théoréme: Soit (u;)icr € (]R"")I sommable et soit o : I — I une bijection. Alors

ot = K.

i€l i€l

Preuve:




II

Familles sommables positives

Jcri | JciI
{ Z“"(” 7 it }{ > i Jﬁni}
jed k€o(J)
B Kcl
_{ > wk Kﬁni}
keK

Corollaire (sommation par paquets): Soit (u;);es € (]R+)I et (Ij)je. une partition

de I :
=15
je€J

Vj € J, (Ui)ie]j est sommable,

)4 t ble <=
(ui)icr est sommable <Zi€[j m) | est sommable.
je

Dans ce cas,

dw=) ) w

il jET i€l
O
Corollaire (Fubini positif): Soit (u;j)icr € (IR+)IXJ.
Jj€J
DAL
i€l jeJ jeJiel
Preuve: ~ — On suppose (u;, ;) ier sommable. On pose I x J = U K; ou K; = {i} x
JEJ

i€l
J=A{G35) i€}
Donc, Vi € I, (us,5) e est sommable, (ZjEJ um') o est sommable et

i

STowi =) iy

(i,5)EIXJ i€l jeJ

On a aussi
IxJ=]JL; ou Lj = I x {j}.
jeJ
Vj € J, (ui,j)icr est sommable, (Ziel ui»j)jeJ est sommable et

DTowi =)D iy

(i,§)EIXJT JEJ €I



11 Familles sommables positives

— On suppose (u;) ;7 non sommable et donc
jeJ
I IIESEES 3w
i€l jel jeJiel
O
Corollaire: Soient (a;);cr et (bj)jcs deux familles sommables de réels positifs.
Sty = (Sa] (S
i€l el JjeJ
JjEJ
Preuve:
On pose, pour i € I, pour j € J, u; j = a;b;.
doabi= > i
i€l (,4)EIXJ
jeJ
S
icl jeJ
> S e
icl jeJ
-Ta e
i€l jeJ
O

Dans la preuve précédente, on a utilisé la linéarité de la somme :

Proposition: Soient (a;);cs € (]R*)I, (bi)icr € (]R*)I et A€ RT.

LY (ai+bi)=) ait+ D bis

i€l i€l iel
2. Z()\‘li) = )\Zai.
i€l iel

Preuve: ~ Cas 1 On suppose (a;) et (b;) sommables. Soit J C I finie.

Do@i+b) =3 ai+Y bi<y ait+) b

ieJ ieJ ieJ iel iel
Donc, S = Z a; + Z b; majore { Z(ai +b;) §§ I } et donc (a; +bi)ier
iel iel ieJ m

est sommable.




Familles sommables positives

Soit € > 0. Il existe J C I finie telle que

Za]’ZZaif%.

JEJ iel
Egalement, il existe J C I finie telle que

Zbi>Zbi—g

1€EK i€eJ

On pose L=JUK. L C I et L est un ensemble fini.

Z(ai-i-bi):zai-i-z:bi

i€L t€eL 1€L
> ait D b
i€J €K
> a- S+ n-
‘ 2 4 2
iel i€l
=>5—e

Donc,

S = sup D (@i +bi) =D (i + b).

J ﬁnieie‘] el

Proposition: Soient (a;);cs et (bi);er deux familles de réels positifs telles que
Viel, 0<a; <b;.

Si (bi)ier est sommable, alors (a;);ecr aussi, et, dans ce cas,

Zai QZbZ

i€l i€l

Preuve:
Soit J C I finie.

Zai <Zbi <Zbi

ieJ i€J i€l
. JcCI
donc b; 5
Z ; majore { Za, 7 fini }
i€l i€

donc (a;) est sommable et

i€l i€l
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11T Familles sommables réelles

Définition: Soit (u;)ic; € RY. On dit que (u;);cs est sommable si |ui|)iel est som-
mable.

EXEMPLE: 1. Toute famille finie de réels est sommable.
2. Avec I =N et (u,) € RV,

(un)nen sommable <= 3" |uy,| converge

<= > up converge absolument.

REMARQUE:
Une famille sommable n’est pas une famille dont on peut calculer la somme mais la somme
des valeurs absolues.

Proposition — Définition: Soit (u;);er € R’. On pose, pour tout i € I,

ut = u;  siwug =0,
! 0 sinon;

u. =

—u;  siwu; <0,
0 sinon.

Alors,
(ui) sommable <= (uj’) et (u; ) sont sommables.

Zui :Zuz+ —Zu;

i€l i€l el

Dans ce cas, on définit

Preuve: “ =7 On suppose (u;) sommable. Par définition, (|u;|) ; est sommable.

i€
Viel,0<u < Jugl

+

On en déduit que (u;") est sommable. De méme,

Viel,0<u;, < |u

et donc (u; ) est sommable.

“ <=7 On suppose ('zﬁr

;) et (u; ) sommables.
Viel, |lu| = uj’ +u; .

Par linéarité, (|u;) ; est sommable et donc (u;);er est sommable.

i€

Proposition: Soient (ai);cr et (b;)icr deux familles sommables et A € R. Alors,
(ai + bi)ier est sommable, (Aa;);cr aussi et

D (ai+b)=> ai+> b,

icl icl icl
E Aa; = A g a;.
iel i€l

10



11T Familles sommables réelles

En d’autres termes, £ (I) est un sous-espace vectoriel de RT et
S0 () — R
(ui)ier — Z Ui

i€l

est linéaire ou £1(T) = {(u;) € R | (u;) sommable}.

Preuwve: — Vi€ I, |u; +v;| < |u;|+|vi|. Or, par hypothése, (\uz|)l€l et UUZI)ZEz sont
sommables et positives donc (|u;| + |'ui|)iel est sommable donc (|u; + vi”iel est
sommable et donc (u; + v;);er est sommable.

Et,
D i+ ) =D (wi+ )t = (us+vi)”
i€l iel iel
Or,
Sfus o = T+ T
i€l i€l i€l
S SUTTILED Y ORTRSI S syt
iel i€l i€l i€l iel i€l
o Yo+ 0+ T = o+ 4 of
i€l i€l i€l iel iel iel
= (it o)y +o7) =>0 (Wi +v)” +uf +0]).
i€l i€l

On réalise une disjonction de cas : soit 7 € I.

Uj ‘ Vg ‘ Ui + v;

(u; +v3) T +u; +v; ‘ (wi +v)~ +uf +of

+ | + + Ui + Vi Ui + v;

+ | - + U Wi

+ | - - —v; —Vi

- | + + Vi Vi

- | + - —Us —U;
- —U; — V4 Ui —

On remarque que, pour tout 7 € I,
(u; +v)t +ul Fo7 = (u +v)T Fuf ol

— Vi € I, |Au;| = || Juil, (luZl)ZGI est sommable, |A\| > 0 et donc (lAull)ZGI est
sommable et donc (Au;);cr est sommable.
Casl A>0:

D> = ()T =Y ()T

i€l i€l i€l
= Z )\u;r — Z Au;”
icl iel
= A Zuj’ — Zu:
i€l i€l
el

11



Familles sommables réelles

111
Cas2 A<O0:
> hus = Yt - 3
i€l i€l i€l
=2 (Nw =2 (N
i€l 35 i€l 35
S Palt ol
iel i€l
Or,
S SRR o S I Dol oit
i€l i€l i€l i€l i€l
O
Proposition: Soit (u;);c; € Rf sommable et o : I — I une bijection. Alors (o (i))ier
est sommable et
Do) = D i
i€l iel
Preuve:
D’aprés le paragraphe 1, (|“0(i)|)iel est sommable.
_ + -
Z Uo (i) = Z Usiy — Z Us (i)
i€l icl iel
_ + -
=2 ul =Dy
i€l i€l
“>u
iel
O

Corollaire (sommation par paquets): Soit (u;);er € R! et (I;);jcs une partition de

I.
Vj € J, (Ui)iejj sommable,

(ui)ier sommable = ( Z ug sommable.
ier; /J€J

Dans ce cas,

Su=% Tu

il jeJiel;

12



11T Familles sommables réelles

Corollaire (Fubini): Soit (u;;)icr € RI*7 sommable. Alors,

JjE€J
DD wii =D uig
i€l jeJ jeJ el

Corollaire: Soient (a;)icr et (bj)jcs deux familles sommables. Alors (a;b;);cr est

sommable et STS a, = (Z ai) ( 2 bj) .

i€l jeJ i€l Jj€J
Preuve:
OnalxJ=|]({i} xJ).
i€l
Alors,
Vi € I, (a;b;)jes sommable
(aibj)]igg sommable <= (Z aibj sommable
jed i€l
= {(bj)je] sommable, (a;);er sommable.

De plus,

D =2 (aiby

(i,j)EIxJ i€l jeJ

= (50)

“(5)(z5n)

13



Quatriéme partie

Familles sommables de nombres
complexes
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v Familles sommables de nombres complexes

Définition: Soit (u;)icr € CL. On dit quelle est sommable si (|u1|)zel est sommable.

Proposition: Soit (u;);e; € C'.

(u;);er sommable <= (%z(ui))iel et (fim(ui))iej sont sommables.

Preuve: “ =" Pour tout ¢ € I, |Re(u;)| < |u;| et |[Im(u;)| < |u;| donc (%e(ui))iel
et (ﬁm(ui))iej sont sommables.
“e=7 Viel, |u| < |Re(u;)| + |Im(u;)| done (|u1|)zel est sommable.
O

Définition: Soit (uy)rer € C! sommable. On définit

> ur = Re(up) +i Y Im(ug).

kel kel kel

On a exactement les mémes propriétés que pour des familles réelles.

15
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A% Produit de Cauchy de deux séries

RAPPEL:
j2 q
Avec P = Zaka et Q = Zngg, on a
k=0 £=0
P g
PO= 33 X
k=0£=0

p+q [min(p,m)

> > arbmoi | X™

m=0 k=0

Définition: Soient (un), (vn) € CN. Le produit de Cauchy des séries S un et 3 v,
est la série Y wy, ou

n
Vn € N, w, = Z Uk Vpy—f -
k=0

Théoréme: Soient (un), (vn) € cN. si > up et > v, convergent absolument, alors
leur produit Y wy converge absolument et

2= () ()

Preuve:
On sait que (up) et (vn) sont sommables. On pose

n
Vn € N, w, = Z UV — k-
k=0

(Uun Vm) (5, m)enz est donc sommable et

“+oo +oo
E)E)- 5
k=0 k=0 (n,m)€eN2

+oo 400

=3 3 watac

n=0a=n

+oco a

=3 S v

a=0n=0

4o n

=35> wvs

n=0 k=0

+oo
=3 wn.
n=0

EXEMPLE:

17



A% Produit de Cauchy de deux séries

On préféere définir I'exponentielle complexe par

+oo _n

z
Vz € C, 7 = —
n!
n=0
(au lieu de la définition du chapitre 4)
o0 or
Par définition, e® = Z — =1
n!
n=0
. 2 a* y"
Soient (z,y) € C=. — et { — sont sommables donc
"/ neN "/ neN

. IS J R Yk
=0 (Zk!X (nk)!>

n=0 \k=0
oo 1 ( n TL) )
k, n—k
=3 (X (et
o N
+oo 1 .
=2 L@ty
n=0 n
— %ty

18
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