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CHAPITRE

0
LOGIQUE (RUDIMENTS)

Définition: Un proposition est un énoncé qui est soit vrai, soit faux.

Définition: Démontrer une proposition revient & prouver qu’elle est vraie.

1 Algébre de Boole

Définition: Soient A et B deux propositions. La proposition A et B est définie par la
table de vérité suivante :

A| B| Aet B
V|V \%
V| F F
F |V F
F | F F

Définition: Soient A et B deux propositions. La proposition A ou B est définie par
la table de vérité suivante :

A| B| AouB
VIV 1%
VI F Vv
F |V 1%
F F F




0.1 Logique (rudiments) MP2I

Définition: Soit A une proposition. La négation de A, notée non(A) est définie par :

A | non(A)
\% F
F %

Définition: Deux propositions A et B sont équivalentes si elles ont la méme table de
vérité. Dans ce cas, on note A <= B.

Proposition: Soient A, B et C trois propositions.

1. (Aet B) et C <= A et (B et C)

2. Aet A <= A

3. Aet B <= Bet A

4. (A ou B) ou C <= A ou (B ou C)
5. Aou A <= A

6. Aou B <= B ouA

7. non (non (A)) < A

8. Aet(BouC) <= Aet Bou AetC
9. Aou (B et C) <= (A ou B) et (A et C)
10. non (A et B) <= non (A) ou non (B)
11. non (A ou B) <= non (A) et non (B)

Définition: Soient A et B deux propositions. La proposition A = B (A implique
B) est définie par :

|| <[ <
| <) <|
<<= <]

Définition: Soient A et B deux propositions telles que A = B est vraie. On dit
que A est une condition suffisante pour que B soit vraie. On dit que B est une condition
nécessaire pour que A soit vraie.

Proposition (Contraposée): Soient A et B deux propositions.

(A = B) <= (non B = non A)



0.3 Logique (rudiments) MP2I

Proposition: Soient A et B deux propositions.

(A = B) < ((A = B) et (B = A))

Proposition: Soient A et B deux propositions.

(A = B) <= (B ou non (A4))

2 Déduction naturelle

Dans ce paragraphe, A et B sont deux propositions.

Comment démontrer A et B 7

— On démontre A
— On démontre B

Comment utiliser ’hypothése A et B ?
On utilise A ou on utilise B.

Comment démontrer A ou B ?

On essaie de démontrer A. Si on y arrive, alors on a prouvé A ou B sinon on démontre B.

Variante
On suppose A faux. On démontre B.

Comment utiliser ’hypothése A ou B ?
On fait une disjonction des cas :

— Cas 1 : On suppose A

— Cas 2 : On suppose B

A = B Comment démontrer A — B ?
On suppose A. On démontre B.

Comment utiliser I’hypothése A — B ?
On démontre A. On utilise B.

3 Raisonement par ’absurde

Soient A et B deux propositions.
On veut montrer A — B.



0.4 MP2I

On suppose A. On suppose aussi B faux.
On cherche a faire apparaitre une contradiction ()

4 Prédicat

Définition: Un prédicat P(z) est un énoncé dont la valeur de vérité dépend de l'objet
x, élément d’'un ensemble E.

Le domaine de validité de P est 'ensemble des valeurs z de E pour lequelles P(z) est
vraie :

{z e E| P(x)}

ReEMARQUE (Notation):
On écrit
Va € E, P(x)

pour dire que P(z) est vraie pour tous les z de E.
On écrit
dz € E, P(z)
pour dire qu’il existe (au moints) un élément = € E pour lequels P(x) est vraie.
On écrit
Jlz € E, P(x)

pour dire qu’il existe un unique élément = € E tel que P(z) est vraie.

Comment démontrer Vo € E, P(x) ?
Soit z € E (fixé quelconque). Montrons P(z).

Comment utiliser Vo € E, P(z) ?

On choisit (spécialise) une ou plusieurs (voir toutes) valeurs de z et on exploite P(z).



CHAPITRE

1
CALCULS ALGEBRIQUES

1 Sommes

REMARQUE (Notation):
Soit (un)nen une suite de nombres complexes. Pour p < ¢ € IN, on note

q
> uk
k=p

le nombre up + up41 + - - + uq.

Par convention,

q
Zuk:O sig <p.
k=p

Proposition: Soit (un)nen une suite de nombres complexes.

n n
VnG]N,Zuk = Zun_k
k=0 k=0

Proposition: Soient (un)nen une suite de nombres complexes, (p,q,r,s) € N* et
¢ : [p,q] — [r,s] une bijection (i.e. Yy € r, s],3'z € [p,q], o(x) = y).

Alors,

s q
D uk =D U
=0 k=p




1.2 Calculs algébriques MP2I

Proposition (téléscopage): Soit (ug)gen une suite de nombres complexes.

q
Vp<qeN, Z(uk+1 — Ug) = Ugt1 — Up.
=

|
REMARQUE (Analogie avec le calcul intégral):
b
[ 1@ =10~ f(@.
a
Proposition: Soit n € N et g € C,
q n+1 sig=1
dgF=q1—gntt
Sinomn.
k=0 1— q
|
2 Formules a connaitre
Définition: Soient k,n € IN. On définit “k parmi n” par
n! .
() ={H@m-r “F=™
k 0 .
sinon.
Proposition: Avec les notations précédentes,
L ()=
T\ \n—k
n+ 1 n n
(k—%l) _'<k471)47<k)
|

Proposition (binéme de Newton): Soient (a,b) € €2 et n € IN. Alors

@t =3 (F)atnt

k=0

,{a+b=0,
sauf si
n =0.

10



1.5 Calculs algébriques MP2I

REMARQUE (triangle de Pascal):

n =0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
=3 1 8 3] 1
n=4 1 4 6 4 1
=5 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 1
|
Proposition: Soient (a,b) € C? et n € IN. Alors,
n—1
a” —b" =(a—0>) Z =",
k=0
|

3 Sommes doubles

4 Sommes sur un ensemble fini

Définition: Soit I un ensemble fini. Soit (a;);cr; une famille de nombres complexes.

On note Z a; la somme des éléments de cette famille.
i€l

Proposition: Soit ¢ : I — J une bijection et (a;)jc; une famille de nombres com-

plexes. Alors
Z @y = Z G (i)

JjeJ i€l

5 Produits

Définition: Soit (a;);c; une famille de nombres complexes.

11



1.6 Calculs algébriques MP2I

On note H a; le produit de ces éléments.
i€l

Proposition: Soit (un)nen une suit de nombres complexes non nuls. Alors

n
u Unt1
VnE]N,Hﬂ:L.
o Uk U

REMARQUE (/\ Attention):

H()\al) = )\#I X Hai

iel i€l
ol #I est le nombre d’éléments de 1.
6 Rappels sur In et exp
Proposition:
— Soit (a;);er une famille finie de réels strictement positifs. Alors,
In Hai = Zlnai.
i€l iel
— Soit (b;);er une famille de réels. Alors

exp Zbi = Hexp(bi).

i€l i€l

REMARQUE:
Soit f: I — R* dérivable. On pose g : = — In|f(z)|.

Alors g est dérivable sur [ et

Ve el,¢ (z) =

!
On dit que f— est la dérivée logarithmique de f.

Soient f1, fo : I — R* dérivables. Alors

(i f) _ fi n 13
f1f2 i f2

REMARQUE:
Soit a € R.

n fois

— Soit n € IN*. Alors, a” =axXa XaX- - Xa.
1
— Soitn € Z, . Sia#0, alors " = —.

a*n
— Sia#0,a’=1et
Vp,q € Z,aP x a? = aP 14,

— Soit p € Z et a > 0.

a? = exp(InaP) = exp(plna) = P12,

12



1.6

MP2I

Définition:

Soit a € Rj et p € R. On pose a? = eplna

13



CHAPITRE

2

NOMBRES COMPLEXES

1 Trigonomeétrie

»
L

T tan(@)

sin(0)

\J

Définition: On définit, pour
T ™
b€ |5 +hm 2 +kn|
kezZ
<:>96R\{g+27rk\kez}
la tangente de 0 par

sin 0
tan 6 =

cos 6

14




2.2 Nombres complexes

MP2I

keZ

cos
cotan f =

sin 6

Définition: Pour 6 € U | — km, (k + 1)x[, on définit la contangente de 0 par

Proposition: Soient (a,b) € R2.
1. cos(—a) = cos(a)

(a+ 27m) = cos(a)

os(a + 7) = — cos(a)

(

Ccos

os(m — a) = — cos(a)

sin(—a) = —sin(a)
a+ 27) = sin(a)

sin(a + 7) = —sin(a)

sin(m — a) = sin(a)
s(a b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

© 0 NS AN E WD
5
/—\AA

10. sin(a 4 b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)
11. cos (W ) = sin(a)
12. sin (; ) = cos(a)

1. tan(a + 7) = tan(a)
2. tan(—a) = — tan(a)
tan(a) + tan(b)

w
3. Si b# — 1 t b))y = —————
ia+b# 5 [], alors, tan(a + b) T tan(a) tan(b)

Proposition: Soit a € R.
1

1. Sia# g [x], alors, 1+ tan®(a) = m

2. Sia#w [27]

T e (9)
— cos(a) = m

) - 2 tan (%)
— sin(a) = m

) . 2 tan (%)
—Sia ] ) o) =

2 Nombres complexes de module 1

15

Proposition: Soient a et b deux réels tels que a # g [7] et b # g

[].



2.3 Nombres complexes MP21

Proposition: Soient (a,b) € R2.

(cos(a) +isin(a)) x (cos(b) + isin(b)) = cos(a + b) + isin(a + b)

Définition: Pour a € R, on pose €' = cos(a) + isin(a)
Ainsi, V(a,b) € R2, e x e = eilatb)

Proposition: Soient a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0 et z1, z2 les racines de
P:z—az’>+bz+c

@ b
Alors, z1 X z9 = — et 21 + 220 = ——
a a

|
Proposition: Soient (a,b,c) € C3 et 21, 22, 23 les solutions de
22 +az?+bz+c=0
Alors,
Zz12223 = —¢C
2122 + 2223 + 2123 =b
zZ1+22+23=—-a
O
Proposition: Soient aj,as,...,a, des nombres complexes et z1,z2,..., 2, les solu-
tions de
24 an_12" 14 dag=1
Alors,
Vk € [1,n], Z Ziy X Zig X oot X 25, = (—l)kan_k
1S Si S-S Sn
n
S = o
k=1
n
ze = (=1)*aq
k=1
|
3 Géométrie des nombres complexes
Dans ce paragraphe, & dérisgne un plan euclidien muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7)

16



2.3 Nombres complexes MP21

Définition: Soit M € Z2. On note (z,y) les coordonnées du point M par rapport au
repére (0,7, 7)
L’affixe de M est le nombre

ZM =T =+ iy eC

Soit W € & (le plan des vecteurs) et (a,b) les coordonées de w.
L’affixe de W est
zg =a+1ibeC

Proposition: Soit (4, B) € 22 et (w1, w3) € P2

1. 2z =2 — 24

2. zwt+ws = 2wy + 2w3

O
Proposition: Soit (w7, ws) € 22 avec wi # 0 et Ws # 0
—,
i w i
Alors, |71 = ”_1,” et arg (ﬂ) = (171/),%2))
l’angle entre w7y et w3
| |

Corollaire: Avec les hypothéses et notations précédentes,

17



2.3 Nombres complexes MP21

1. wi et w3 sont collinéaires <— L eR
Zw3

2. wj et ws sont orthogonaux <= — € iR

Zws

Définition: Soit @ € 2. La translation de vecteur @ est P’application

tg: P — P
M— M’

! ! —>
ou M’ vérifie MM'" = w

Proposition: Soit W € P et (M, M'") e 2?

M' =tg(M) < zpp =2y + 23

—

Proposition: Soient w7, ws € &

twg o twi = twi+w3

18



2.3 Nombres complexes MP21

oV 4
- " ~
e B N
/ 9 \
/ T \
7 R Y
I H
L vl
\ Q

Définition: Soit Q € & et 6 € R.
La rotation de centre €2 et d’angle 0 est ’application

PQ,0 - P — P

M— M’
ot M’ vérifie
1@ = 2]

(@M, QM) =0

Proposition: Soit Q € & d’affixe w, 6 € R et (M, M) € 22

() : M’ = pa (M) < zppr =w+e®(zp —w)
|
REMARQUE (Cas particulier):
Si 2 = O alors _
(¥) = zpr =2y
Corollaire: Soit 2 € & d’affixe w et 0 € R.
P60 = t5g © Po,60 °tags
= 1o © P00 © (tom)
Proposition: Soient (Q1,Q2) € P? et (61,02) € R?
PQ1,01 © PRy,02 = PQ1,01+02 = PQ1,05 © PQy,601
. £ Qo )
Si alors o est une rotation d’angle 61 + 6
{01 +62 £0 [27] P1,01 © PR3,6; 816 Y1 b2
Q1 # Qo
Si alors o est une translation
{91 +602=0 [271'} P1,01 © P22.6;
|

19



2.3 Nombres complexes MP21

Proposition: Soit Q € 2 d’affixe w, @ € 2 d’affixe u. Soit 6 € R avec 0 £ 0 [27].
— tw 0 po,e est une rotation d’angle 6
— pq,p © tw est aussi une rotation d’angle 0

SZ—\[) I A KM

Définition: Soit 2 € Z et A € R.
L’homothétie de centre €2 et de rapport A est ’application
hQ’)\ P — P
M+— M’

ot M’ veérifie QM = \QM

Proposition: Soit Q € & d’affixe w, A € R. Soient M € £ d’affixe z et M' € &
d’affixe 2’.

M' =hg (M) < 2 =w+ Az —w)

Proposition: Soient (Q1,Q2) € 22 et (A1, \2) € P>

1. Si Q1 = Qg alors, hg, a; ©hay xo = hay a2,

2. Si Q1 # Q2 et A1A2 # 1, alors, hg, A, © ho,, r, est une homotéthie de rapport
A1A2

3. SiQy # Qo et A2 =1, alors, hg, A, ©ho,, \, est une translation.

Proposition: Soit Q € 2, A € R\ {1}, @ € 2.
Alors, t o hg,x et hg ) ot sont homothéties de rapport . O

REMARQUE (Cas particulier):
Soit M € & d’affixe 2, A € R et M’ = hp (M) d’affixe 2’
Onaz = \z

20



2.4 Nombres complexes MP21

SV

QM

Définition: Soient Q € &, (0,\) € R2. La similitude (directe) de centre €2, d’angle 0
et de rapport \ est

Sa,0.0 = haxopae

Avec les notations précédentes,
Proposition:
Sq,0,0 = P00 © ha X

|

Proposition: L’expression complexe de Sq g, est

2 =w+ A (z—w)
4 Exponentielle complexe
Définition: Pour z € C, on pose
exp(z) = e™¢(®) x (cos(Tm(2)) + i sin(Im(z))
Ainsi, si z = a + ib avec (a,b) € R?,
exp(z) = exp(a + ib) = e® x (cos(b) + i(sin(b)) = e%e®
Proposition: Soient 21,29 € C.
exp(z1 + 22) = exp(z1) X exp(22)

|

REMARQUE (Notation):
On écrit e® a la place de exp(z) pour z € C.
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2.5 Nombres complexes

MP2I

Proposition:
z| _ Re(z)
veeg,€1=e¢
arg(e®) = Im(z) [27]
A - ¢ A
z
y = Jm(z) < Jm(z)
z = Re(2)
REMARQUE:

exp : C — C n’est pas bijective :
exp(0) = exp(2im) =1
0 # 2im

— 0 n’a pas d’antécédant
Il n’y a donc pas de logarithme complexe.

5 Fonctions de R dans C

Définition: Soit f définie sur D C R a valeurs dans C (Vz € D, f(x) € C)
On pose :

Re(f): D — R
x — Re(f(z))

et

Im(f): D — R
z — Jm(f(z))

Définition: Soit f: D — C. On dit que
— [ est continue si Re(f) et IJm(f) sont continues
— f est dérivable si Re(f) et Jm(f) sont dérivables.
Dans ce cas, la dérivée de f est

fl:D—C
z — Re(f) (z) + Im(f) (z)

REMARQUE:
On peut représenter f de la fa ¢ on suivante.
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2.5 MP2I

f:0,2nr] — C

ARNCER)Y

JmA

2y

Proposition: Soient u et v deux fonctions dérivables sur D C R a valeurs dans C
1. w4+ v dérivable et (u +v) = v’ +

2. ww dérivable et (uv) = u'v +v'u

Ioy ol
3. Siv#0, Y gerivable et (E) = szu
v v v

|

Proposition: Soit v: D — R et u: R — C deux fonctions dérivables (avec D C R).

Alors, u o v est dérivable et

(uov) = (u' ow) x v
|
D — C
Proposition: Soit u: D — Cet f: s eu@
Alors, f est dérivable sur D et
Vo € D, f'(z) = o (z)e®

|
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CHAPITRE

3

ETUDE DE FONCTIONS

Etudier une fonction c’est déterminer tous les éléments (tangentes,

d’obtenir 'allure de la courbe représentative de la fonction.

1 Calculs de limites

RapPPEL:
Soient f et g deux fonctions et a € R U {—o0, +-00}.

On ne connait pas, a ’avance, les limites de
f(@) —= +o0

@ g T

asymptotes) qui permettent

(“OO o OO”)

e f(z) < f(=) z—a (n:Qw)
9(z) g(z) ——=0 0
fl) —— o0
- f(x) i z—a (uoow)
9(z) g(x) —— +o0 o
fl@) ——0
— @) gty sig e (0 x o0”)
r—a
Proposition:
i ra alors, on ne sait pas a ’avance calculer liLn (f(a:))g = O

e = ==

Définition: Soient f et g deux fonctions et a € R ot R = R U {+00, —0co}.
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3.2 Etude de fonctions MP2I

On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a (ou éqivalentes en a) s’il existe une

fonction u telle que
f=gxu
u(x) —— 1

T—ra

On note alors f:g ou f(x) z:ag(x)~

‘ Proposition: Un polynoéme est équivalent en +oo a son terme de plus haut degré.

H Proposition: Un polynome est équivalent en 0 & sont terme de plus bas degré.

REMARQUE:
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a tel que

Va € I,g(x) # 0

oul [ est un intervalle
— qui contient a si a € R,
— dont une borne est a si a = Foo.
Alors,
f(=)

139 < 4w =2

2 Asymptotes, branches paraboliques et prolongement par
continuité

Casl Limite en +o00o :

f@) o e R

On dit que la droite d’équation y = £ est une
asymptote horizontale.
é_ —_ —_ —
Cas2
fld) —— 0 dans ce cas, on cherche lim (@)
x—+o0o z—+oco
Sous cas 1 @ n’a pas de limite en +oc0.
a
?
a8
Sous cas 2 & — +o0.

98 x—+ oo
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Sous cas 3

Sous cas 4

Sous-souscasl

Sous-souscas?2

Sous-souscas2

3.2 Etude de fonctions MP2I

On dit que la courbe de f présente une
branche parabolique de direction asympto-
tique ’axee des ordonées.

est la pente de la droite verte.

f(=)

BeEesses=s==

On dit que la courbe de f présente une
branche parabolique de direction asympto-
tique ’axe des ordonées.

- 1@

est la pente de la droite verte.

RG] ———— ¢ €R"'. On cherche lim (f(z)— (x).
aE=ap

98 x—+o00 oo
fl) -4z ——a€R
T—r+o0o

/

/ Asymptote oblique d’équation y = fx + a.

y

Branche parabolique de direction asympto-
tique la droite d’équation y = fx.

f(x) — £z n’a pas de limite 2
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3.2

MP2I

Limite en a € R :

On cherche lim f(z).
Tr—a
Casl

Pas de limite

1
x»—)sin(f) en 0 :
x

Cas2 flz) —— to0
T—ra

Cas3 flz) — L€ R.
T—a

f:xr—>

on pose

sin x

{

f(z) —— 1, dans ce cas,
z—0

sinx

sixz#0

siz =0

f(@)

S~

—J

Asymptote verticale d’équation z = a.

i~

‘ —

On pose f(a) = ¢. On dit que lon a prolongé
par_continuité la fonction f.
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CHAPITRE

4
FONCTIONS USUELLES

1 Logarithme népérien

Théoréme (théoréme fondamental de Panalyse): Soit f une fonction continue sur un
intervalle I. Alors il existe F' dérivable sur I telle que

Vz € I, F'(z) = f(z).

1
Définition: La fonction In est I'unique primitive sur ]Rj' de x — — qui s’annule en 1.
7

Proposition: 1. In1=0;
2. In est dérivable sur R’ et

Vz > 0,In' z = 1
T

Corollaire:
z dt
Ve >0,lnz = —.
1t

REMARQUE:

u:R, — R

z — In(—2x)
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4.1 Fonctions usuelles MP2I

u est dérivable sur R, et

-1 1
Vo < 0,u(z) = In'(—z) x (=1) = — = —.
-z x
o 1 _
Donc u est une primite de z — — sur R .
2
. * — R L. o .
Soit v : || est dérivable sur R* donc v aussi.
z +— In(|z]).

Vz > 0,v(z) =Ilnx
donc Vz > 0,0 (z) = —
az

Vo < 0,v(z) = In(—z) = u(x)

1
donc Vz < 0,0 (x) = —
a
Donc, Vz € R*,v'(x) = —. Ainsi, v est une primitive de  — — sur R* mais cette primitive

a B
n’est pas unique :
w:R* — R
N 1+ Inx siz >0
In(—z) =3 siz <0

o 1
est une autre primitive de = — — sur R*.
&3

Corollaire: In est strictement croissante sur R .

| |
RU{-
Proposition: Soit f une fonction croissante sur |a, b[ avec @€ {—oc} et a <
be RU{+oo}.
b.
1. Si f est majorée, lim f(z) € R.
x—b
<
2. Si f n’est pas majorée, lim f(z) = 4o0.
z—b
<
3. Si f est minorée, lim f(z) € R.
>
4. Si f n’est pas minorée, lim f(z) = —o0.
>
O
Proposition:
Va,b € R} ,In(ab) = Ina + Inb.
|
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4.2 Fonctions usuelles MP2I

Corollaire: Soit a > 0 et n € Z. Alors In(a™) = nln(a).
|
Corollaire:
lim Inxz =400
x—+00
lim Inx = —oc0
z—0
|
Proposition:
1
lim —— =0,
z—>+oco
|
1
2 Exponentielle
Proposition: In:R% — R est bijective.
]

Définition: La fonction exponentielle est la réciproque du logarithme népérien. On la
note exp.

Proposition: 1. exp: R — R} est dérivable et Vo € R, exp’ (z) = exp(z);
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4.3 Fonctions usuelles MP21
L [ lm ep@) = oo
lim exp(z) = 0;
T——00
3. lim p(@) =+400;
x—+00 x
4. Va,b € R,exp(a+b) = exp(a) x exp(b).
|
///1
3 Fonctions puissances
REMARQUE (Rappel):
Va € R,Vz > 0,2% = exp(alnz).
En particulier, en posant © = e = exp(1), on a donc
Va € R, e® = exp(a).
ReEMARQUE (Notation):
R, — R
. . . +
Soit a € R. Pour ce chapitre, on note pq : s o
Proposition: Soit a € R. p, est dérivable sur Rj et
Vo > 0,pl (z) = az® L.
|
Corollaire: 1. Va € R* | p, est strictement décroissante.
2. Ya € R}, pq est strictement croissante.
3. po est la fonction constante égale a 1.
|

Pa(r) —— +00,
T—+00

Proposition: 1. Sia >0, Pa() 0;
z—0
>
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4.3 Fonctions usuelles MP21
) pa(x T —+00 07
2. Sia<0, pa(z) 1o0;
z—0
>
1
3. Sia=0 Pele) o
. Sia=0, 1
pe(®) =5
>
|
Proposition: On suppose a > 0.
1. Sia>1, alors L(x) — 400}
78 x—+00
2. Sia <1, alors L(z) — 0;
g8 Tx—+00
3. Sia=1, alors V& > 0,pq(z) = z.
|

Proposition: On suppose a > 0. On peut prolonger p, par continuité en 0 en posant

pa(O) = 0.

1. Sia> 1, alors p),(z) — 0;
z—0

2. Sia < 1, alors pl,(z) —— +o0;
z—0
>

=l = = =

32
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4.4 Fonctions usuelles MP2I

Proposition (croissances comparées): Soient a,b € R}. Alors,

n*(z) _

lim 0.
T—r—+00 ij
|
Corollaire:
zlnz —— 0.
z—0
>
|
Corollaire: Soit a > 0. Alors Y
lim — =0
r—+o00 e®
[ |
4 Exponentielle et logarithme de base a
+
Définition: Soit a > 0. L’application exp,, : Ii : ;R;: ozlna est appelée ex-
ponentielle de base a.
REMARQUE:
L’exponentielle de base e est ’exponentielle classique.
Proposition: exp, est dérivable sur R et
Vz € R, exp,(z) = In(a) exp,(z) = a” Ina.
O
Corollaire: 1. Sia €]0,1[, alors exp, est strictement décroissante.
2. Sia > 1, alors exp, est strictement croissante.
3. Sia =1, alors exp,(z) = 1 pour tout =z € R.
O

Proposition: 1. Sia €]0,1],
— expg(z) —— 0,
x—>+4o00

— expg(x) ———— +o0,
r—r—00
exp, (z
_oewa(@)
€T T——00
2. Sia>1,
— exp, () —— +oo,
T—+o0o
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4.5 Fonctions usuelles

MP2I

a>1

Proposition: Sia € R \ {1}, alors exp, est bijective.

Définition: Soit a > 0 et a # 1.

La réciproque de exp, est appelé logarithme de base a et est noté log,.

Proposition: Sia € R\ {1}, alors

1
vz > 0,log, (z) = —ln$.
na

5 Fonctions trigonométriques

Proposition:
sinx
lim =1
x—0 x
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4.5 Fonctions usuelles MP21
N
a
O B A
|
sin’ = cos
Corollaire: sin et cos sont dérivables sur R et p !
cos’ = —sin.
|
Proposition: La fonction tan est dérivable sur {:c ER |z # g [7r]} =D et
/ 2 1
Vx € D,tan’ x = 1 + tan“ z = P
cos?
|
Proposition: lim tanz = +oco et lim = —co. O
< >
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
B I g 3
—t5 \2
\2 | | ?
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
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4.6 Fonctions usuelles MP2I

Proposition: cotan est dérivable sur D ={x € R |z =0 [r]} et
/ 1 2
Vz € D,cotan’ ¢ = ———— = —1 — cotan” .
sin® x
|
Proposition: lim cotanz = —oo et lim cotanz = +oo. O
T—T r—rm
< >
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
—D7r —ir L3 2
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
6 Fonctions trigonométriques réciproques
[ T ﬂ] — [-1,1]
Proposition — Définition: L’application 2792 ’ est bijective.
r +—— sinz
On appelle arcsinus la réciproque de cette bijection et on la note Arcsin.
Pour tout z € [—1, 1], Arcsinz est le seul angle | compris entre —g et g donc le sinus
vaut z. O
oo . ™ T
Proposition: 1. Vz € [-1,1], Arcsinz € [—5, 5]
2. VO € [fg, g] , Arcsin(sin @) = 0
3. Vz € [-1,1],sin(Arcsinz) = z
4. Vz € [—1,1],cos(Arcsinz) = /1 — x2
|

Proposition: 1. Arcsin est impaire
2. Arcsin est continue sur [—1,1]
3. Arcsin est dérivable sur | — 1,1] et
1

Va €] — 1, 1], Arcsin’ z = Wi~ >0
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4.6 Fonctions usuelles MP2I

H 4. Arcsin n’est pas dérivable en 1 et en -1.

71'/2

— 7/

REMARQUE:

est Arcsin.

Une primitive de x —
—z

0,7] — [-1,1]

est bijective. On
T +—> cosx

Proposition — Définition: L’application

note sa réciproque Arccos.

En d’autres termes, pour z € [—1,1], Arccosz est le seul angle ‘ compris entre 0 et 7

dont le cosinus vaut x.

|
Proposition: 1. Vz € [-1,1], Arccosz € [0, 7],
2. V0 € [0, 7|, Arccos(cos ) = 0,
3. Vx € [—1,1], cos(Arccosz) = z,
4. Vx € [—1,1], sin(Arccosz) = /1 — 2.
|
Proposition: 1. Arccos est continue sur [—1, 1],
2. Arccos est dérivable sur | — 1,1] et
Vz €] — 1, 1], Arccos’ !
z €] —1,1], Ar T=——
V1—ax2
|

Corollaire: -
Vz € [—1,1], Arccosz + Arcsinz = Bl
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4.6

Fonctions usuelles

MP2I

7r/2

wla

[

™
Proposition — Définition: L’application ] 9’
x

note Arctan la réciproque de cette bijection.

— R s
est bijective. On

— tanz

Fs T
C’est a dire, pour tout € R, Arctan x est le seul angle| compris entre — 5 et 5 (exclus)

dont la tangente vaut x.

Proposition: 1. Arctan est dérivable sur R et

Vz € R, Arctan’ z =

T
lim Arctanz = —
2. T — 400 2

lim Arctanxz = —
xr— —00

3. Arctan est impaire.

)

ol

7r/2“

1

14 22’

— /ot
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4.7 Fonctions usuelles MP2I

Proposition:

six >0

SR

1
Vz € R*, Arctanz + Arctan — = T
T 5 six <0

7 Trigonométrie hyperbolique

Définition: Pour tout = € R, on pose

xT —x
cha — i,
T 2 —T
sheg=S "¢
h
thax = E,
chz

ch est appelé cosinus hyperbolique, sh est appelé sinus hyperbolique et th est appelé
tangeante hyperbolique.

REMARQUE:
Ces formules rappélent les formules d’Euler : pour tout z € R,

eiz +ef7lz et + e
cosx=——— <— chr=—""7+7#H—+
2 2
) eia: _ el T _ o
sing = — +— shx=
21 2

0

?+y’=1

Proposition:
vVt € R,ch?t —sh?t=1.
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4.7 Fonctions usuelles MP2I

Proposition: 1. ch est paire, sh est impaire;
h’ = sh

2. ch et sh sont dérivables sur R et ¢ , .

sh” = ch;

3. sh est strictement croissante sur R, ch est strictement croissante sur RT ;

. lim chz =400, lim shx=4occet lim shx = —oc0;
T —+00 Tr—+400 T ——00

1 1
5. chz ~ —e®etsh ~ —¢".
2 2

x—+00 x—>+00

REMARQUE:
La courbe représentative de ch est appelée “chainette”.

Proposition: 1. th est imapire;
2. th est dérivable sur R et

Ve € R,th' z = =1—thx;

1
ch? z
3. th est strictement croissante sur R ;

4. lim thxz=1et lim thzx=—-1.

xr—+00 T ——00
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CHAPITRE

5
CALCUL INTEGRAL

1 Généralités

Définition: Soient [ un intervalle de R, f une fonction continue et a,b € I.

On définit Pintégrale de f de a a b par
b b
[ 1@ do = [F@], = FO) - F(@

ot F' est une primitive quelconque de f.

La variable x est muette :

/abf(r) dm=/abf(u> du=/abf(t) dt=/abf(%’) d%%’#/abf(w) dt

ey . . . v e 17 g b
Proposition (Croissance): Soient f et g continuessur I, a,b € 12 tels que { v (@) < 9(@)

a < b.
Alors
b b
/ f(z) do </ g(z) dz.

| |

Proposition (Linéarité): Soient f et g continues sur I, o, 8 € R et a,b € R. Alors,

b b b
[ @f@+89@) do=a [ f@) da+5 [ go) dz.

| |
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5.1

MP2I

Proposition (Chasles): Soit f continue sur un interval I, a,b, c € I. Alors

Proposition:
Alors

/abf(ac) dac:/acf(a:) dac+/cbf(:v) dz.

Soit f positive et continue sur un interval I, (a,b) € 1% avec a < b.

b
/ f(z) de =0 <= Vz € [a,b], f(z) = 0.
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CHAPITRE

§

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES

Définition: Une équation différentielle est une égalité faisant intervenir une fonction
inconnue y ainsi que ses dérivées successives v, y”, y®), ..., y™.

Définition: Une équation différentielle linéaire d’ordre n est de la forme

any™ + an_1y™ Y + -+ aoy = b(t)

ou b,ap,ai,...,an sont des fonctions connues et continues sur un intervalle I. On dit
que b est le second membre de ’équation.

Proposition (Principe de superposition): Soient b; et b2 continues sur I. Soient
ap,at, .. .,an également continues sur I.

(Er): Y ay™ =b
k=0

(E2) : Z ary® = by
k=0

Soient (A1, A2) € C2.

(B): > ary™ = Xby + Aabo
k=1

44




6.1 Equations différentielles linéaires MP2I

y1 solution de (F1) \ . o de ()
= solution de
y2 solution de (E2) 1Y1 2y2 solution

n
Proposition: Soit (E) ’équation différentielle Z aky(k) = b ou ag,ai,...,an sont
k=0
des fonctions homogeénes. L’équation homogéne associée a (E) est

(H) : Z ary® =0
k=0

Les solutions de (E) sont toutes de la forme h + yo ou h est solution de (H) et yo
solution de (FE).

|
Théoréme (Théoréme de Cauchy): Soit (E) une équation linéaire différentielle.
n—1
E): v+ Y a® =
k=0
ou ap,ai,...,an sont continues sur un intervalle I.
Soit tg € I et (g, a1,...,an) € C".
Il existe une et une seule fonction y telle que
y solution de (E)
Vi e [0,n— 1],y (to) = as
1
Soit (E) I'équation y' + ay = b ot a et b sont continues sur un intervalle I.
Proposition: Soit A une primitive de a sur un intervalle I.
(H): y' +ay=0
Les solutions de (H) sont ¢ — e~ () avec A € C
|

REMARQUE (pseudo preuve):
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6.2 MP2I

d
—y—i-a(t)y:O =

dt Y
dy W
= /; 7/ (t)dt
<~ In(y) = —A@) + K

d
Y _a)dt

y = e~ AMTE
= = Ae 2A® avec A = X
2 Annexe
y: I — E ou E est un K-espace vectoriel.
(®): Y +al@)y=0 et yl)=0

5

= Ve el,ylx)= —/ a(u)y(u) du

zo

T:E — BT
y—s (z+—>7/x: a(w)y(w) du)

donc (%) <= T(y) =1y
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CHAPITRE

7
DEVELOPPEMENTS LIMITES

Définition: Soit f une fonction définie au voisinage d’un point a € R.

On dit que f posséde un développment limité d’ordre n au voisinage de a s’il existe des
réels (co,...,cn) € R tels que

f(x) :co+cl(x—a)+cz(x—a)2+---+cn(x—a)"+ o ((m—a)")A

T—ra

En particulier, avec a = 0, on a

flx)=co+crz+caz® + - +cnz™+ o (z7).
z—0

développement de Taylor reste

Théoréme (Taylor-Young): Si f est de classe €™ (i.e. f définie et dérivable n fois et
F(™) est continue) au voisinage de a, alors f admet un développement limité d’ordre n
au voisinage de a est

f(@) = £(@) + @ —a)f @) + (@ - TD 4. 4 (o a)

n f(a)
2! n! +

((x — a)").
O

T—ra

REMARQUE:
Cette formule est & éviter en pratique : il est bien trop difficile de calculer f(") pour tout n.

Cependant, on peut quand méme en déduire le développement limité de exp, cos, sin et
z— (1+z)% en 0.
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7.0 Développements limités MP21

Corollaire:
x? n
ef=14+z+—4+---+—+ o (z"),
2 n! z—0
22 gt 26 221
=1 == o —1)" 2n
cose st e T T g TS
3 5 7 2n+1
7 7 a )
Sing=2— —+— —— 4+ (-1)"—— + o (z2*t1),
3! 5! 7! ( ) (2n+1)! a:—>0( )

2 3
VaER,(l—i—x)o‘:1+o¢x+a(a—1)2—'4-04(0[—1)(01—2)%+~-~

T4, (z™).

tafa=1)---(a=(@=1))—+ o

REMARQUE:
en 0 :

Avec @ = —1, on obtient le développement limité de i
a

1
1+

=l-z+a?2—22+... 4+ (=1)"2"+ o (z").
=0

1

— T

On en déduit donc le développement limité en 0 de ]

=l+z+z?+23+. . 42"+ o (z")
11—z z—0

1
Avec o = > on obtient le développement limité & 'ordre 2 de v/1 + x :

2
Vitz=1+2_% 4 o (x?).
2 8 z—0

Théoréme (primitivation): Soit f une fonction continue en a ayant un développement
limité d’ordre n au voisinage de a. Soient (co,c1,...,cn) € R* ! tels que

f(zx) :co+c1(:v—a)+cz(:c—a)2+~~+cn(ax—a)"+xga ((x—a)™).

Soit F' une primitive de f. Alors F' a un développement limité d’ordre n+ 1 au voisinage
de a et
(z — a)? (x —a)”t!

+oten———+ o ((@—a)"™).

F(z) = F(a) =co(z —a) +c1 5 ntl S

O

1
Corollaire: En primitivant le développement limité de ?, on obtient le dévelop-
a0y
pement limité de In(1 + z) :

ZE2 CE3 xn+1

In(1 = — 4t (=)
n(l+z)==z 2+3+ + (=1)

o (z™h).
n+1 x—0

On en déduit aussi le développement limité de Arctan :

£E3 1.5 I7 1.2n+1
Arct = — P 1" 2n+1.
rctany =2 = — + : - + -+ (—1) 2n+1+mgo(x )
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CHAPITRE

8

ENSEMBLES, APPLICATIONS,
RELATIONS ET LOIS DE
COMPOSITION

1 Théorie naive des ensembles

Définition: Un ensemble est une collection finie ou infinie d’objets de méme nature
ou non. L’ordre de ces objets n’a pas d’importance.

REMARQUE (Notation):
Soit E un ensemble et x un objet de E.
On écrit x € E ou bien « 3 E.

REMARQUE (A\ Paradoxe):
On note 2 I’ensemble de tous les ensembles. Alors, €2 € Q.
Ce n’est pas le cas de tous les ensembles :

IN ¢ IN car IN n’est pas un entier

On distingue donc 2 types d’ensembles :
— ceux qui vérifient F ¢ E, on dit qu’ils sont ordinaires
— ceux qui vérifient F € E, on dit qu’ils sont extra-ordinaires
On note O I’ensemble de tous les ensembles ordinaires.
— Supposons O ordinaire. Alors, O € O
Or, O est ordinaire et donc O € O 4
— Supposons O extra-ordinaire.
Alors O € O et donc O ordinaire 4

C’est un paradoxe ‘

Pour éviter ce type de paradoxe, on a donné une définition axiomatique qui explique quelles
sont les opérations permettant de combiner des ensembles pour en faire un autre.
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8.1 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

Définition: Soit £ un ensemble et F' un autre ensemble. On dit que E et F' sont égaux
(noté E = F) si E et F contiennent les mémes objets.

Définition: L’ensemble vide, noté @ est le seul ensemble & n’avoir aucun élément.

Définition: Soient E et F' deux ensembles. On dit que F' est inclus dans FE, noté
F C E ou E D F si tous les éléments de F' sont aussi des éléments de E.

Ve e Fx € E

H Proposition: Pour tout ensemble E, & C E

Définition: Soit E un ensemble. On peut former I’ensemble de toutes les parties de
E (une partie de E est un ensemble F' avec F' C E). On le note #(E)

A€ P(E) — ACE

Définition: Soit F un ensemble et A, B € Z(E)
1.
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8.2 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

La réunion de A et B est

AUB={z € E|z€ A ou z € B}

2.
L’intersection de A et B est

E
A
B
E
A
ANB={z€E|z€ A et z € B} @
B
TT77 77 E
Q

3.
Le complémentaire de A dans FE est

E\A={zcE|z¢g A} =CgA

" La différence symétrique de A et B est

AAB={zc€E|(zx€Aet z¢B) ou(z¢ A et z € B)|
=(AUB)\ (AN B)

Proposition: Soit E un ensemble et A, B,C € Z(E)
1. AnNA=A 10. AUE=FE
2. BNA=ANB 11. (E\A)\A=E\A
3. An(BNnC)=(AnB)nC 12. E\(E\A)=A
4. AND =0 13. E\@=E
5. ANE=A 14. E\E=0
6. AUA=A 15. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
7. BUA=AUB 16. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
8. Au(BUC)=(AuB)UC 17. E\(AUB)=(E\A)N(E\ B)
9. AUg=A 18. E\(ANnB)=(E\A)U(E\ B)
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8.2 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

2 Applications

Définition: Une application f est la donnée de
— un ensemble F appelé ensemble de départ
— un ensemble F' appelé ensemble d’arrivée
— une fonction qui associe a tout élément x de E un unique élément de F noté f(x)

L’application est notée

f:E—F
z— f(z)

Définition: Soit f: E — F' une application. On dit que f est
— injective si tout élément de F' a au plus un antécédent par f
— bijective si tout élément de F' a un unique antécédent par f
— surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent par f

Définition: Soit f: E — F et g: F — G. L’application notée g o f est définie par

gof:E— G
z— g(f(x))

On dit que c’est la composée de f et g.

Proposition: Soient f: E — F,g: F — G,h: G — G. Alors, ho(go f) =(hog)o f

|
REMARQUE (A\ Attention):
En général, go f # fog
Par exemple, f : R — RT et g: RT — R
A & € z — x> g: z — z
Rt — RT R — R
Alors, fog: v et go f: P G
donc fog#gof
Proposition: Soient f: E — Fetg: F — G
1. Sigo f est injective, alors f est injective
2. Si go f est surjective, alors g est surjective
3. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective
4. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective
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8.2 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

REMARQUE:
fE—F

f injective <= (V(:v, y) € B2 f(z) = f(y) = == y)

E

Fr —
y +—— l'unique antécéden

Définition: Soit f : E — F une bijection. L’application {

est la réciproque de f notée f~!

Définition: L’identité de F est idg :

ey

— E
— x

Proposition: Soient f: E — Fetg: F — E

fog=idr f bijective
) — i
go f=idg =g

Définition: Soit f: F — F
1. Soit A € Z(F). L’image directe de A par f est

f(A) ={f(=) |z € A}

N oS
<

2. Soit B € Z(F). L’image réciproque de B par f est

f~1(B) = {z € E|f(z) € B}

REMARQUE:

— z€ fY(B) < f(z)€B.
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8.2 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21
Proposition: Soient f: E — F, A€ P(E)et F € Z(F).
L f7H(f(4) D A4,
2. Si f est injective alors f~1 (f(A)) =A,
3. f(f74(B) Cc B,
4. Si f est surjective, alors f(ffl(B) = /8,
|
Proposition: Soit f: E — F et (A, B) € 2(F)2. Alors
FHAUB) = fTHA U H(B), (1)
AN B) =Y (A) N fH(B). ()
|
Proposition: Soient f: E — F et (A, B) € Z(E)2.
L f(AnB) C f(A)n f(B)
2. Si f est injective, f(AN B) = f(A) N f(B)
3. f(AUB) = f(A) U f(B).
|

REMARQUE (Contre-exemple pour 2.):
Cas d’une application qui n’est pas injective

On pose A =R}, B=R; et

f:R— Rt

x»—>z2

Ona ANB =@ donc f(ANB) = @.

Or,

On

f(A)=R{
f(B)=R{

a

} donc f(A)N f(B) = R}.

F(ANB) # f(A) N f(B).

Définition: Soit f: E — F et A € Z(E).

La restriction de f a A est

f‘A:AHF

z— f(z)a

On dit aussi que f est un prolongement de f4.

ReEMARQUE (Notation):
L’ensemble des applications de E dans F est noté F'Z.
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3 Relations binaires

Définition: Soit E un ensemble. Un relation (binaire) sur E est un prédicat définit
sur E2.

Définition: Soit £ un ensemble, ¢ une relation sur £. On dit que ¢ est un relation
d’équivalence si

1. Vx € E,z ¢ z, (réflectivité)
2. Vz,y,e E,x 0oy = y o x, (symétrie)
T oy e
3. Vz,y,z € E, = oz (transitivité)
Yoz
REMARQUE:

Le but d’une relation d’équivalence est d’identifier des objets différents.

Définition: Soit £ un ensemble et ¢ une relation d’équivalence sur E. Soit € E. La
classe de & (modulo ¢) est

o (x) = z)=T={y€E |y}

Proposition: Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ¢. Alors

Ve,ye B,z oy < T=7.

HORS-PROGRAMME
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MP2I

Définition: Soit £ un ensemble et ¢ une relation d’équivalence.

L’ensemble
{Z|z€E}=E/o

est appelé quotient de £ modulo ¢.

Définition: Soit F un ensemble et (A;);cr une famille de parties de E.
On dit que (A;);cr est une partition de E si
E=JA

iel
Vi;ﬁj,AiﬂA]‘ =g

On a donc
Vee E,Ai € I,z € A;.

Proposition: Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence ¢. Les classes

d’équivalences de E modulo ¢ forment une partition de E.

Proposition: Soit F un ensemble et (A;);c; une partition de E telle que

Vicl, A; # .

Alors il existe une relation d’équivalence ¢ telle que pour tout 7 € I, A; est une classe

d’équivalence modulo ©.

Définition: Soit F un ensemble et ¢. On dit que ¢ est une relation d’ordre sur E si

1. © est réfléctive (Vo € E,z ¢ z),

2. ¢ est anti-symétrique :

oy
Vz,yGE’, }:I:yz
youx

3. © est transitive (Vm,y,z EE(zoyetyoz) = zo z>‘

En général, la relation ¢ est notée < ou <. On dit aussi que (F, ¢) est un ensemble

ordonné.

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné. Soient z,y € E. On dit que x et y sont
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8.3 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

comparables si
r<youy<zT.

On dit que < est un ordre total si tous les éléments de E sont comparables 2 & 2.

Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € E. On dit que A est
majorée par M, que M majore A ou que M est un majorant de A si

Va € A,a < M.

Soit m € E. On dit que A est minorée par m, que m minore A ou que m est un minorant
de A si

Va € A,m < a.

Il manque une partie du cours ici

Proposition: Soit (E,<) un ensemble ordonné et A € Z(FE). Si A a une borne
supérieure, alors celle-ci est unique. On la note sup A.
|

Proposition — Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné et A € & (FE) minorée
par m € E. On dit que m est une borne inférieur de A si

Va € A, m < a,

Ve €E, (Va€ A z<a) = xz<m.
Dans ce cas, m est unique et on la note inf(A). O

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné et A € Z(E).

1. Soit M € E. On dit qye M est le plus grand élément de A ou que M est le
maximum de A si

Ya€ A, a< M,
M e A.

Dans ce cas, on le note M = max(A).

2. Soit m € E. On dit que m est le plus petit élément de A ou que m est le minimum
de A si
Va € A, a>mm € A

Dans ce cas, on le note m = min(A).

Proposition: En cas d’éxistence, il y a unicité du minimum et du maximum.
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8.4 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

Proposition: Soit (EF, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € E.

M = Sup(A):

M= A) =
max(A) {MEA;

M = min(A) < {M = inf(A),M € A.

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € A.

On dit que M est un élément maximal de A si aucun élément de A n’est strictement

supérieur a M :
M < b
fac A, ¢
M # a.

On dit que M est un élément minimal de A si aucun élément de A n’est strictement

M> )
ﬂaeA,{ ¢

inférieur & M :

M # a.

Proposition: Avec les notations précédentes, si A a un maximum M alors M est le
seul élément maximal de A.
|

Définition: Soient (F,<) et (F,<) deux ensembles ordonnés et f : £ — F. On dit
que

1. f est croissante si
V(z,y) € B e <y = f(z) < f(v);
2. f est décroissante si

Y(z,y) € B2z <y = f(z) = f(y).

Définition: Soit (F,<) un ensemble ordonné et A € &(E). On dit que A est bornée
si A est a la fois majorée et minorée.

Définition: Avec les notations précédentes, un extremum de A (sous reserve d’éxis-
tence) est un maximum ou un minimum de A.

4 Lois de composition
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8.4 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

Définition: Une loi de composition interne est une application f de E X E dans E.

On la note = * y au lieu de f(z,y) (on est libre de choisir le symbole).

Définition: Soit F un ensemble muni d’une loi de composition interne [X .

On dit que X est associative si
V(z,y,2) €E®, (e Ry) Kz =2 R (y K 2).

Dans ce cas, on écrit plutdt z Xy X z.

Définition: On dit que X est commutative si

V(z,y) € E2 e Ry=y Rz

Définition: Soit e € E. On dit que e est un
— élément neutre a gauche si

Vxe E, eXz=uz;

— élément neutre & droite si

Ve € E, z X e=uz;

— élément neutre si
VeeE,eRz=xNXe=uz.

Proposition: Sous reserve d’existence, il y a unicité de I’élément neutre.

Axiome (axiome du choix): Soit E un ensemble non vide. Il existe f : Z(E)\{@¢} — E

telle que
VA € Z2(E)\ {9}, f(A4) € A.

Définition: Soit f: E — F. Le graphe de f est

{@f@)|zeE} cExF.

Proposition: Soit G C E X F. GG est le graphe d’une application si et seulement si

Ve € E, 3y € F, (z,y) € G.
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8.5 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

Définition: Soit A € &(E). L’indicatrice de A est

ILA:E—>{0,1}

1 sizeA,
T —
0 sizgA.

Définition: Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne X et x € E.

1. On dit que = est simplifiable & gauche si

V(y,2) EE?, G Ry=2Rz) = ==z

et que x est simplifiable a droite si

V(y,2) €E*, (yRz=2Ky) — z =2z

2. On dit que = est symétrisable & gauche s’il exiiste y € E tel que y X = e ol e
est I’élément neutre de X .
De méme, on dit que x est symétrisable & droite s’il existe y € F tel que x K y = e.
On dit que x est symétrisable s’il est symétrisable a gauche et a droite, donc s’il
existey€e Etelque s ly=yXaz =e.

Proposition: Avec les notations précédentes, si X est associative, et x est symétri-
sable, alors z est simplifiable.

|
Proposition — Définition: On suppose X associative. Soit € E symétrisable.
Alors
JdyeFE zXy=yXz=e.
On dit que y est le symétrique de x et on le note y = x*.
|
REMARQUE: 1. Si la loi est notée +, on parle d’opposé plutdt que de symétrique et on le

note —z au lieu de z*. L’élément neutre est noté 0.

2. Si la loi est notée x, on parle d’élément inversible au lieu de symétrisable, d’inverse au
lieu de symétrique et on note z~ ! au lieu de z*. On note le neutre 1.

5 Divers

Définition: Soient E et F deux ensembles. Un couple (z,y) est la donnée d’un élément

61
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x de E et d’un élément y de F' ou

/
@ =a,

VI,I,GE, Vyzy/eF7 (:U,y)z(z/,y') <~ {y_y/

On note E X F' I’ensemble des couples; c’est le produit cartésien de E et F.

Définition: Soient E et F' deux ensembles. On dit que E et F sont équipotents s’il
existe une bijection de E dans F'.

Définition: Soit f: E — F. L’image de f est

Im(f) = f(E) = {f(=) | = € E}.

Proposition: Soit f: E — F.

f est surjective <= f(F)=F.

Définition: Une suite de E est une application de IN dans E.

REMARQUE (Notation):
Soit u € EN. Pour n € IN, on écrit uy, a la place de u(n).

Définition: Soient E et I deux ensembles. Une famille de FE indéxée par I est une
application de I dans F.

A la place de u(i) (avec i € I), on écrit u;.

Définition: Soit E un ensemble et (A;);cr une famille de parties de E. On suppose
I # @. On pose
UAi={zeE|TiclzecA}

i€l
et
(NAi={zcE|Viel, z€c A}
el
On pose aussi U A, =T et ﬂ A; = E.
€D €D
REMARQUE:

De méme que pour les sommes et produits de complexes, on peut intervertir des réunions
doubles.
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Proposition: Soit F un ensemble, (A, B) € Z(E)2.

AC(E\B) <= ANnB=0.

Proposition: Si f: E — F et g: F — G sont bijectives, alors g o f est bijective et

(gof)t=f"tog™t

REMARQUE (/\ Attention):
g o f peut-étre bijective alors que f et g ne le sont pas.
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CHAPITRE

9
INEGALITES DANS R

—kk W N =

Bornes supérieures

Proposition (borne inférieure): Toute partie minorée non vide de R admet une borne

inférieure.

Proposition (caractérisation de la borne supérieure): Soit A C R non vide majorée

et M € R.

Va € A, a < M,

M = A) —
sup(4) {Ve>0,3a0 €A A >M—¢.

Proposition (caractérisation de la borne inférieure): Soit A C R, non vide minorée

et m € R.

Proposition:

VYa € A, m < a;

m = inf(A) <
Ve >0, Jagp € A, ap < m + €.

Soit A C R non vide majorée et M € R.

M > sup(A) <= Va€ A, a< M.
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9.6 Inégalités dans R MP21

|
Proposition: Soit A C R non vide minorée et m € R.
m < inf(A) <= Va € A, m < a.
O
Proposition — Définition: R est archimédien :
VeeRL,Vy €R, In €N, nz > y.
|
Théoréme: Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes :
si f:[a,b] > R (avec a < b € R) est continue, alors
(e, B) € [a,b)?, Va € [a,b], f(@) < f(z) < F(B).
|

Proposition: Soit A C R non vide majorée. Il existe une suite (a,) € AY telle que
lim an, = sup(A).

n——+oo

Proposition: Soit A C R non vide minorée. Il existe une suite (an) € AN telle que
lim a, = inf(A). O

n—-+oo

5 Partie entiére

Proposition — Définition: Soit € R. Il existe un unique entier n € IN tel que
n<r<n+l.

Cet entier n est appelé partie entiére de x et est noté |z].

6 Densité

Définition: Soit A € Z(R). On dit que A est dense dans R si, pour tout intervalle I
ouvert non vide de R, AN # @.

Théoréme: Q@ est dense dans R.
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H Théoréme: R\ Q est dense dans R.

Il manque une partie du cours ici

Il manque une partie du cours ici u

Il manque une partie du cours ici
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CHAPITRE

10

NOMBRES ENTIERS - N

1

Axiomatique de IN

Axiome: (IN, <) est un ensemble non vide totalement ordonné vérifiant
— Toute partie non vide de IN a un plus petit élément ;
— Toute partie non vide majorée de IN a un plus grand élément ;
— IN n’est pas majoré.

Définition: — 0 est le plus petit élément de IN : 0 = min(IN).
— 1 =min(IN*) = min (N \ {0}).
Soit n € IN. On pose n + 1 = min ({k € IN | k > n}). On dit que n + 1 est le

successeur de n.
Soit n € IN*. On pose n — 1 = max ({k € IN | k < n}). On dit que n — 1 est le

prédécesseur de n.

Proposition:
VneN, (n+1)—1=mn;
Vn € N*, (n—1)+1=n.

Proposition: Pour tout n € N, NN |n,n+ 1[ = &.
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10.3 Nombres entiers - IN MP2I

Théoréme (récurrence): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si

P(ng) est vrai
Vn > ng, P(n) = P(n+1),

alors
Vn = ng, P(n) est vrai.
|
2 Reécurrence
Proposition (récurrence double): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si
P(ng) vraie
P(ng + 1) vraie
Vn € N avec n > ng, P(n) et P(n+1) = P(n+2)
Alors
Vn € N avec n > ng, P(n) vraie.
|
Proposition: Soit P un prédicat, p € N* et ng € IN. Si
Vk € [0,p — 1], P(no + k) vraie;
Vn >ng, (P(n) et P(n+1) et --- et P(n+p—1)) = P(n+p).
Alors,
Vn = ng, P(n) vraie.
O
Proposition (récurrence forte): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si P(ng) est
vrai et
Vn = ng, (P(no) et ... et P(n—1) et P(n)) = P(n+1).
Alors,
Vn > ng, P(n) est vraie.
|

3 Divisibilité

Définition: Soient a,b € Z. On dit que a divise b s’il existe k € Z tel que b = k X a.
Dans ce cas, on écrit a | b. On dit aussi que a est un diviseur de b; et que b est un
multiple de a.
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Proposition: “|” est une relation d’ordre sur Z. O

Proposition: Soient (a,b) € Z x Z*.

alb = |a| <b].

O
Proposition: Soient a,b,c € Z.
alb 3
| = (V(k,0) € Z°, a| (kb+ tc)).
alc
|
Définition: Soient a,b € Z. On dit que a et b sont associés si
a=boua=—b.
Proposition: Soient a,b € Z.
alb < —a|b <= al—b.
Proposition (division euclidienne dans IN):  Soient (a,b) € IN x IN*.
_a|b
q
=b
31 (q,7) € N?, a=bqtr,
0<r<agq. T
|
Proposition (division euclidienne dans Z): Soient a € Z et b € Z".
a=bqg+r
3 (q,7) € Z2, ’
(@7) {0 <r <.
|

Définition: Soient a € Z et b € Z*. D’aprés le théoréme précédent, il existe un unique
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couple (g,7) € Z x N tel que
a=bg+r
0<r<|bl.

On dit que r est le quotient, et r le reste dans la division (euclidienne) de a par b.

Proposition: Soient a € Z et b € Z*. On note r le reste de la division euclidienne de
a par b.
r=0 <= alb.

4 Arithmétique modulaire

Définition: Soient a,b € Z et ¢ € IN*. On dit que a est congrus & b modulo ¢ si a et b
ont le méme reste dans la division euclidienne par c¢. Dans ce cas, on écrit a = b [c].

Proposition: La congruence modulo ¢ est une relation d’équivalence. O

REMARQUE (Notation):
On note Z/cz ’ensemble des classes d’équivalences modulo c.

Proposition: Soient a,b € Z et c € IN*.

a=b [c] < c|(b—a).
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CHAPITRE

11
SUITES NUMERIQUES

1 Modes de définition

Définition: Une suite peut étre définie
— Explicitement On dispose pour tout n € IN de I’expression de u, en fonction de

n. In(n)
n(n) _
Vn € Ny,up = —=e "
n
— Par récurrence On connait u,41 en fonction de ug, u1,...,un

ug =1

=]

— Implicitement Vn € IN, u,, est le seul nombre vérifiant une certaine propriété
un est le seul réel vérifiant z° + nz —1 =10

vn € N, up41 = sin(un)

2 Limites

Définition: Soit u une suite réelle et £ € R. On dit que
— u converge vers £
— up, tends vers £ quand n tends vers +oo
— £ est une limite de u
si
Ve > 0,dN € N,Vn > N, |lup — € <€
(L—e<un<Ll+e)
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A
+&’
22
—c
—
| | | | | | | | | |
1 | 1 | | 1 1 | | I
n
Ficure 11.1 — Définition de la limite
Définition: Soit u une suite réelle.
On dit que u tends vers +oco si
VM € R,dN € N,Vn > N,up > M
On dit que u tends vers —oco si
Vm € R,IN € N,Vn > N,u, <m
A . .
| |
| |
’ | |
M + !
| |
M | |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| | >
n
FiGure 11.2 — Limites infinies
Définition: Une suite qui ne converge pas est dite divergente (on dit qu’elle diverge).
C’est le cas si cette suite n’a pas de limite quand elle tends vers £oo.
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Théoréme (Unicité de la limite (réelle)): Soit u € RN, (¢1,6) € R°

Si =) alors ¢1 = {o

REMARQUE:

Si u, tends vers ¢ quand n tends vers +oo, on écrit u, —— £ ou lim wu, = £ ou
n—-+oo n—-+oo

limwu, =¢

H Proposition: Toute suite convergente est bornée

Proposition: Soient u € RN et v € RN. On pose /1 = limuy, et fo = limwv,
1. sif; € Ret lo € R alors un + vy — €1 + £o

si f1 € R et £o = +o0 alors un + v, — +00

sif1 € R et £o = —oc0 alors up + v, — —00

si l1 = lo = +o0, alors up + vy — 400

SN

si l1 =l = —o0, alors up + vy — —00

Proposition: Soient u et v deux suites réelles. On pose 1 = limu, et f2 = lim v,
1. sil; € R et £2 € R, alors upv, — £102
e ]Rj,fg = 400 alors unv, — +00
o {(1 € R, , {2 = 400 alors upvy — —00

. 81

e ]Rj',@z = —oo alors upvy, — —00
{1 € R, ,¢3 = —o0 alors upvp, = +00

{1 = —o0,l2 = +o0 alors upv, — —o0
4. si ¢ V1 = —00,l3 = —oc0 alors upvy — +00

{1 = +o00,la = +00 alors unvy — 400

Proposition: Soit (un)nen une suite de Ry.Donc, Vn € N, u,, # 0
On pose ¢ = limu, (si elle existe).

. 1
1. si £ = +oo alors, — — 0
n

2. si £ =0 alors,

— +o0

Un

1
Si le signe de uy, ne se stabilise pas — n’a pas de limite
g

™ "
un:@

n
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1 1
3. sif e R", alors — -
Uy n—+oo £

3 Limites et inégalités

Proposition: Soient u et v deux suites réelles convergentes de limites respectives £1
et £3. On suppose que
Vn € IN7 Un < Un

Alors, £1 < 42

|
REMARQUE:
unp =01 €R
Sidv, =>4 €R
Vn € N, un < vp
on n’a pas forcément ¢1 < fo
Vn € N, < — mais les deux convergent vers 0
n+1 n
Proposition: Soient u et v deux suites réelles telles que
Vn € N, up < vp
1. si up — +00,vy — +00
2. si vy — —00,Up — —00
|

Théoréme (Théoréme des "gendarmes"): Soient u, v et w trois suites réelles telles
que
Vn € N,up < vn < wn

On suppose que u et w convergent vers la méme limite £ € R. Alors, v converge vers £

Théoréme (Limite monotone): 1. Soit w une suite croissante majorée par M.
Alors, u converge et limu,, < M

2. Soit u une suite croissante non majorée.

Alors, U, —— 400
n—-+oo

3. Soit u une suite décroissante minorée par m.
Alors, u converge et limu, >m

4. Soit uw une suite décroissante non minorée.

Alors, uy, ——— —00
n——+oo
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Définition: Soient u et v deux suites réelles. On dit que u et v sont adjacentes si
— u est croissante
— v est décroissante

— Up —Vy ——— 0
n—-+oo

Théoréme: Soient u et v deux suites adjacentes. Alors, u et v convergent vers la
méme limite.

Théoréme (Théoréme des segments emboités): Soit (I,;) une suite de segments (non
vide) décroissante
Vn € N, Ins1 C In

On note £(I) la longueur d’un intervalle I.
Si (1) m 0 alors D}N I, est un singleton.
n

4 Suites extraites

Définition: Soit u € R et ¢ : IN — IN strictement croissante.
On dit que (u¢<n)) est une suite extraite de u ou une sous suite de u. On dit alors
que @ est une extractrice.

Lemme: Soit ¢ : IN — IN strictement croissante. Alors,
Vn € N, ¢o(n) >n

|
Proposition: Soit u € RN de limite £ € R et ¢ : N — N strictement croissante
alors U¢<n) m} L.

|
Proposition: Si (u2y) et (u2n41) ont la méme limite ¢ alors wu, —+> 14

n—-+0oo
|
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Théoréme (Théoréme de Bolzano-Weierstrass): Soit (un) une suite réelle bornée.
Alors, il existe ¢ : IN — IN strictement croissante telle que (uw(n)) converge.

5 Suites récurrentes

Définition: On dit que u est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants s’il existe (a,b) € C tels que

Vn € N, up+2 = atip4+1 + bun
L’équation caractéristique associée est

(C): 22 =az+bavecze C

Proposition: Avec les notations précédentes,

1. Si (C) a 2 racines simples r1 # ra alors

3(A, B) € C?,Vn € N, up = Ar1™ + Bra"

2. Si (C) a une racine double r € C alors

3(A, B) € €2,¥n € N, upn = (An + B)r™

Proposition: avec les notations précédentes et avec (a,b) € R? et (u,) € RN

1. Si (C) a deux racines simples 71 # ro alors

3(A,B) € R?,Vn € N,u, = Ar1™ + Bra"

2. Si (C) a une racine simple r € R alors

3(A, B) € R2,V¥n € N,u, = (An + B)r™
3. Si (C) a deux racines complexes conjuguées re'? avecr € Rf et 6 e [0, g [ alors

3(A, B) € R%,¥n € N, u,, = r™(A cos(nb) + Bsin(nb))

REMARQUE:
Etude de un+1 = f(un)
1. On choisit rapidement la fonction f (au moins le tableau de variation)
1’. (OPTIONNEL) on représente graphiquement la fonction f et la droite d’équation y = x
pour conjecturer sa limite
2. On utilise le tableau de variation pour vérifier que (un) est bien définie par récurrence

P(n) : "up existe et up € Z;"

3. On étudie le signe de f(z) — =z
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4. On cherche les intervalles stables par f :
f)ycir

les plus petits possible ( ¢ a permet de montrer que la suite est majorée (minorée) en
particulier ceux sur lesquels f(x) — = ne change pas de signe

4’. Donc on utilise le théoréme de la limite monotone
4. Sinon, on essaie I'inégalité (voir théoréme) des accroissements finis :
Soit ¢ un point fixe de f : f(£) =¢
Vn € N, [unt1 — €] = |f(un) — f(O)] = M |un — /|

ou M est un majorant de |f|
Si0< M <1 alors

vn € N, |up — € < M" |up — €] —— 0
n—-+oo

donc uyy, ——— ¢
n——+oo

5. si (un) a une limite et si f continue alors lim(uy) est une point fixe de f

6 Comparaison de suites

Définition: Soient u et v deux suites réelles. On dit que u est dominée par v si
M € R,3IN € N,Vn > N, |un| < M |vy|

Dans ce cas, on note u = O(v) ou u, = O(vy,) et on dit que "u est un grand o de v"

H Proposition: O est une relation réfléctive et transitive.

|
Définition: Soient u et v deux suites. On dit que u est négligeable devant v si
Ve > 0,3N € N,Vn > N, |un| < €|vn|
Dans ce cas, on note u = o(v) ou uy = o(vy) ou on le lit "u est un petit o de v"
Proposition: o est une relation transitive, non-réfléctive
|

Proposition: Soient u et v deux suites.
— o(u) + o(u) = o(u)
— v X o(u) = o(uv)
— o(u) X o(v) = o(uv)

— o(o(u)) = o(u)
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Définition: Soient u et v deux suites. On dit que u et v sont équivalentes si

u = v+ o(v)

Ve > 0,3IN € N,Vn > N, |up — vn| < €|vn|

Dans ce cas, on le note u ~ v

Proposition: ~ est une relation d’équivalence O

Proposition: Soient (u,v) € R™. On suppose que v ne s’annule pas & partir d’un
certain rang

1. u=o0(v) <= (u—n> bornée
Un,

u
2. u=o(v) — —
Un, n—-+oo
Un

3o u~vy <~ — ———1
Un, n——+oo
O
Proposition (Suites de références): 1. In%(n) = o(n?) avec (o, B) € (Rj‘)2
2. nf =o(a™) avec B> 0et a > 1
3. a" =o(n!) avec a > 1
4. nl =o(n™)
Lemme (Exercice 10 du TD): Soit u € (]Rir)]N
Si M—)Z<lavecf€]&
U n—+oo
alors u, —— 0
n——+oo
|

7 Suites complexes

Définition: Soit (un) € CN et £ € €. On dit que (uy,) converge vers £ si

Ve >0,3N € N,¥n > N, |u, — £ < &
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JmA ¢
[ ]
//—\\
s \\
/ ° ° \
!
| ¢ O
® =
\ .,
e\
N //
\\___/
[ ]
b

Ficure 11.3 — Suite complexe convergente

Proposition: Si /) et ¢2 sont deux limites de u alors £1 = {3

JmA

-
Re

Ficure 11.4 — Unicité de la limite de suites complexes

Proposition: Les limites de somme, produit, quotient de suites complexes respectent
les mémes lois que pour les suites réelles. O

Théoréme: Soit ue CN et £ € C.

%e(un) m %e(f)

Uy —— <=
n— oo Im(up) —— Jm(¥)
n—-+oo

Proposition: Soit u € CN et £ € C.
Si uy, — £ alors |un| — |¢
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Suites numériques

MP2I

11.8

Weierstrass (mais avec une autre preuve).

Proposition: Tous les résultats (sauf ceux avec des limites infinies!) concernant
les suites extraites sont encore valables dans C y compris le théoréme de Bolzano-

Définition:

Vn € N, |un| < M

Soit u € CN. On dit que u est bornée s’il existe M € R tel que

FiGgure 11.5 — Suite complexe bornée

-~ Jmk =<
2 N
- ~
e ~N
e N
7 N
s P N
AN
/
/
/
/ \
/
/
] +
| ++
L
' +
| +
0 +
\
\ +
\
\ +
AN
AN /
AN Ve
N 7
N 7
~ -
~_ -

8 Annexe

Proposition:

Théoréme (Bolzano Weierstrass):
ment croissante telle que (u(p(n)) converge.

Soit f : I — I continue et (up)pen définie par

ug € I
vn € N,upt1 = f(“n)

Si (un) converge vers £ € R

alors f(¢) = £ i.e. (£ est un point fixe de f)
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11.8 MP2I

REMARQUE:
Soit u € RN et f: R — R dérivable telle que upt1 = f(un).
Soit £ € R un point fixe de f. Donc, f(¢) = £.

[f/(©>1:
L
1 ¢ s [ —~
i I & >~
-
répulsion
[f/@) <1:
14
1 s ¢« [ —~
J 7 ~ L o
-
bassin d’attraction
Par contre, si |f’(€)} = 1, on ne sait pas.

REMARQUE (Suite arithético-géométrique):

(%) : Vn € N,upt1 = aun + b= f(un)
METHODE 1

— On cherche v une suite constante solution de (x) :
3C € R,Vn € N,v, =C

donc
Vn e N,C=aC+b= f(C)

Sia#1:C=

1—a
— Soit u qui vérifie (*). On pose w = u — v.
Vn € N, Wn41 = Un+t1 — Unt1
=aunp +b—avy, — b
= a(un — vn)

= awn,

Donc Vn € N, wp41 = awyn + 0 : équation homogéne associée a ()
(wp) est géométrique donc
Vn € N, w, = woa™

et donc

vn € N, un = woa™ +
1—a

METHODE 2

©: RN — RN
(un) — (Un4+1 — aun)
© morphisme de groupes additifs
p(u) = (b) <= u=v+w avec w € Ker(p)

w € Ker(p) <= ¢(w) =0
<= Vn e N,wpr1 —awn =0
<= Vn € N,wn41 = awn,
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CHAPITRE

12

STRUCTURES ALGEBRIQUES
USUELLES

1 Groupes

Principe de symétrie (Pierre Curie)
La symétrie des causes se retrouvent dans les effets.

On fait tomber un caillou dans un plan d’eau ce qui crée une onde qui se propage.

— Symétries des "causes"
(conserver O en place)

— translation de vecteur 0
— rotations de centre O d’angle quelconque
— symétries d’axe passant par O
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O

— Symétries des "effets"
(conserver les ondes en place)

— translation de vecteur 0
— rotations de centre O d’angle quelconque
— symétries d’axe passant par O

— translation de vecteur 0
3
s Ty =

— 4 rotations de centre O d’angle 0, g 3

— 4 symétries axiales
— Causes

q — =1
— translations de vecteur u € D
— rotations d’axe D
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!

— Effet

Définition: Soit G un ensemble, muni d’une loi de composition interne .
On dit que (G, ¢) est un groupe si :

— ¢ est associative

— © aun neutree € G

— Ve eG,yeGzoy=yox=e

Définition: On dit que (G, ¢) est un groupe commutatif ou abélien si c’est un groupe
et ¢ est une loi commutative.

Définition: Soit (G,-) un groupe (d’élément neutre e¢) et H C G. On dit que H est
un sous groupe de G si

1. Y(z,y) € H>,z -y € H

2. eec H

3. VeeHa ' €H

Proposition: Soit H un sous groupe de (G, -). Alors, (H, ) est un groupe. O

Proposition: Soit (G, ) un groupe et H C G.

V(z,y) e Hyx-y € H

H est un sous groupe de G <—-
I
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Proposition: Soit (G,-) un groupe et (H;);cs une famille non vide de sous groupes

de G. Alors, ﬂ H; est un sous groupe de G.
iel

Proposition: Soit (G, ) un groupe.
{e} et G sont des sous groupes de G

REMARQUE:
Une réunion de sous groupes n’est pas nécessairement un sous groupe.

(G7 ) = (Zv +)

2ZU37Z = A
2€cAet3€ Amais2+3=5¢ A.
Donc, A n’est pas un sous groupe de Z

Proposition — Définition: Soit (G, ) un groupe et A C G. Alors,

N H
H sous groupe de G
ACH

est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous groupe de G qui contient A. On dit que
c’est le sous groupe engendré par A et on le note (A)

Définition: Soit (G, ) un groupe et A C G.
On dit que A est une partie génératrice de G ou que A engendre G si G = (A)

REMARQUE (Notation):
Soit (G, -) un groupe et a € G.

Pour n € Ny, on pose a” =a-a-...-a.
N——_——
n fois

On pose a® = e et pour n € zZ,,

a = (a_l)in

REMARQUE:
Si le groupe est noté additivement. On note na (n € Z,a € G) a la place de a”

Définition: On dit qu’un groupe (G, ) est monogene s’il existe a € G tel que

G = (a)
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On dit alors que a est un générateur de G

Définition: Un groupe monogéne fini est cyclique.

Proposition: Soit (G, -) un groupe monogeéne fini. Soit a un générateur de G. Il existe
k € IN tel que

G = {e,aq, a2,...ak71}

Définition: Soit (G, -) un groupe et a € G.
Si (a) est fini, le cardinal de (a) est appelé ordre de a : c’est le plus petit entier strictement
positif n tel que a™ = e

Définition: Soient (G1,-) et (G2, *) deux groupes et f : G1 — G2. On dit que f est
un (homo)morphisme de groupes si

V(z,y) € G1, f(z-y) = f(z) * f(y)

Proposition: Avec les notations précédentes,
— l’image directe d’un sous groupe de G est un sous groupe de Ga
— l’image réciproque d’un sous groupe de G2 est un sous groupe de G

Lemme:

{f(81) =es
Vue Gy, f(u) = (f(u)

Corollaire: Soit f: (G1,:) — (G2, *) un morphisme de groupes. Alors, Im(f) est un
sous groupe de Ga.

Ker(f) = {z € G1| f(z) = e2} = /' ({e2})

est un sous groupe de G;. O
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Théoréme: Avec les notations précédentes,

f injective <= Ker(f) = {e1}

Théoréme: Soit f : (G1,:) — (G2,*) un morphisme de groupes, y € G2 et (&)
I’équation
flx) =y
d’inconnue = € G .
Siy & Im(f), alors (&) n’a pas de solution.
Sinon, soit zg € G1 tel que f(zg) =y (xo est une solution particuliére de (&))

f(z) =y <= 3h € Ker(f),z =0 h

|
Proposition: Soient f: G; — G2 et g : G2 — G3 deux morphisme de groupes. Alors,
go f est un morphisme de groupes.
|
Définition: Soit G un groupe.
— Un endomorphisme de G est un morphisme de groupes de G dans G.
— Un isomorphisme de G dans H un morphisme de groupes f : G — H bijectif.
— Un automorphisme de G est un endomorphisme de G bijectif.
Proposition: Soit f: G — H un isomorphisme de groupes.
Alors, f~1: H — G est aussi un isomorphisme.
|

Corollaire: On note Aut(G) I'ensemble des automorphismes de G.
Aut(G) est un sous groupe de (S(G), o).

Définition: Soit (G, ) un groupe et g € G. L’application
cg:G— G
Tl—> g:13g71

est appelée conjugaison par g. On dit aussi que c’est un automorphisme intérieur.
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Proposition: Avec les notations précédentes,
cg € Aut(G)
|
Corollaire:
Vz € G,Vn € Z,cq(z™) = (cg(x))"
O
Proposition: L’application
G — Aut(G)
g—rcg
est un morphisme de groupes.
|
Proposition (Rappel):
Vg,h € G,(gh)~' =h~'g™"
|

Proposition — Définition: Soient (G1, *) et (G2, *) deux groupes. On définit une loi
sur G1 X G en posant
(z1,22) - (y1,92) = (T1Y1, T2Y2)

Alors, G x Gg est un groupe pour cette loi appelée groupe produit.

2 Anneaux

Définition: Un anneau (A, +, X) est un ensemble A muni de deux lois de compositions
internes notées + et x vérifiant

1. (A, +) est un groupe commutatif (son neutre est noté 04)
2. (A, X) est un monoide

(a) X est associative

(b) X a un neutre 14 € A

3. distributivité a gauche et a droite :

ax(b+c)=(axb)+ (axc)

3
V(a,b,c) € A ’{(b+c)><a=(b><a)+(c><a)

REMARQUE (Convention):
Soit (A, +, X) un anneau.
On convient que la multiplication est prioritaire sur I’addition.

(axb)+(axc)=axbt+axc
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et 'exponentiation est prioritaire sur la multiplication (n € IN)

axb"=ax(bxbx---Xxb)
—————
n fois

# (a xb)"

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau. Alors, 04 est absorbant

Va € A,ax 04 =04 Xxa=04y

|
REMARQUE:
axb= 04
On peut imaginer § a # 04
b#0,x
Définition: On dit qu’un anneau (A, +, X) est intégre si
V(a,b) € A2 (axb=04 = a=04 oub=04)
Proposition: Soient (A, +, X) un anneau, (a,b) € A%, n € Z. Alors,
n(a x b) = (na) X b =a x (nb)
|
Théoréme (Formule du binome de Newton): Soient (A, 4, x) un anneau, (a,b) € A2,
n € IN.
Si a et b commutent alors
" m
b)Y = < ) kbnfk
(a+b) Z )
k=0
|

Proposition: Soient (A, -+, X) un anneau, (a,b) € A% et n € N,.
Si a et b commutent, alors

n—1
a” —b" =(a—0b) Z A==t
k=0
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Proposition: On note A* I’ensemble des éléments inversibles d’un anneau (4, +, X).
(A, x) est un groupe.

Définition: Soit (A, +, X) un anneau commutatif.

1. Soient (a,b) € A2, On dit que a divise b s’il existe k € A tel que b = a X k. On
dit aussi que a est un diviseur de b et que b est un multiple de a.

2. On dit que a et b sont associés s’il existe k € A* tel que ak = b (dans ce cas,
albetb]|a)

REMARQUE:

Le théoréeme des deux carrés peut se démontrer en exploitant les propriétés arithmétiques de
Panneau (Z[i], +, x) ot Z[i] = {a+ib | a € Z,b € Z}.

Z[i]* ={1,-1,4, —i}

Théoréme des deux carrés :

1. Soit p un nombre premier.

J(a,b) eWN2p=a?+b2 < p=1[4]

2. Soit n € Ny, n = H p”‘(p)
peEP

J(a,b) € N2, n=a? +b? <= Vp € P tel que ap) # 0,p=1 [4]

Définition: Soit (A, +, X) un anneau et B C A. On dit que B est un sous anneau de
A si

1. B est un sous groupe de (A4, +)
2. VY(a,b) € B2, axbe B
3. 14, €B

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau et B un sous anneau de A. Alors, (B, +, X)
est un anneau. O

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau.
Si04 =14 alors A= {04}. On dit alors que A est ’anneau nul.

Définition: Soient (A, 4+, x) et (B, +, x) deux anneaux (les lois notés de la méme
fa ¢ on mais ne sont pas forcément les mémes!).
Soit f: A — B. On dit que f est un (homo)morphisme d’anneaux si

1. Y(a,b) € A2 f(a+b) = fla) + f(b)
2. Y(a,b) € A%, f(a x b) = f(a) x f(b)
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3. f(la) =18

Proposition: Avec les notations précédentes, si a € A* alors f(a) € B* et dans ce
cas,

fl@ ™t =f(a)

Définition: Soient (A, +, X) et (B, +, x) deux anneaux et f : A — B un morphisme
d’anneaux.
On dit que f est un
— isomorphisme d’anneaux si f est bijective
A=B
— endomorphisme d’anneaux si ¢ + = +

X =%
— automorphisme d’anneaux si f est a la fois un isomorphisme et un endomorphisme
d’anneaux

Proposition: La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’an-
neaux. O

Proposition: La réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme d’an-
neaux. O

Proposition: L’ensemble des automorphismes d’anneaux de A est un sous groupe de
(S(A),0). O

Proposition: L’image directe ou réciproque d’un sous anneau par un morphisme
d’anneaux est un sous anneaux.

Définition: Soi f: A — B un morphisme d’anneaux. Le noyau de f est

Ker(f) ={a€ Al f(a) = 0B}

Proposition: Avec les notations précédents,

f injective <= Ker(f) ={04}

REMARQUE:
Ker(f) n’est pas un sous anneau en général (car 14 ¢ Ker(f) saufsi A ={04})
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Définition: Soit (A, +, X) un anneau et a € A\ {04}.
On dit que a est un diviseur de zéro s’il existe b€ A\ {04} tel que a xb=bxa =04

Proposition: Les diviseurs de zéro ne sont pas inversibles. O

3 Corps

Définition: Soit (K, +, X) un ensemble muni de deux lois de composition internes. On
dit que c’est un corps si

1. (K, x) est un groupe abélien

2. (K, x) est un monoide commutatif

3. Ve e K\ {0k}, Ty € K,zy = 1k

4. Ok # 1k

‘ Proposition: (Z/nZ,+, x) est un corps si et seulement si n est premier.

Proposition: Tout corps est un anneau intégre.

Proposition: Soit (K, +, X) un corps et P un polynome a coefficients dans K de degré
n. Alors, ’équation P(x) = Ok a au plus n solutions dans K O

Corollaire ((Théoréme de Wilson)): voir exercice 16 du TD 12

Définition: Soit (K, +, X) un corps et L C K.
On dit que L est un sous corps de K si

1. L est un anneau de (K, +, X) non nul
2. Ve e L\ {0k}, 271 €L

en d’autres termes si
2. Y(z,y) € L%,z xy~tel

On dit aussi que K est une extension de L.
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Proposition: Tout sous corps est un corps. O
Définition: Soient (K1, +, X) et (Kg,+, X) deux corps et f: K; — Ka.
On dit que f est un morphisme de corps si f est un morphisme d’anneaux.
i.e. si

V(z,y) € Ki?, flz+y) = f(z)+ f(y)

V(z,y) € Ki?, flzxy) = f(z)x f(y)
Proposition: Tout morphisme de corps est injectif.

|

4 Actions de groupes

est une application

p:GxX —X
(9,2) — gz
ce n'est pas la loi de G
qui vérifie
1. Ve e X,p(e,z) =e-x ==z
2. Vee X,Vg,heG,g-(h-z)=(g-h) =z
G — S(X)

Définition: Soit (G, -) un groupe et X un ensemble non vide. Une action de G sur X

Dans ce cas, X — X est un morphisme de groupes.
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13

SYSTEMES LINEAIRES ET
CALCULS MATRICIELS

REMARQUE (Résumé): — Méthode du pivot : opérations sur les lignes :
1. Li < Li+ AL; (A€ K)
2. Li « pLs (u € K\ {0} )
3. L; < Lj
En appliquant la méthode du pivot on obtient

@i, =0(z5,. . T5,—r)
Tiy = La(T5y,. . T5—r)
(S) <=
@i, =Lr(T5p,. - Tj—r)
0 = %
Les inconnues ;,,...,x;, sont les inconnues principales, les autres sont appelées pa-

rameétre.
On peut supprimer les équations 0 = 0. S’il y a une équation 0 = X\ avec A\ # 0, il n’y
a pas de solution : le systéme est incompatible.
Les inconnues principales dépendent des choix de pivots!
— Représentation matricielle
(S) <= AX =B

1

ol A est la matrice du systéme, X = . et B est le second membre

Tp
(S) a n équations et p inconnues donc A a n lignes et p colonnes.
La matrice (A | B) est la matrice augmentée du systéme.
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— Faire un opération L sur les lignes d’une matrice M revient & multiplier M & gauche
par une matrice R ou R est obtenue en appliquant L sur I,,.
— La méthode du pivot matriciel par lignes :

Définition (Rang d’une matrice): Soit M une matrice et R la matrice échelonnée
réduite par lignes associée & M. Le nombre de lignes non nulles de R (le nombre de
pivots) est appelée rang de M.

Soit S un systéme de matrice augmentée (A | B). Le rang de S est le rang de la matrice
A.

Le rang est noté rg.

Proposition (Interprétation): — Soit S un systéme de n équations, p inconnues
de rang 7.
r est le nombre d’inconnues principales, il y a p — r paramétres.
— Soit M € Mp,p(K) de rang 7.
r est le nombre de lignes indépendantes : il y a n —r lignes combinaisons linéaires
des r lignes indépendantes.

Corollaire: Soit S un systéme de n équations, p inconnues de rang n. Alors S a au
moins une solution.

Sin = p alors S a exactement une solution.

Sip > n, il y a une infinité de solutions.

Définition: Soit S un systéme a n équations, n inconnues et de rang n. On dit que S
est un systéme de Cramer (il a une unique solution)

Proposition: Soit S un systéme de n équations, p inconnues de rang r.
— Si r < n alors le systéme peut-étre incompatible : il y a n — r équations de la
forme 0 = * apres la méthode du pivot.
— Sir < palorsilyap—r paramétres : si le systéme n’est pas incompatible, il y
aura une infinité de solutions.

O

Proposition: Soit A € .#,,,(K) et C une opération élémentaire sur les colonnes de
A. On pose A’ la matrice obtenue en appliquant C' sur les colonnes de A.

rg(A) = rg(A")
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Proposition: Le rang d’une matrice est aussi le nombre de colonnes indépendantes.

O

Définition: Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée avec des coef-
ficients nuls sous sa diagonale :

diagonale

* O.._ ....... 0

T =
.0

P

Un systéme triangulaire est de la forme

aj1xry  +aizxz +... Haprp = by +...
+a22x2 +... Hagzprp = ba 4=
apptp = by +...

0 = qo0

REMARQUE:

AX =B

CR {X € My 1(K), B € Mn1(K), A € M p(K)

On pose
@ %p,l(]K) — /ﬂnyl(]K)
X r— AX

On cherche ¢! ({B})

On sait que
— (Mp,1(K), +) est un groupe
— (Mn,1(K),+) aussi
Soient X,Y € 4 1(K)
P(X+Y) = AX +Y) = AX + AY = o(X) + ¢(Y)

Donc ¢ est un morphisme de groupes.

On peut résoudre (S) de la fa ¢ on suivante :
— On cherche X € )1 (K) tel que p(Xo) = B
— On résout o(X) =0 (X € Ker(p))

C’est le systéme homogeéne associé :

¢(X)=B <= 3H € Ker(p),X =Xo+ H
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Proposition:

A = (aij)1gj<n € Mn,p(K)
1<j<p

B = (bk,e)1<k<p € Hp,q(K)
126<q

AB = (cie)1<i<n € Mn,q(K)

1<0<q
n
cie =y = aijbj
j=1
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14
CONTINUITE

1 Définition d’une limite de fonctions

Définition: Soit a € R = RU {+00, —c0} et V € Z(R).
1. Sia € R, on dit que V est un voisinage si
In>0,]Ja—n,a+n[CV.

! 7
T =

v R

Ul
>
-~
=
a

2. Sia = 400, on dit que V est un voisinage de a si
IM € R, |M,+oo[ C V.

3. Sia= —o0, on dit que V est un voisinage de a si
dm e R, ]—oco,m[C V.

On note 7, ’ensemble des voisinages de a.

L’utilisation des voisinages permet d’exprimer une limite finie ou infinie plus simplement, sans
disjonction de cas.

En utilisant cette nouvelle notation, on peut redéfinir la limite plus simplement.

Définition: Soit f une fonction définie sur D C R a valeurs réelles. Soit a € D =
{x e R|VV € ¥, VN D # &} (on “rajoute” chacune des bornes exclues des intervalles
composant D) :

|

D 'R

rh
m
8 §)
Y

-
—
D
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On dit que f(z) tends vers ¢ si

YV € ¥, IW € ¥, Vz e WN D, f(z) € V.

Définition: Soit a € R.

Un voisinage & gauche de a est une partie de R qui contient un inveralle Ja — 7, a] avec
n > 0.

Un voisinage & droite de a est une partie de R qui contient un inveralle [a,a + 7| avec
n > 0.

‘ Proposition: Si f admet une limite finie en a € I, alors cette limite vaut f(a).

|
REMARQUE:
De méme si a € Z et si 31%1}1 f(z) existe (resp. }%naf(x)) alors f(a) = 3}15}1 f(x) (resp f(a) =

lim f(z) )
>

=z

Définition: Soit f définie sur D et a € D. On dit que f est continue en a si lim f(x)
r—ra

existe ou si }15%1 f(z) = f(a).

Proposition: f est continue en a si et seulement si

lim f() = lim = f(a)

< >

|

Lemme: Soient a # b deux éléments de R

Alors AV € ¥4, 3W € ¥, VN W =2
|

Théoréme: Soit f définie sur Z et a € 2, £ € R

f(@) —— £ <= Y(z,) € IV (a:n — a4 = f(xy,) —— Z)
rz—a n—-+oo n— 400

|
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Proposition: Si f(z) —— L et g(x) —— 42
r—ra Tr—a
alors

1. f(z) +g(x) o htl

2. f(z) x g(x) Do £y X Lo

3. Sily #0, M—)é—l
g(x) z—a fo
| |
Proposition: Si f(z) —— {1 et g(z) ——— €2 alors g(f(z)) —— £2
A=) x—01 T—a
| |

Corollaire: Une somme, un produit, une composée de fonctions continues sont conti-
nues. O

REMARQUE:
Pour démontrer que f(z) n’a pas de limite quands x tend vers a. On cherche deux suites (z,)
t (yn) de limite a avec
f(:tn) — 41
fyn) — L2
L1 # Lo

Théoréme (Limite monotone): Soit f une fonction croissante sur Ja,b[ avec a # b €
R.
1. Si f est majorée,
IM € R,Vz €la,b|, f(z) < M
alors lim f(z) = sup f(z) €R
z—b z€la,b|
<
2. Si f n’est pas majorée,
lim f(z) = +o0
z—b
<

3. Si f est minorée,
Im € R,Vz €la, b, f(z) <m
alors Q!iénaf(:v) = ]iaI’lg[f eR
4. Si f n’est pas minorée, lim f(z) = —oc0
>

REMARQUE:

Avec les hypotheéses ci-dessus, pour tout = €|a, b],

f est croissante sur |a, z[, et majorée par f(z) donc tlim ) eR
—x

<
f est croissante sur |z, b et minorée par f(z) donc tlim f) eRr
—xT
>
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lim f(t) < f(z) < lim f(t)

t—x t—x

\J

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires): Soit f une fonction continue sur
un intervalle I, a < b deux éléments de I.

vy € [f(a), FBO] U [(b), f(a)], 3z € [a,b], y = f(=)

Lemme: Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a < b deux éléments de I
tels que f(a) < 0 < f(b). Alors,

3z € [a,b], f(x) =0

Corollaire: Soit f continue sur un intervalle I. Alors, f(I) est un intervalle.
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I
|
Corollaire: On peut généraliser le théoréme des valeurs intermédiaires au cas ou
R
ZGEE en rempla ¢ ant f(a) par }1;% f(x) et f(b) par il;nb f(x)
<
O
Théoréme (Théoréme de la bijection): Soit f continue, strictement monotone sur un
intervalle I. Alors, J = f(I) est un intervalle de méme nature (ouvert, semi-ouvert ou
fermé) et f établit une bijection de I sur J.
|
Théoréme: Soit f continue sur un segment [a,b]. Alors, f est bornée et atteint ses
bornes, i.e.
3(m, M) € R?, f([a,b]) = [m, M]
/\ On peut avoir m # f(a) et M # f(b)
A
M
f(®)
f(a)
m
|
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2 Continuité uniforme

REMARQUE:
f:R — R continue,

Vo € R,Ve > 0,30 > 0,Vy €]z —n,z + [, |f(z) — fy)| <e
Ici, n dépend de € et de x

|

|

|

s s >
‘ (el T b T

Dans certaines situations, il serait préférable d’avoir

V6>03n>0sz)€1R le—yl<n = [f(z) - fy)|<e

\J

T

Lemme: Soit f uniformément continue sur un intervalle I. Soient (Zn)nen, (Yn)neN

deux suites d’éléments dans [ telles que z,, — yp, —— 0.
n——+oo

Alors, Bril (f(zn) — f(yn)) =0 =

Théoréme (Théoréme de Heine): Soit f une function continue sur [a,b]. Alors, f est
uniformément continue sur [a, b].

5 [~

)

|
|
|
|
|
°
x

n>0
e>0

|z — y
If(z) = fy)l <e

REMARQUE:

Définition: Soit f : I — R ou [ est un intervalle et £k € R. On dit que f est k-lip-
schitzienne si

V(z,y) € I?,|f(2) — F)| < ke —y|
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On dit que f est lipschitzienne s’il existe k € R tel que f soit k-lipschitzienne.

Proposition: Soit f une fonction lipschitzienne sur I. Alors, f est uniformément
continue sur I donc continue sur I.

Théoréme: Soit f: I — R dérivable sur I telle qu’il existe M € R vérifiant
Ve €L, |f' (z)| < M

Alors
V(a,b) € I?,|f(a) — f(b)] < M |a — b|

donc f est M-lipschitzienne.

Corollaire: Soit f de classe €' sur [a,b]. Alors f est lipschitzienne.

3 Fonctions a valeurs dans C

JmA

2y

Définition:

V est un voisinage de ¢ s’il existe r > 0 tel que V' D D(¢,r)
oun D(l,r)={2z€C||z—4 <r}

Proposition: Soit f: I - Cetacl, € C.

Re(f(2)) — Re(0)

TO 2207 \amr@) o 3m(0)

REMARQUE (Rappel):
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On dit que : I — C est bornée s’il existe M € R tel que

Ve €I, |f(z)| < M

4 Annexe

Théoréme: Théoréeme 2.11
f I — J bijective monotone avec I et J deux intervalles.
Alors, f~! est continue (et f aussi)

|
Définition: Un homéomorphisme est une application bijective, continue dont la réci-
proque est continue.
REMARQUE:
Preuve du programme de colle [

105



CHAPITRE

15
ESPACES VECTORIELS

1 Définition et premiéres propriétés

Définition: Soit E un ensemble muni d’une loi interne + et d’une loi - définie sur
K x E a valeurs dans E ou IK est un corps.
On dit que (F,+, -) est un K-espace vectoriel (ou un espace vectoriel sur IK) si

1. (E,+) est un groupe abélien
2. (a)

Yu € E,V(\, p) € K2,

() -w) = .

pew) = (u_x N -u
X de K
(b) Vu €e E\1g -u=1u
3. (a)
Vu € E,V(\, ) € K2

- o) = .
(AW (e w) = A+ ) u
+ de E + de K

VA € K,V(u,v) € E2,
Ac(utv)=A-u)+ (M)

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs et les éléments de K sont dits scalaires.
Par convention, - est prioritaire sur +.
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Proposition: Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel.

1. Vu € E,0g -u=0g
2. VAEK,\-0g =0g
3. VAeKVue EEd-u=0g = A=0gouu=0g

|
‘ Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et u € E. Alors, —u = (—1g) - u
|
2 Sous-espaces vectoriels
Définition: Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel. Soit F' C E.
On dit que F' est un sous-IK-espace vectoriel de E si
1. F#£o
2. Y(u,v) € F2u+veEF
3. VeK,YVu e F, u e F
Proposition: Avec les notations précédentes, (F,+,-) est un K-espace vectoriel
|
Proposition: Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel et F C E.
F est un sous-espace vectoriel de (E, +, -) si et seulement si
1. F#o2
2. V(A p) € K2 V(u,v) € F2N-u+p-veEF
|
Définition: Soient (E, +, ) un KK-espace vectoriel et (u1,...,un) € E™. Une combinai-
n
son linéaire de (uy, ..., uy) est un vecteur de E de la forme Z Aitg ot (A1, ..., Ap) € K"
i=1
REMARQUE:

On peut aussi démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

F#JetVu,ve FYNEK Au+v€EF

Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et .# une famille non vide de sous-
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espaces vectoriels de E. Alors m F' est un sous-espace vectoriel de E.
Fe#

REMARQUE (Attention A\ ):
Une réunion de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel en général.

Définition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On définit leur somme
F + G par
F+G={z+yl|lzecFyecG}
Proposition: Avec les notations précédentes, F' + G est le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant F'U G.
|

Définition: Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et (F;);c; une famille quelconque non

vide de sous-espaces vectoriels de E. On définit Z F; par
i€l

ZFi = le | (®i);er € H F;; (z;) presque nulle

el el i€l

= Zx1|(xl)€HFl,{zEI\x17é0E} est fini

iel i€l

Z F; est ’ensemble de sommes finies obtenues & partir d’éléments de H F;
i€l i€l

Une somme quelconque de sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-

O

Proposition:
espace vectoriel contenant leur réunion.

Définition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont en

somme directe si
Vue F+G,3(z,y) e FxGu=x+y

Dans ce cas, ’espace F' 4 G est noté F & G

Proposition: Soient (E, +, ) un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vecto-

riels de F
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H F et G sont en somme directe si et seuelement si FNG = {0g}

REMARQUE:

Ce résultat est inutile pour I'instant (en I’absence d’arguments dimensionnels) pour prouver

un resultat de la forme £ = F & G

Définition: Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On dit que F et G sont supplémen-
taires dans E si
E=F&®G

en d’autres termes,
Ve e E,A(y,z) e FXGze=y+=z

Définition: Soit (Fj;);ec; une famille non vide de sous-espaces vectoriels de (E,+, ).
On dit qu’ils sont en somme directe si

Vz € Z F;,3(z;)ier € H F; presque nulle telle que z = Zacl
iel iel iel

Dans ce cas, on écrit @ F; ala place de Z F;
i€l i€l

3 Familles de vecteurs

Définition: Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et A € Z(FE). Le sous-espace vectoriel
engendré par A est le plus petit sous espace vectoriel V de F tel que A C V.
On le note Vect(A)

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et uw € E\{Og}. La droite (vectorielle)
engendrée par u est Ku = Vect(u) = Vect ({u}). Soit v € E. On dit que u et v sont
colinéaires si v € IKu. Si v n’est pas colinéaire a u alors, Vect(u,v) = Ku+ Kv est appelé
plan (vectoriel) engendré par u et v.

Proposition: Soit (e;);c; un famille non vide de vecteurs d’un K-espace vectoriel
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(B, +, ). Alors,

Vect ((ei)ier) Z Xiei | (M)ier € KT et ()\;) presque nulle

el

= Z]Kei

iel

Définition: On dit que (e;);es est une famille génératrice de E si

E = Vect ((e:)icr)

Proposition: Soit (e;);e; une famille génératrice de E et (uj);es une surfamille de
(ei)ier constituée de vecteurs de E :

Vie[,ajEJ,eiqu‘

Alors, (uj);cs engendre E. O

Proposition: Soit (e;);cr une famille génératrice de E et ig € I

(ei)ier\{io} engendre B <= e;, € Vect ((ei)iel\{io})

<= e;, est une combinaison linéaire des e; (i € I,i # i)

Proposition: Soit (e;);c; une famille génératrice de E, ig € I.
€; si ¢ # ig
Aej,  sinon

1. Onposeui{ ou A € K\ {0k}

Alors, (u;);es engendre E
2. Soit v € Vect ((ei)iel\ {10})
€5 sig 75 io

. oit A € K\ {0k}
€io +v  sinon

On pose u; =

Alors, (u;);er engendre E

Définition: Soit (e;);cs une famille de vecteurs. On dit que (e;);es est libre si au-
cun vecteur de cette famille n’est une combinaison linéaire des autres vecteurs de cette
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famille :
Vi € I,e; & Vect ((e5)jer\{i})

On dit aussi que les e; sont linéairement indépendants

Proposition:

(ei)ier est libre <= V()\;) € K! presque nulle , Zkiei =0p — Viel,\; =0k
tel

Proposition: Soit (e;);cr une famille libre de E. Alors

Z ]Kei = @]Kel

i€l i€l

ie.
Yu € Z]Kei, () € K! presque nulle telle que v = Z Ai€;
i€l i€l
En d’autres termes, tout vecteur de E a au plus une décomposition en combinaisons
linéaires des e;,i € I

Proposition: Soit (e;);cr une famille libre de E.
1. Toute sous famille de (e;) est encore libre
2. Soitu € E, & = (e; |1 € I)U{u}.

F est libre <= u & Vect(e; | i € I)

3. (a) Quand on remplace un vecteur e; par Ae; avec A # O, la famille obtenue est
libre.

(b) Quand on remplace un vecteur e; par v + e; avec v € Vect(e; | j # 1), la
famille obtenue est libre.

Définition: Soit (e;);cr une famille de vecteurs de E. On dit que (e;) est une base de
E si c’est & la fois une famille libre et génératrice de E'; i.e. si

E = @ Ke;
i€l

i.e. si
Yu € E,3l(\;) € K presque nulle telle que u = Z Ai€;
i€l

Dans ce cas, on dit que les \; sont les coordonnées de u dans la base (¢e;);ecr
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CHAPITRE

16
DERIVATION

1 Définition et premiéres propriétés

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction définie sur un intervalle ouvert non vide I a valeurs
réelles.

f(@) = f(a)

r—a

Définition: Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si a une limite

qui est finie quand = — a.
Dans ce cas, cette limite est notée f'(a) et est appelée nombre dérivée de f en a
On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout a € I.

I — R . ,
“ f’(a) est la dérivée de f et est notée f

L’application

Proposition:

f est dérivable en a <= f a un développement limité d’ordre 1 au voisinage de a

H Proposition: Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Proposition: Soient f et g dérivables en a
1. f+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + g’(a)
2. f x g est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
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16.2 Dérivation MP2I

3. Sig(a) # 0, alors ) est dérivable en a et
g9
([)' (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
g (9(a))?
|
Proposition: Soit f dérivable en a et g dérivable en f(a). Alors, f o g est dérivable
en a et
(g0 f) (a) = g'(£(a))f'(a)
|
Proposition: On suppose que f est bijective dérivable en a et f’(a) # 0. Si f~1 est
continue, alors f~! est dérivable en f(a) et
1
Y (F@) = 5=
(=) f'(a)
|
2 Théoréme de Rolle et accroissements finis
Théoréme (Théoréme de Rolle): Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable
sur |a, b[. On suppose que f(a) = f(b).
Alors,
3 €la, b, f(c) = 0
* *
| | \/
| |
! ! >
|

Définition: On dit que f présente un maximum local en a s’il existe n > 0 tel que
vz €la —n,a+1[, f(z) < f(a)
et un minimum local en a s’il existe n > 0 tel que

Vz €la —n,a+n[, f(z) > f(a)

Un extremum local est un minimum local ou un maximum local.

Proposition: Soit a € I tel que f(a) est un extremum local de f ou f est dérivable
en a. Alors, f/(a) =0 O
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Définition: Soit f dérivable et a € I. On dit que a est un point critique de f si
f'(a) = 0. On dit que f(a) est une valeur critique.

Théoréme (Théoréme des accroissements finis):  Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b]
et dérivable sur |a, b.
Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que

\J

Proposition: Soit f: I — R dérivable avec I un intervalle non vide.
1. f est croissante sur I <= Vx €I, f'(z) >0

f est décroissante sur I <= Vx €I, f'(z) <0

Vo € I, f'(z) >0 = f strictement croissante

Vo €1, f'(z) <0 = f strictement décroissante

f constante <= Vx €I, f'(z) =0

S

Théoréme (Théoréme de la limite de la dérivée): Soit f : I — R continue (sur I),
a € I. On suppose f dérivable sur '\ {a} et que lim f/(x) existe.

#
Alors,

r—a r—a Tr—a
£ 4

Proposition: Soit f: I — R dérivable. On suppose qu’il existe M € R tel que
Vo el |f (x)| <M

Alors f est M-lipschitzienne sur I.
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16.3 Dérivation MP2I

3 Dérivées n-iémes

Définition: On dit que f est une fois dérivable si f est dérivable. Dans ce cas, on note
f(l) la fonction f’.
Pour n € Ny, on dit que f est dérivable n fois si f est dérivable n — 1 fois et f("fl) est

/
dérivable une fois. Dans ce cas, f(™ = (f("71)> .

REMARQUE (Convention):

fO=y

Définition: [ est de classe €™ si f est dérivables n fois et f(”) est continue.

Proposition: Soit f dérivable n fois et k < n.

n—k
Alors f est dérivables k fois et f(™) = <f<k)>( ) O

Proposition: Soit f et g deux fonctions dérivables n fois en a.
Alors, f + g est dérivable n fois en a et

(f +9)™ (@) = f™(a) + ¢ (a)

Si f et g sont de classe €, alors, f + g est de classe €™

|
Proposition (Leibniz): Soient f et g dérivables n fois en a. Alors, f X g est dérivables
n fois en a. et
" n
®:  Ux9™@ =3 (1) (@9 (a)
k
k=0
Si f et g sont de classe €™ alors f X g est de classe €.
|
Proposition: Soient f et g dérivables n fois (resp. de classe €™). On suppose g(a) # 0.
Alors, = est dérivables n fois (resp. €") en a.
g
|
Proposition: Soit f dérivable n fois en a et g dérivable n fois en f(a) (resp. f et g
de classe €™).
Alors, g o f est dérivable n fois en a (resp. de classe €").
|
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16.4 Dérivation MP2I

Définition: On dit que f est de classe ¥ si f est de classe €™ pour tout n € IN, i.e.
f est dérivable une infinité de fois.

Proposition (formule de Taylor avec reste intégral): Soit f : I — R de classe 7l
et a € I. Alors

* i x—nwm_ak T 1)y =)
0 veenf@ =3 tge-at+ [0 at

n!

Proposition (Inégalité de Taylor-Lagrange): Soit f : I — R de classe "' et M € R
tel que

vz e 1, ’f("Jrl)(x)‘ <M
Alors, pour tout a € I,

n

N E-a)f gy
f@) - 30 T 00 )

k=0

Vx €1,

4 Fonctions a valeurs complexes

Définition: Soient f: I — C, (I intervalle de R) et a € I.

f est dérivable en a si }@a M eC

r—a

Proposition:
f est dérivable en a <= Re(f) et IJm(f) sont dérivables en a

Dans ce cas, f'(a) = Re(f)’(a) + iIm(f) (a) O

Proposition: La somme, le produit, de fonctions dérivables sont dérivables; le quo-
tient également si le dénominateur ne s’annule pas. O

Proposition: idem avec les dérivées n-iémes O

REMARQUE (Attention A\ ):
Le théoréme de Rolle n’est plus vraie.
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JmA

fR—C

t—s e

f(0)=f@2m) =1
f est continue sur [0, 27] et dérivable sur ]0, 27|
Vi, £ (t) = ie't #£0

Proposition: La formule de Taylor avec reste intégral et I’inégalité de Taylor-Lagrange
sont aussi vrais dans C. O
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CHAPITRE

17

DIMENSION FINIE

Définition: Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie si £ a
au moins une famille génératrice finie. On dit que E est de dimension infinie sinon.

Théoréme (Théoréme de la base extraite): Soit £ un K-espace vectoriel non nul de
dimension finie. Soit ¢ une famille génératrice finie de E. Alors, il existe une base # de
& telle que Z C 9.

Corollaire: Tout espace de dimension finie a une base. O

Théoréme (Théoréme de la base incompléte): Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie, 4 une famille génératrice finie de F. .Z une famille libre de E. Alors, il
existe une base Z de FE telle que

LCRBet B\LCY

Théoréme: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E
ont le méme cardinal.

Lemme: Soient # et %’ deux bases de E telles que % C #’. Alors, # = #'.
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17.0 Dimension finie MP2I

Lemme (Lemme d’échange): Soient %1 et %2 deux bases de E et u € #1 \ ABa2. Alors,
il existe v € Ao tel que (%1 \ {u}) U {v} soit une base de E.

Définition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal commun a
toutes les bases de E est appelé dimension de E est notée dim(F) ou dimg (E)

C’est donc aussi le nombre de coordonnées de n’importe quel vecteur dans n’importe
quelle base.

Corollaire: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, .Z une famille libre de
E, 4 une famille génératrice de E. On note n = dim(E)

1. #9 > net (#9 =n = ¥ est une base de F)
2. #ZL <net (#% =n = Z est une base de F)

Corollaire: RT est de dimension infinie. Vi € N,e; : x>z
(ei)ien est libre dans R®

Proposition: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E X F'
est de dimension finie et dim(FE x F) = dim(FE) + dim(F)

REMARQUE (Convention):

dim ({0g}) =0

Théoréme: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vecto-
riel de E. Alors, F' est de dimension finie et dim(F) < dim(E)
Si dim(F) = dim(E), alors F = E

Proposition (Formule de Grassmann): Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, F' et G deux sous-espace vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)
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17.0 MP2I

Corollaire: Avec les hypothése précédentes,

FNG={0g}

E=F&G < {dim(E) = dim(F) + dim(G)

Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit 8 = (e1,...,¢en)
une base de F'. L’application

f K" —F
n
ALrsAn) — > Nie
i=1
est bijective.

Si KK est infini, K™ aussi et donc F' aussi.
Si #K = p € Ny,

#K" =p"

I
#F

120



CHAPITRE

18
POLYNOMES FORMELS

Dans ce chapitre, K désigne un corps

1 Définition

Définition: — Un polynéme & coefficients dans K est une suite presque nulle de
KN

— Le polynéme nul, noté 0 est la suite nulle.

— Soit P = (an)nen un polynéme non nul.
{n € N | a,, # Ok} est non-vide et majoré. Le degré de P est max{n € IN | a,, #
Ok}, et on le note deg(P) et ageg(py est le coefficient dominant de P, il est noté
dom(P).

— Le degré du polynoéme nul est —oo

Proposition — Définition: Soient P = (an)nen €t @ = (bn)nen deux polyndmes a
coefficients dans K. Alors, P+ Q = (an + bn), ¢y est un polynéme appelé somme de P

et Q.

Proposition — Définition: Soient P = (an)nen et Q = (bn)nen deux polyndmes a
coefficients dans K. On pose

n
Vn € N,c, = Z arby, K
k=0

La suite (cn)pnen est presque nulle. Ce polynome est appelé produit de P et @ et noté
IR@2
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REMARQUE (Notation):
Soit P = (@n)nenN, un polynome a coefficients dans K et A € K. Le polynéme (Aan)nen est
noté \P

ReEMARQUE (Notation):
On pose X = (0K, 1k, 0K, - ..) = (01,n)nenN

Théoréme: Soit P = (an)nen un polynéme non nul & coefficients dans K. Alors

n
P=>Y apX* otun=deg(P)et X°=(1,0,...)
k=0

REMARQUE (Notation):
On note IK[X] ’ensemble des polynomes a coefficients dans KK dont I'indéterminée (0, 1,0, . ..)
est notée X.

Proposition: (IK[X], +, X, ) est une K-algébre commutative i.e.

1. (K[X],+, x) est un anneau commutatif
2. (]K[X], +, ) est un K-espace vectoriel
3. AEKV(P,Q) € (KIX)AA- (PxQ =0A-P)xQ=Px Q)

REMARQUE:
(Mn(K),+, X, ) est une K-algébre non commutative (si n > 1)

K — KX]

Proposition: i : A o AXO

est un morphisme d’algébre injectif, i.e.

i+ p) = i) + (k)

VA p €K, {i(,\ ) =i(N\) X i(p)

et ¢ est injective.

REMARQUE (Notation):
On identifie A € K avec A X° K[X]. Ainsi, on peut écrire X0 =1, on peut écrire 2+ X +3X?2
au lieu de 2X° + X + 3X?

Proposition: Soient P,Q € K[X]

— deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q))
— Si deg(P) # deg(Q), alors

— deg(P + Q) = max (dcg(P)7 dcg(Q))

dom(P) si deg(P) > deg(Q)
dom(Q) si deg(P) < deg(Q)
— Si deg(P) = deg(Q) et dom(P) + dom(Q) # 0,

— dom(P + Q) =
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18.2 Polynémes formels MP2I

alors 4 9€8(P + Q) = deg(P) = deg(Q)
dom(P + Q) = dom(P) + dom(Q)
— Si deg(P) = deg(Q) et deg(P) + deg(Q) = 0, alors deg(P + Q) < deg(P)

Proposition: Soient P,Q € K[X]. Alors

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

2 Evaluation

n
Définition: Soit A une K-algébre et P € K[X]. On pose P = Z er X®. Soit a € A.
k=0
On pose

n
P(a) = Z epa®
k=0

—eolg+eratesa’+ - +epa® €A

On dit qu’on a évalué P en a, ou spécialisé X avec la valeur de a, ou remplacé X par a,
substitué a a X.

Définition: Soit P € K[X] et a € K.
On dit que a est une racine de P si P(a) = Og.

Définition: Soit P € K[X] € #,(K). On dit que c’est un polynome de matrices.

n
Définition: Soient P,Q € K[X], P = Z ap X",

k=0
n
Alors P(Q) = Z apQF e K[X]
k=0
C’est la composée de P et Q.
REMARQUE (A\ Attention):
Ne pas confondre P(X + 1) et P(X +1).
—_— Y~
composée produit
OnaP(X+1)=(X+1)P=PX)(X+1)=Px (X +1)
N— —

produit
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18.2 Polynémes formels MP2I
Proposition: Soient P, Q € K[X] avec {g zg .On a
deg (P(Q)) = deg(P) x deg(Q)
O
Théoréme: Soit A une K-algébre. L’application
¢ K[X] — A4
A — A
P— fp: a +— P(a)
vérifie
L VP, Q e K[X], o(P+ Q) = ¢(P) + ¢(Q)
2. VP,Q € K[X], o(PQ) = ¢(P) X p(Q)
3. VA e K,VP € K[X], p(AP) = Ap(P)
O
Définition: Soit P € K[X],
P=> apX*
k=0

Le polynéme dérivé de P est

n n
P'=> kapX*1 = " kapxt!
k=0 k=1

ou
Vk € [1,n] ,kar = ax + -+ ak
————
k fois
Onar = Ok
REMARQUE:

Si PeRX], fp:

R —
T —

Ipr:

R — R
z — P(x)

R
P'(2) alors fp/ = fp

Proposition:

deg(P) —1 si deg(P) >0

—00 sinon

VP € K[X],deg(P') = {

Proposition: Soient P,Q € K[X] et A € K.
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18.3 Polynoémes formels MP21

L (P+Q) =P +Q
2. (PQ) =P'Q+ PQ’
3. (AP)' = )P’

Définition: Pour k € IN, on définit la dérivée k-iéme d’un polynéme P € K[X] par
—sik=0,P® =p
— sik=1,PM =p
— sik>1, P® = (p<H>)’

Proposition:

k(k—1)---(k—j+1)XF 7 = Xk sij<k

] 0 sij>k
Vk,j € N2, (Xk)(J) . k! .
(k= 5)!

Proposition: Soient P,Q € K[X], A € K
1. Vke N, (P + Q)(k) = p) 4 Q)

k
2. Vke N, (PQ)® =3 (lZ)p(i)Q(k—i)

1=0
3. Vk e N, AP)F) = Ap(F)

3 Arithmétique dans K[X]

Définition: Soient A, B € K[X]. On dit que A divise B (dans K[X]) s’il existe C' €
K[X] tel que
AC =B

On dit dans ce cas que A est un diviseur de B ou que B est un multiple de A. On le
note alors A | B

On dit que A et B sont associés s’il existe A € K \ {0} tel que A = AB. 1l s’agit d’une
relation d’équivalence.

Proposition: Soient A, B € K[X].

A|B

<— A et B sont associés
B|A

Lemme: IK[X] est un anneau intégre.
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18.3 Polynoémes formels
Lemme:
K[X]* =K\ {0}
|
Proposition: | est une relation réflexive et transitive. O
Proposition: Soient A, B,C € K[X] tels que A | B et A | C. Alors
Y(P,Q) € K[X]?,A| BQ + CP
O
Proposition — Définition: Soit A € K[X], B € K[X] \ {0}.
51(P,Q) € KIXJ?, 4 4 = PO+ I
deg(R) < deg(B)
On dit que Q est le quotient et R le reste de la division (euclidienne) de A par B.
|
Théoréme: Soit P € K[X] et a € K.
Pla)=0 < X —a|P
|

Corollaire: Soit P € IK[X] non nul de degré n. Alors, P a au plus n racines distinctes

dans K

Définition: Soient A et B deux polynémes dont I'un au moins est non nul, D € K[X].
On dit que D est un PGCD de A et B si D est un diviseur commun de A et B et de

degré maximal.

Proposition: Avec les hypothése précédents, deux PGCD quelconques de A et B sont

nécessairement associés

REMARQUE:
Dans la preuve précédente, on a aussi montré les deux propositions suivantes.
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Théoréme (Théoréme de Bézout): Soient A, B € K[X] tels que A # 0 ou B # 0
Soit D un PGCD de A et B. Alors
3(U,V) € K[X])?, AU + BV =D
|
Proposition: Avec les hypothéses précédents,
VA € K[X],
AlA
<~ A|D
A|B
|

Définition: On dit qu'un polynéme est unitaire si sont coefficient dominant vaut 1.

Proposition — Définition: Soient A et B deux polynémes dont 'un au moins est
non nul. Parmi tous les PGCD de A et B, un seul est unitaire. On le note A A B.

|
Proposition: Soient A, B € K[X] avec B # 0. Soit R le reste de la division de A par
B. Alors,
ANB=BAR
|
Théoréme (Théoréme de Gauf): Soient A, B,C trois polyndémes non nuls tels que
A | BC
ANB=1
Alors, A | C
|

Corollaire: Avec les notations précédentses,

A|B
B|C = AB|C
AAB=1

Proposition: Soient A et B deux polynémes non nuls et D un PGCD de A et B. Soit
z € K.

A(z) =B(z) =0 <= D(X)=0
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Définition: Soit P € K[X].

On dit que P n’est pas irréductible si il existe (Q, R) € K[X]? non constants tels que
P = QR ou si P est constant.

Sinon, on dit que P est irréductible.

Théoréme (Théoréme de D’Alembert - Gauf):

VP € C[X] non constant,da € C, P(a) =0

Corollaire: Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactemenent les polynémes de
degré 1.

Définition: Soit P € K[X] et a € K, u € IN.
On dit que a est une racine de P de multiplicité u si

X —a)f | P
(X —a)ptiyp

Si =1, on dit que a est une racine simple.
Sip = 2, on dit que a est une racine double.

REMARQUE:
a est une racine de multiplicité 0 si et seulement si P(a) # 0

Lemme: Soient (A, B) € R[X]? non nuls. On suppose que A divise B dans C[X]
Alors, A divise B dans R[X]

Proposition: Soit P € R[X] et a € C\ R, p € IN.
Si a est une racine de P de multiplicité p alors @ est une racine de P de multiplicité pu.

Corollaire: Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les
polynémes de degré 2 a discriminant strictement négatifs.
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Théoréme: Soit K =R ou C.
Tout polynéme de K se découpe en produit de facteurs irréductibles dans K[X] et cette
décomposition est unique & multiplication par une constante non nulle prés.

Proposition: Soient A, B € C[X] non nuls.

Va € C, si a est une racine de A de multiplicité u € IN,

Al|B alors a est racine de B avec une multiplicité > p

Proposition: Soit P € C[X] de degré n >0
Alors P a exactement n racines comptées avec multiplicité.

4 L’espace vectoriel K[X]

REMARQUE (Rappel):
(K[X],+, -) est un K-espace vectoriel engendré par (1, X, X2 .. 2

H Proposition: La famille (X™),cn est libre.

Corollaire:
dim (K[X]) = 400

Définition: Pour n € IN, on note

Kn[X] = {P € K[X] | deg(P) < n}

Théoréme: K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X]| de dimension n + 1

Proposition: Soit (P;);c; une famille de polynémes non nuls telle que
Vi # j, deg(P;) # deg(P;)

Alors (P;);er est libre.
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Théoréme (Formule de Taylor): Soit P € K,[X] et a € K.

n
P (a) k
P =Y — (X -a
k=0
|
Proposition: Soit P € K[X] et a € K.
a est une racine de P Vk<p—1,P*(a) =0
de multiplicité p P(u)(a) £0
|
Corollaire: Avec les notations précédentes, si a est une racine de P de multiplicité p,
alors a est une racine de P’ de multiplicité p — 1
O
Définition: On dit qu’un polynéme P est scindé sur K si P est un produit de poly-
nomes de IK[X] de degré 1, i.e. toutes les racines de P sont dans K
Définition: Soit (21,...,2n) € K™ avec
On pose
X . .
Vie[Ln],Li= [ =—2
=, @y =
1<j<n
J#i
L; est le i-éme polyndéme interpolateur de Lagrange associé a (z1,...,2n) :
Vi € |I17TL]] ) Ll(xj) = 51‘73'
Proposition: Avec les notations précédentes, (L1, ..., Ly) est une base de K, _1[X].
|
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CHAPITRE

19
APPLICATIONS LINEAIRES

1 Premiéres propriétés

Définition: Soient E et F' deux KK-espaces vectoriels et f : E — F. On dit que f est
linéaire si
V(z,y) € B Y(a, ) € K?, f(oz + By) = af () + Bf(v)

Définition: On dit qu'un probléme est linéaire s’il se présente sous la forme :

Résoudre p(z) =y

ou 'inconnue est x € F/, y est un paramétre de F' avec ¢ : £ — F' linéaire.

REMARQUE (Notation):

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est £ (E, F).

Si F = E, alors on note plus simplement .Z(E) a la place de Z(E, E).
Les éléments de .Z(F) sont appelés endomorphismes (linéaires) de E.

Proposition: Soit f € Z(E,F), g€ Z(F,G). Alors go f € Z(E,G).

Proposition: Z(F, F) est un sous-espace vectoriel de F¥.
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Proposition: (Z(E),+,o0,-) est une K-algébre (non commutative en général).

|
Corollaire: Soit P € K[X] et u € Z(E). On peut former P(u) € Z(X) : on dit que
P(u) est un polynéme d’endomorphisme.
Proposition: Soit f € Z(E, F) bijective. Alors f~te Z(F,E).

|

REMARQUE (Notation):

On note GL(E) I'ensemble des endomorphismes de E bijectifs, GL(E, F') '’ensemble des ap-
plications linéaires de E dans F' bijectives.

Les éléments de GL(FE) sont appelés automorphismes (linéaires) de E.

Corollaire: GL(E) est un sous-groupe de (S(E),o)

Définition: GL(E) est dit “ le groupe linéaire de E”.

2 Noyau et image

Proposition: Soit f € Z(E, F), U un sous-espace vectoriel de F et V un sous-espace
vectoriel de F'.

1. f(U) est un sous-espace vectoriel de F.

2. f~Y(V) est un sous-espace vectoriel de E.

Corollaire: Soit f € Z(E,F).
1. Ker(f) = fﬁl({OF}) ={z € E| f(z) = 0g} est un sous-espace vectoriel de E.
2. Im(f) = f(E) = {f(u) | u € E} est un sous-espace vectoriel de E.
O

REMARQUE (Rappel):
Soit f € Z(E,F)

f injective <= Ker(f) ={0g}
f surjective <= Im(f)=F

3 Théoréme du rang

Dans ce paragraphe, E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
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Proposition: Soit f : E — F un isomorphisme (i.e. une application linéaire bijective).
Alors, dim(E) = dim(F)

La premiére partie de la preuve précédente justifie le résultat suivant.

Proposition: Soit f € Z(E, F) injective. £ = (e1,...,ep) une famille libre de E.
Alors (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de F. En particulier, dim(F) > dim(E).
O

La deuxiéme partie de la preuve prouve :

Proposition: Soit f € Z(E, F) surjective et 4 = (eq, ..., ep) une famille génératrice
de E. Alors (f(e1), ..., f(ep)) est une famille génératrice de F. En particulier,

dim(F) < dim(E)

Théoréme (Théoréme du rang): Soit f € Z(E, F).

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

REMARQUE:
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E.
Casl F ={0g}, alors F est un supplémentaire de F'.
Cas2 F # {0g}. Soit # = (e1,...,ep) une base de F. Alors # est une famille libre
de E. On compléte Z en une base (e1,...,€p,€pt1,...,en) de E. On pose G =
Vect(ept1,--.,€n). On démontre que

FeG=FE

Corollaire: Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de méme dimension finie et
feXEF).

f injective <= f surjective
<= f bijective

Corollaire: Soit f € .Z(FE) avec E de dimension finie. Alors,

f € GL(F) <= f injective <= f surjective
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H .

REMARQUE:
Soit f € Z(E,F), = (e1,...,en) une base de E. Alors

’Im(f) = Vect (f(e1),. .., fen)) ‘

dim (Im(f)) = rg (f(e1), - f(en))

Définition: Soit f € Z(E,F). Le rang de f est

rg(f) = dim (Im(f))

4 Formes linéaires

Définition: Soit E un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une application
linéaire de E dans K.

L’ensemble des formes linéaires est noté E* = Z(E,K). E* est appelé espace dual de
E.

Proposition: Toute forme linéaire est soit nulle, soit surjective.

Proposition: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € E*\ {0}. Alors
Ker(f) est de dimension n — 1.

Proposition: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et H un sous-espace
vectoriel de E' de dimension n — 1. Alors,

3f € B, Ker(f) = H

Vo=
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Proposition: Avec les notations précédentes,
{f € E" | Ker(f) = H} est une droite de E* privée de application nulle. En d’autres
termes, les équations de H sont 2 & 2 proportionelles.

Définition: Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E. On dit
que H est un hyperplan de E s'il existe une droite D de E telle que

HeD=F

En reprenant les démonstrations précédentes, on a encore les résultats suivants :

Proposition: Soit H un hyperplan de E. Alors, {f € E* | Ker(f) = H} est une
droite de E* privée de l'application nulle. O

Proposition: Soit f € E* non nulle. Alors Ker(f) est un hyperplan de E.

HORS-PROGRAMME

P3(K) = {D\ {0} | D droite vectorielle de K3}

Une droite projective de ]P?’(]K) est un plan vectoriel de K3 privé de 0.

A faire : schéma A
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19.4 Applications linéaires MP2I
K> (K?)”
P3 (K) P3 (K)*

A faire : schémas B et C
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5 Projections et symétries

Définition: Soit F un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces de E supplémen-
taires :
E=F®G

Soit x € E.
A(a,b) e Fx G,z =a+b

Le vecteur a est appelé projeté de x sur F' parallélement a G.

Le vecteur b est appelé projeté de x sur G parallélement a F'.

La projection sur F' paralléelement & G est I’application qui & x € E associe son projeté
sur F' parallélement a G.

Proposition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires et p
la projection sur F' parallélement a G.

1. pe Z(E)

2. pp=idr et pg =0

3. pop=p

4. idg —p est la projection sur G paralléelement a F'.

Définition: Soit f € Z(F). On dit que f est un projecteur si fo f = f

Proposition: Soit f un projecteur de E. Alors f est la projection sur Im(f) paralle-
lement & Ker(f). En particulier,

Im(f) ® Ker(f) = E

Définition: — Soi ITtT'\et‘:_G- supplémentaires dans F : E = F & G
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19.5 MP2I

Soit z € E. On décompose z :

eF

a
r =a-+ b avec
{bGG
et on forme
y=a—>b

On dit que y est le symétrique de = par rapport & F' parallélement & G
La symétrie par rapport a F' parallélement a G est I'application qui a tout € E associe
son symétrique parallélement & G par rapport a F'.

Proposition: Soient F' et G supplémentaires dans E, » la symétrie par rapport a F
parallélement a G.

1. »e Z(E)
2. ,blE = ldF et AlG = 7idG

3. »os=lidg

| |
Définition: Soit f € Z(F). On dit que f est involutive si fo f =idg.
Proposition: Soit f € .Z(E) involutif. Alors f est la symétrie par rapport a Ker(f —
idg) parallélement & Ker(f + idg). En particulier,
Ker(f —idg) @ Ker(f +idg) = FE
| |
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CHAPITRE

20
FRACTIONS RATIONNELLES

1 Construction de K(X)

Proposition — Définition: On définit la relation ~ sur K[X] x (K[X]\ {0}) par
(P,Q) ~ (A,B) <= PB=QA

Cette relation est une relation d’équivalence. On note (K[X] x (K[X]\ {0}))/~. Les
éléments de IK(X) sont appelés fractions rationnelles.

On note 6 la classe d’équivalence du couple (P, Q).

Proposition: Soient (P, Q) € K[X] x (K[X]\ {0}) et R € K[X]\ {0}. Alors

PR _ P
QR Q

P
Définition: Soit (P, Q) € K[X]\ (K[X]\{0}). On dit que la fraction 2 est sous forme
irréductible si PAQ = 1.

Proposition — Définition: Soient (P, Q) ~ (A, B). Alors
deg(P) — deg(Q) = deg(A) — deg(B)

P P
Le degré de o} est deg(P) — deg(Q). On note ce “nombre” deg (é)
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20.1 Fractions rationnelles

MP2I

Proposition — Définition:

(AC, BD).

PR
Le produit de — avec 3 est @

Soient (P, Q) ~ (A, B) et (R, S) ~ (C, D). Alors, (PR, QS) ~

P
Définition: Soient A € K et F = 2 € K(X). On pose

AP X P

A= — — — X —

e 1 Q

KX] — K(X)
ition: ) 3 . . P
Proposition (]K(X), +, ) est un K-espace vectoriel et ¢ P = est
linéaire. O
REMARQUE:

P P
On peut identifier P € K[X] avec o € K(X) i.e. écrire P = — et alors {
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Proposition — Définition: Avec les notations précédentes,
(PS+ RQ,QS) ~ (AD + BC, BD)
P
On définit la somme de — et E par
Q S
2 o R  PS+RQ
QR S QS
|
Théoréme: (IK(X),+,X) est un corps.
|
Proposition:
P A P+A
VP, A € K[X],VQ € K[X] \ {0}, S P B ————
Q @ Q
KX] — K(X)
Proposition: i: P est un morphisme d’anneaux injectif.
P +— T

K[X] est un sous-anneau de K(X)
K[X] est un sous-espace vectoriel de K(X)



20.2 Fractions rationnelles MP2I

De plus, les deux définitions de degré coincident.

Proposition: Soit F,G € K(X).

1. deg(F + G) < max(deg F, deg G)
Si deg(F') # deg(Q) alors deg(F + G) = max(deg F,deg G) ;

2. deg(FG) = deg(F) + deg(G) ;

3. Si F#0, deg (i) = —deg(F).

F
|
P 2 Décomposition en éléments simples
Définition
Lemme:
F=FE+G
VF € K(X),3(E,G) € K[X] x K(X),
(X),3(E, G) € KIX] x K( ){deg(G)<0
On dit que E est la partie entiére de F'.
|
. P
Lemme: Soit FF = —— avec
AB
(P, A, B) € K[X]%;
A #0;B #0;
ANB=1;degF <0.
Alors,
u Vv
F=—+4—
(U, V) € K[X]?, N\ B v
d — ] <0 et d — .
eg A) et deg (R)
|

P
Lemme: Soit H € K[X] irréductible, n € N, P € K[X], F = o) et deg FF < 0.
Alors,

U \%
2 .

U, V) €KX F = o + s

degU < deg H;

d \%

|
Théoréme (Théoréme de décomposition en éléments simples sur C(X)): Soit F €
P

K(X), FF = — la forme irréductible de F. On note (21, ..., 2p) les racines complexes de

Q et (p1,..., pp) leur multiplicité.
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20.2 Fractions rationnelles

Alors,

de;
3!(E,a1,1,...,al,ul,agﬂl,...,a;m,...,ap,1,...,ap,up) E C[X] x C ng

F= E+Z Zia”' :

p=i \g=1 _Zi)J

Théoréme (Théoréme de décomposition en éléments simples sur R(X))
R[X]?

p q
= [I(X —ai)# [T(X?+ arX + Br)**
o=l k=1
avec

pEN,geN,

(a1,...,ap) € RP
(al,...,aq,ﬁl,...,/ﬁq) ERQq
(U1 e ey fipy Vs vp) € INPTE

Vi€ [1,q],a% — 48, <0
Alors

MEY1,15 - VLp1 V2,15 - V2,000 - Vo, 1y - -

'7’Yle»Lp7
01,1y-+-101,07,02,1,.-.

752,1/27---76q,17---76q,uqa
Eilyilg o oo Bl 9 EByilg o0 0. EBepig 00 9 Baisily o v o o iy )

€ R[X] x R¥L T FHp x R2(v1t++vg)

P K4

*—E‘FZZ ’Yz,j

SHIYE 1(X7al

Yk

+ZZ 6k,jX+€k,j

k=1j=1 X2+akX+ﬁk)J

MP2I

: Soit (P,Q) €
, PAQ =1, Q unitaire, Q ¢ {0,1}. On pose

PAQ=
Définition: Soit F € €(X). Soient (P,Q) € C[X]? tels que F P
Q

Les racines de P sont appelées zéros de F'

Les racines de @ sont appelées poles de F'

Proposition: Soit F' € C(X) et z € C un pdle simple de F. Le coefficient devant
P
x> dans la décomposition en éléments simples de F est (2)
—z

Q'(2)
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20.2

MP2I

Proposition: Soit P € C[X] avec deg(P) > 1, (21, .

leur multiplicité. Alors

REMARQUE:
Il existe un “truc” pour retenir cette formule :

/

n’existe pas!
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CHAPITRE

21

MATRICES ET APPLICATIONS
LINEAIRES

1 Matrices d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit & = (e1,...,en) une base de E.
Définition: Soit z € E. On sait qu’il existe un unique n-uplet (z1,...,z,) € K" tel
que

n
xr = E ZTie;
i=1

La matrice de z dans la base £ est la colonne

1
z2
Matg(x) =

In

REMARQUE:
En général, si % et %’ sont 2 bases différentes, alors Mat () # Mat g (x).

2 Matrice d’une famille de vecteurs

Soient E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, # = (e1,...,en) une base de E,
F = (u1,...,up) une famille de vecteurs de E.
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Définition: La matrice de .% dans la base & est la matrice M telle que, pour tout
j € [1,p], la j-éme colonne de M est Matg(u;).

Proposition: Soit .# une famille de vecteurs de E.

rg(F) =rg (Matg(ﬂ‘))

|
Corollaire: Soit % = (u1,...,up) € EP et = (e1,...,en) une base de E, et
M = Matz(F).
1. 7 est libre <= rg(M)=p
2. E=Vect(ZF) < rg(M)=n
3. F basede E <= n=p=rg(M) <= M € GL,(K)
Dans ce cas,
(Mat (%))t = Mat » ()
|
3 Matrices d’une application linéaire
Soit f € Z(E,F), = (e1,...,en) une base de E et € = (f1,..., fp) une base de F.
1
Proposition — Définition: Soit z € F et X = | | | = Matg(x). Soit y € F et
In
Y1 ail ... ain
Y =] ! | =Matg(y). On pose A = : : € Mpn(K) telle que
Yp ap,1 ... Opn
al"j
Vie[l,n],| : | =Matg (fe)))
ap,j
Alors
y=f(z) < Y =AX
On dit que A est la matrice de f dans les bases & et €. On la note Matg «(f).
|
Théoréme: Soient E et F' deux KK-espaces vectoriels de dimension finie, Z = (e1,...,¢en)
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21.4 Matrices et applications linéaires MP2I

une base de E et € = (f1,..., fp) une base de F.

®: L(B,F) — Myn(K)
J — Matg «(f)

® est un K-isomorphisme linéaire.

Corollaire: Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors

dim (Z(E, F)) = dim(E) x dim(F)

Théoréme: Soient f € L(E,F) et g € Z(F,G), % une base de E, ¢ une base de F
et Z une base de G. Alors

Matg, o (g o f) = Maty o(g) X Matg,« (f)

|
4 Formules de changement de bases
Proposition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient &1 et %2 deux bases de E et x € E. Soit P = Pg, 5, = Matg, (%2).
Alors
Matg, (z) = P~ Matg, (z)
|

Proposition: Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie % et %o
deux bases de E, et ¢1,%2 deux bases de F et f € X(E, F).

P = Pp, .5, = Matg, (%2)
Soient { Q = Py, .4, = Maty, (¢2) Alors,
A Matﬁl,‘ﬁl (f)

Matg, %, (f) = Q"' AP

Proposition — Définition: Soient (A, B) € #p,n (K)2.
On dit que A et B sont équivalentes si

3(P,Q) € GL,(K) x GL,y(K), B =Q AP

Cette relation est une relation d’équivalence. O
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21.4 Matrices et applications linéaires MP2I

Théoréme: Soit f € Z(F), # et € deux bases de E, P = Py_,4 = Matg(%),
A = Matg(f) et B = Matg/(f).

Alors
B=P AP

Définition: Soit (4, B) € .#,(K)?. On dit que A et B sont semblables s’il existe

P € GL, (K) telle que
B =P AP

L’ensemble {PilAP | P € GLn(K)} est la classe de similitude de A.

Définition: Soit A = (a;,;) € #n(K).
La trace de A est

tr(A) = i Qi ;
p=1

Proposition: 1. tr € Z(tn(K),K) = Mn(K)*
2. VA, B € M (K), tr(AB) = tr(BA)
|
Proposition: Soit (A, B) € .4, (K)?.
A et B semblables = tr(A) = tr(B)
|

REMARQUE (/\ Attention):

1 0 1 0
A:(l 1)‘3”3:(0 1)

tr(A) = 2 = tr(B)
Or, A et B ne sont pas semblables, sinon

A =P IBP avec P € GLa(K) =P lLP
= PP
=Lh#A

Définition
Corollaire: Soit f € Z(E) et # une base de E. A = Matg(f). La trace de f est

tr(A).
Ce nombre ne dépend pas de la base # choisie. On note ce nombre tr(f). O
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Proposition: Soit p un projecteur de E de dimension finie. Alors

tr(p) = rg(p)

|
5 Conséquences
H Proposition: La multiplication matricielle est associative.
| |
Proposition: Soit (A, B) € .#,(K)2. On suppose que AB = I,. Alors (A,B) €
GL,(K)%2 et A~! = B.
|
REMARQUE:
Au passage, on a montré que
f € GL(E) <= Matg(f) € GLn(K)
et, dans ce cas,
Mats(f ") = Matgs(f) ™"
Proposition: Soit A € ., (K).
Le nombre maximal de lignes linéairement indépendantes de A est égal au rang de A.
|

Définition: Soit A = (a;,;)1<i<p € #p,n(K).

<Isn

La transposée de A, notée A = (bj ;)1<j<n € #n,p(K) est définie par
1<i<p

Vi € [[17]3]] 7V] S [[1777,]] 7bj,i = Q4,5

Les lignes de *A sont les colonnes de A. Les colonnes de A sont les lignes de A.

Corollaire:
VA € My p(K),rg(A) = rg(*A)

Mn(K) —>
A —

g

Proposition: est la symétrie par rapport a Sy, (K) paral-
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lelement a A, (K) ou

Sn(K) = {A € Mn(K) |"A= A} = ‘
(u

et
0.

Ap(K) = {A € M (K) | tA = —A} = ‘

et donc
Sn(K) & Ap(K) = 4, (K).

Proposition: Soit A € #y ,(K) et B € 4 q(K).

{(AB) = 'B'A

Corollaire: Si A € GL,,(KK) alors 'A € GLy, (K) et

() =44

6 Matrices par blocs

Proposition: Soient F' et G supplémentaires dans E :
E=F&®G.
Soit f € ZL(F) et g € Z(G). Alors

Ihe L(E)hp=f hg=g et h=fop+gogq

_ | p est la projection sur F' parallélement a G
ou
q est la projection sur G parallélement & F'

On a aussi ¢ = idg —p.

Proposition: On reprend les notations et hypothéses précédentes. Soit (eq,...,ep)
une base de F, et (f1,..., fq) une base de G. Alors, Z = (e1,...,€ep, f1,..., fq) est une

base de F et
Al O
Matg(h) = ( 0T B )
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21.6 MP2I

ol A= Mat(el,...ep)(f) O
B = Mats, . ,)(9)

Proposition: Soient (A, A’) € .4, (K)? et (B, B') € 4, (1K)
Al o0 A"l o\ _[AA] o0
0B 0 [B") \ 0 [BF
Al o A € GLp(K)
—‘— GLp1p(K
(0 B)e +2( )(:’{BEGLP(JK)

et dans ce cas,

Al O
tr (T‘?) —trA+trB

Proposition: Soient A, A" € #,(K), B, B’ € Ay p(K), C,C" € Mpn(K) et D,D' €
Mp(K).

(A\B)(A’\B’):(AA’+BC’\AB’+BD’)

Cc|D c"| D CA"+DC" | CB"+ DD’

Cette formule se généralise & un nombre quelconque de blocs :

! I i
A1r | Ao | - | A1 11 12 | 1.n

U 7 7
Aoy | Ago | - | Ao Apy | Asp | --- | Ao

7 7 7
Ap,l AP»2 Y APa” Ap,l Ap,2 o Ap,n

Cette matrice se calcyle comme on s’y attend si les dimensions des blocs autorisent les
produits.

Proposition: Le rang d’une matrice A, c’est la taille de la plus grande matrice carrée
inversible que ’on peut extraire de A. O

150



CHAPITRE

22
FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

1 Quelques généralités
On s’interesse dans ce chapitre a des fonctions défi-
nies sur une partie D de R? a valeurs dans R. z

Par exemple,

f(z,y)

i (z,y) = bxy + /x22 + y2 Vo

Une sphére n’est pas la surface représentative d’une
fonction. Mais, une demi-sphére oui :

fi(zy) = V1 —22 —y2

La surface de la demisphére est

S ={(z,y, f(=,9)) | (z,y) € Do(1)}.

ot Do (1) est le disque unitaire a l’origine.

POINTDEVUENAIF

Soit f : D € R? — R2. On fixe y et on étudie fy : © — f(x,y). Ou, on fixe = et on étudie
fo iy = fz,y).
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22.2 Fonctions de deux variables MP2I

Wacd

LEBONPOINTDEVUE
On reprend les notions d’une fonction d’une seule variable (limite, continuité, développement
limité, ...) que l'on adapte aux fonctions a deux variables.

2 Topologie de R?

Définition: La norme (euclidienne) de R? est I’application définie par

V(z,y) € R, ||(z,y)]| = Va2 + y2.

Pk =====

y

Proposition: La norme euclidienne vérifie :

1. (séparation)
V(@,y) ER? ||(z,y)l| =0 <= ==y =0,

2. (homogénéité positive)
VA € R,V(z,y) € R?, [A(z, y)ll = Al |(z, 9l
3. (inégalité triangulaire)

V(z,y), (a,b) € R, ||(z,y) + (a,b)I| < lI(z, »)|l + lI(a, b)]I.

Définition: Soit (a,b) € RZ et r € Ry..

La boule ouverte (ou disque ouvert) de centre (a,b) et de rayon r est

B(a,p)(r) = {(z,9) € R? | |I(z,9) = (a,0)]| <7}
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22.2 Fonctions de deux variables MP2I

La boule fermée (ou disque fermé) de centre (a,b) et de rayon r est

Blap) (1) = {(z,9) € R? | ||(z,y) — (a,b)|| < 7}.

La spheére (ou boule) de centre (a,b) et de rayon r est

S(a,b)(r) = 0B(ap)(r) = {(z,9) € R? | ||(z,) — (a,b)l| = r}.

B(a,b) (7)

REMARQUE:
On parle de boule en dimension quelconque.

Définition: Une partie ouverte O de R? (ou un ouvert) si
V(z,y) € O,3r >0, B(q)(r) C O.

Une partie F est fermée su R? \ F est ouverte.




22.2 Fonctions de deux variables MP2I

H Proposition: Une boule ouverte est ouverte. Une boule fermée est fermée.

Définition: Soit (a,b) € R? et V € 2(R?).

On dit que V est un voisinage de (a,b) s’il existe r > 0 tel que

B(a,b) (T‘) cWV.

Proposition: Un ouvert non vide est un voisinage en chacun de ces points. O

Définition: Soit D C R2. Un point intérieur de D est un couple (a,b) € D tel que
Ir > 07 B(a,b) (7’) Cc D.

en d’autres termes, si D est un voisinage de (a,b).

On note D Iensemble des points intérieurs & D. C’est l'intérieur de D.

Proposition: D est le plus grand ouvert O de R? tel que O C D.
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22.2 Fonctions de deux variables MP2I

Définition: Soit f: D C R?2 - R, £ € R, (a,b) € D.

On dit que f(z,y) tend vers £ quand (z,y) tend vers (a,b) ou que £ est une limite de f
en (a,b) si

Ve > 0,3r > 0,Y(x,y) € D, |(z,y) — (@,b)| <7 = |f(z,y)— €| <e.
en d’autres termes si

YV € ¥, 3W € Ya ), Y(z,y) € WND, f(z,y) € V.

Proposition (unicité de la limite): Soit f: D — R, (a,b) € D, 01,05 € R telles que
L1 et £2 sont des limites de f en (a,b).

Alors 1 = £s.

44 Lo

m
b
m

=5
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22.2 Fonctions de deux variables MP21
| |
Définition: Soit f: D — R, (a,b) € D.
On dit que f est continue en (a,b) si
f(@,y) —— f(a,b).
(z,y)—(a,b)
Proposition: Si f(z,y) ———
(z,y)—(a,b)
f(z,b) —— ¢
alors T
fla,y) — L
y—b
|

Contre-exemple : exercice 3.

Définition: Soient D C R? et (z,y) € R2.

adhérent

On dit que (z,y) est adhérent & D si

Vr > 0,B(g ) (r) N D # 2.

L’ensemble des points adhérents a D est noté D. On dit que D est ’adhérence de D.

(z,y) tend vers (a,b) si
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Définition: Soit f: D C R? — Ret (a,b) € D, £ € R. On dit que f tend vers £ quand

Ve > 0,3r > 0,V(z,y) € B(qp)(r) N D, |f(z,y) — ¢ <e.




22.3 Fonctions de deux variables MP2I

Proposition: 1. Dans ce contexte, il y a unicité de la limite

2. La limite d’une somme, d’un produit, d’un quotien, d’une composée se comporte
comme dans le cas d’une seule variable.

3. Soit f: D — R continue. Soient g : I — R et h: [ — R continues telles que
vt eI, (g(t),h(t) € D.

Alors
telr f(g(t),h(t) eR

est continue.

3 Dérivation

Motivation :
S(z,y,2) = 2(zy + zz + yz)
V(ﬂ?, Y, Z) = TYyz
y On cherche & minimiser S avec la contrainte V = 1.
/ ®H)* — R
Soit f: 1 1 1
T f (x,y) = S(zvyai):2<xy+7+7)'
Ty Yy

On cherche (a,b) € (]Ri')2 tel que

V(z,y) € (RY), f(z,y) > f(a,b).

Définition: Soit f: U — R ot U est un ouvert de R2. Soit (a, b) e U.

Silim f(:m b) B f(aa b)
r—a xTr —a
et cette limite est notée

€ R, alors on dit que f a une dérivée partielle suivant x en (a, b)

0
dfi(a,b) = a—i(a, b).
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22.3 Fonctions de deux variables MP2I

Si lim f(a7y) - f(CL, b)
y—b Y — b
et la limite est notée

€ IR, alors on dit que f a une dérivée partielle suivant y en (a, b)

0f2(a,b) = g—;(a, b).

Définition:
Soit f : U — R ou U est un ouvert. Soit (a,b) € U.
Soit w = (w1, ws) € R2.
Si
lim fla+ twi,b+ twz) — f(a,b)
t—0 t

existe et est réelle, alors on dit que f a une dérivée
dans la direction de w et la limite est notée

REMARQUE:

~

L)
\'/I .

0, 0,
Théoréme: Soit f: U — R, (a,b) € U. On suppose que a—f et a—f existent en (a, b)
€z Y

et sont continues en (a,b). Alors,

V(h, k) € R? tel que (a + h,b+ k) € U,

of of
h,b+ k) = b) + h—(a,b) + k—(a,b h,k)|).
flathbtk) = flab) +ho @)tk @b+ e o (1K)
On dit que f est de classe €7 si ? et ? existent et sont continues.
z Y

REMARQUE:

158



22.3 Fonctions de deux variables MP21
En physique, cette formule correspond & :
of of
df = —d —dy.
! ox o y i
En effet :
df = f(z +dz,y + dy) — f(z,y)
= a—fd:r + %dy.
ox dy
Proposition: Soit f: U — R de classe €' en (a,b) € U. Alors,
0, 7]
Vw = (w1, w2) € R?, df(w) (a,b) = wl—f(a,b) + wz—f(a, b).
oz Oy
| |

Définition: Avec les hypothéses précédentes, en posant

_ (of af
Vf(a,b) = (a(a, b), @(a,b)>

on obtient
df(w) (a,b) = (w | Vf(a,b))
ou (-|) est le produit scalaire.

Le vecteur V f(a,b) est appelé gradient de f en (a,b).

Le développement limité a l'ordre 1 de f devient

£((@,b) +w) = fla,b) + (w | VF(a,0)) + o (Jul)

Proposition: Soit f: U — R de classe €.

U
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22.3 Fonctions de deux variables MP2I

V[ est orthogonal au lignes de niveaux de f, son orientation va dans le sens d’une
augmentation de f.

|
REMARQUE:
VR —R

(z,y,2) — —mgz

I’énerge potentielle de pesenteur

On a donc 57 G5 G
\% IR =l S22 % | = 0,07_ :ﬁ
@) = (G 5o 52 ) = (0.0,-mg)
Lemme: Soit f : U — R de classe €7, ol {ﬁ : (ac(t) e ) ol x et y sont
dérivables.
On pose

vt e I,y (t) = (z/(t),y ().
Alors fo~:I — R est dérivable et
Vte L, (fo)(t) =df(v' () (v(1)
={('®) | VI(®))

= /()52 (2(0)4(0) + ¥/ (O G (a(2), ).

Définition: Soit f: U — R de classe €' et (a,b) € U. On dit que (a,b) est un point

of of _
B —(a,b) = —y(a, b) = 0.

Dans ce cas, f(a,b) est appelé valeur critique de f.

critique de f si Vf(a,b) =0 i.e.

Proposition:
Soit f: U — R de classe € et (a,b) € U tel que

Ir > 07V($7y> € B(a,b) (T’),f(l‘, y) < f(av b)

Alors Vf(a,b) = (0,0).

REMARQUE:
Un minimum local est aussi une valeur critique.
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22.3 Fonctions de deux variables MP2I

- (c) Point de selle / Point

col
(a) Maximum local (b) Minimum local

- . o s s U — R? 1
Proposition (régle de la chaine): Soit f : @) — M) de classe ¢~ et
U,V deux ouverts de R2.

Soit ¢ : Vo= v
P ) = euw) = (@(u,v),y(u,v))
On suppose que z et y sont de classe €' sur V.
. 1% — R 1
Alors, fop: ) — f(s@(m v)) est de classe €~ et
0 0 0
V(uo,v0) €V, %(umvo) = %(W(UO:UO)) X Kz(uo,vo)
0 0,
+ afi@(w,vo))afz(%,vo)
1o} 0 0]
V(uo,vo) € V, %(uowo) = (%(‘P(w)vvo)) X £(U07UO)
+ %; (0 (uo,v0)) %(uo, Vo)
REMARQUE:

Soit & = (e1,e2) la base canonique de R?, f: U — R de classe €' avec U un ouvert de R2.

Soit (z,y) € U.

af
Maty (V1 (@) = | 5F

dy

(=, )

(z,y)

Soit
p:V—U

(u,v) —> (ac(u7 v),y(u,v))
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22.3

MP2I

avec z, y de classe €*. Soit g = f o ©.

Matg (Vg(u,v))

22 (u,0)

2 (u,0)

S )2 @9) + G0 G @)

e ) o 09) + G 0) g (@)

2w Bww) (Ee

) B ) \ @)
T(@m)

= J(u,v) Matg (Vf(z,1))

ott J(u,v) = (Matg (Va(u,v))

. Matg (Vy(u,v))).

On dit que J(u,v) est la jacobienne de ¢ en (u,v). L’application linéaire canoniquement
associée a J(u,v) est la différentielle de ¢ en (u,v) noté de(u,v).

On a dyp(u,v) € Z(R?) et Matg (dp(u,v)) = J(u,v).

Par exemple, la jacobienne du changement de coordonnées polaires est

ox

ar

ox

0
det(J) =rcos?0+rsin?6=r
le jacobien

Dans une intégrale double, si (z,y) =

Ici,

%

or | _ [ cosf sin 6
8y |  \-7rsind rcost)’
a0

»(u,v), alors dzdy = det(J)dudv.

dz dy = r dr d6.
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CHAPITRE

23
DENOMBREMENT

1 Cardinal d’un ensemble

Lemme: Soitn € N*, n > 2, et X C [1,n] avec X # & (C signifie inclus et différent).

Alors
F0<p<n,3f: X — [1,p] bijective .

Lemme: Soient n,p deux entiers non-nuls et f : [1,p] — [1,n] une surjection. Alors
p = n.

‘ Lemme: Soientn >1letp>1, f:[1,p] — [1,n]. Alors p < n.

Corollaire: Soient n,p € N* et f: [1,n] — [1,p] bijective. Alors n = p

Définition: Soit X un ensemble. On dit que X est fini si X = & ou s’il existe n € IN*
et une bijection f: X — [1,n].

Soit X un ensemble fini. Le cardinal de X est

— 0siX =0
— sinon, c’est le seul entier n € IN* pour lequel il existe une bijection de X dans
[1,n].

On le note Card(X), #X ou | X|.
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23.1 Dénombrement MP2I

Proposition: Soit E un ensemble fini et X € Z(E).
Alors X est fini et #X < #E.
Si #X = #FE, alors X = E.

|
Proposition: Soit E un ensemble fini, (A, B) € Z(E)? tel que AN B = @.
Alors
#(AUB) = #A+ #B.
|
Proposition: Soient E un ensemble fini, n € N*, (A1,...,An) € Z(E)" telles que
Vi;ﬁj,AiﬂA]’ = J.
Alors
n n
# <U Ai> =D #4
i=1 i=1
|
Proposition: Soient E un ensemble fini, (A, B) € 2(E)?. Alors
#(AUB) =#A+ #B — #(AN B).
|
Proposition: Soient E un ensemble fini, (4, B) € 2(E)? avec B C A. Alors
#(A\ B) = #A — #B.
O
Proposition: Soient E et F' deux ensembles finis et f: E — F.
1. Si f est injective, alors #FE < #F,
2. Si f est surjective, alors #E > #F,
3. Si f est bijective, alors #E = #F,
|
Proposition (principe des tiroirs — pigeonhole principle): Soit f : E — F telle que
#E > #F. Alors
€ y7
3(z,y) € E?,
f(@)=f(y)
|
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23.2 Dénombrement MP2I

Proposition: Soit £ — F ou E et F sont finis et #F = #F.

f injective <= f surjective <= f bijective .

|
2 Dénombrement
Proposition: Soient E et F' deux ensembles finis. Alors E X F est fini et
#(E X F) = #E X #F.
|
n
Proposition: Soit n € N* et F1,..., E, des ensembles finis. Alors H E; est fini et
i=1
n n
# <H Ez) = [[#E.
i=1 i=1
|

Corollaire: Soit F un ensemble fini de cardinal n et p € IN*. Alors
H#(BP) = P

En d’autres termes, il y a n? p-listes de E, ou une p-lise de E est un (z1,...,zp) de EP.

Définition: Soit F un ensemble fini et p € IN*. Un p-arrangement de E est une p-liste
de E d’éléments deux a deux distincts :

(x1,...,2p) € EP est un p-arrangement <= Vi # j,x; # x;.

Proposition: Soit E un ensemble fini de cardinal n et p € IN*. Il y a exactement
n!

m p-arrangements si p < n et 0 si p > n.

Dans la preuve précédente, on a utilisé principe des bergers :

Lemme (principe des bergers): Soit f : E — F surjective telle que
3k, Yy € F#(F71({-1}) =k

En d’autres termes, tous les éléments de F' ont le méme nombre d’antécédants.
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2333 Dénombrement MP2I

Si F' est fini, alors
#E =k #F.

|
Proposition: Soit F un ensemble fini de cardinal n. Il y a n! permutations de E.

|
Définition: Soit £ un ensemble fini et p € IN*. Une p-combinaison de E est une partie
de FE de cardinal p.
Proposition: Soit E fini de cardinal n et p € IN*. Il y a exactement (n) parties de

p

E de cardinal p.

|
Corollaire: .

Y(n,p) € N2, ( ) € IN.
p
O
Proposition: Soit E et F' deux ensembles finis. Alors FF est fini et
#(FF) = (#F)*E.
|
Proposition: Soit E fini de cardinal n. Alors #2(E) = 2".
|
3 Preuves combinatoires
Proposition:
eenem (M =( ™).
k n—k

|

Proposition:
n+1 n n
vesn ()= Gy + ()
ST ) Thad T
|
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23.3 MP2I

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau, (a,b) € A? tel que a x b= b x a. Alors

Vn € N*, (a +b)" = 2”: (Z)akbnfk.
k=0
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CHAPITRE

24

GROUPE SYMETRIQUE

Définition: Soit n € IN*.
Le groupe symétrique est noté S, : 'ensemble des permutations de [1,n] muni de o.

#5m =

1 Mise en situation
BON MELANGE D'UN JEU DE CARTES :

Soit un jeu neuf de N cartes. On procéde & un mélange par insertion : on place la carte qui
est au-dessus n’importe ot dans le paquet, étape que I’on répéte ¢ fois.

Pour quelles valeurs de t obtient-on un jeu bien mélangé ?

Modélisation : On numérote les cartes de 1 & N dans l’ordre initial du jeu.
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24.1 Groupe symétrique MP21

W
N

NELNERNEN

insertion l insertion
I e , =
id € Sy, Yk € Sn Y ©Ye € Sn

On peut modéliser par un arbre le mélange dont les noeuds sont des permutations des éléments
de Sn.

A

2
=

=

/N

L2 2
w N

:

t fois

On dit que le jeu est bien mélangé aprés ¢ insertions si chaque élément de Sy est une feuille
de cet arbre et la probabilité d’obtenir cette permutation est ﬁ

Avec N =4, on a

1 2
) 2 1
7 =id 2= 3 =
4 4
1 3 1 4
_ 2 1 2 1
V= g 2 7= g 9
4 4 4 3

Avec k =2et £ =1,

Y29 Y10

=W N =

5{%@»4[0
ﬁ(%www
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24.2 Groupe symétrique MP21

Avec k=2et £ =2, 0n a

1 2 1
2 . 1 . 2
3 3 3
4 4 4
Et aveck=2et /=3, 0n a
1 2 1
2 . 1 . 3
3 3 2
4 4 4
1—1
23
Y2073 31— 2
4—4

Est-ce-que toute permutation peut s’écrire comme un produit des vy avec k € [1,N] ?

2 Cycles

ReEMARQUE (Notation):
Soit o € S,,.
o:[1,N] — [1,N]
* sig=1
* sit=2
i —>

* sii= N.

On écrit plutot

REMARQUE:
Avec N =4 et
(1 2 3 4
7=\4 1 3 2
Avec N = 8 et
(1 2 3 4 5 6 7 8
7=\2 4 1 5 3 7 8 6
/—@
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24.2 Groupe symétrique MP21

Définition: Soit o € Sy et z € [1, N].
L’orbite de x pour o est
{z,0(2),0%(),...} = {o*(a) | i € V).

o = id,

A1 . L’orbite de x est
o #id.

On note l'ordre d de o : si o # id, {

{z,0(),...,0¢  (2)}.

Les orbites de o partitionnent [1, NJ.

Définition: Soit v € Sy. On dit que v est un k-cycle si v a N — k points fixes et les
k autres éléments sont dans une méme orbite.

REMARQUE (Notation):
Soit v un k-cycle tel que y(x) # z. On note

1=(z @ ) - Y l=)-

Définition: Soit o € S,,. Le support de o est

Supp(o) = {z € [1,n] | o(x) # «}.

Théoréme: Toute permutation de S, est une composée de cycles a supports disjoints
et ces cycles sont uniques.

Proposition: Soit 7 un k-cycle.

Alors lordre de 7 est k :

vF=id
Vee 1, k—1],7 #id
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24.4 Groupe symétrique MP21

Proposition: Soit v = (a1 ak) un k-cycle et o € Sy,. Alors

oyot = (o(@) - olar))

est un k-cycle.

|
3 Transpositions
Définition: Une transposition est un cycle de longueur 2 : (a b) avec a # b.
H Théoréme: Toute permutation se décompose en produit de transpositions.
|
4 Signature d’une permutation
Définition: Soit o € S,,.
Un inversion de o est (4,4) € [1,n]? tel que i < j et (i) > o ().
La signature de o, notée (o) vaut (—1)* ou k est le nombre d’inversions de o.
Proposition: Soit 7 un transposition. Alors () = —1.
|
Théoréme: & : (Sp,0) — ({—1,1}, x) est un morphisme de groupes.
|
Définition: On dit qu'une permutation o est paire si (o) = 1, impaire si (o) = —1.
Proposition — Définition: On note
Ap ={0 € Sn|e(o) =1}
C’est un sous-groupe de S, : on 'appelle groupe alterné.
|
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24.4 MP2I

REMARQUE:
]
#A, = % En effet :

An — {0 € Sn | (o) =1}
U>—>(1 2)0

est une bijection.
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CHAPITRE

25

SERIES NUMERIQUES

1 Défintions et premiéres propriétés

Définition: Soit (un)nen € CN. La suite des sommes partielles associée & (uy,) est

n
Vn €N, S = ug.
k=0

Etudier la série des (uy), c’est étudier la convergence de la suite (S,).

On dit que la série Y u, converge si (Sy) converge. Dans ce cas, liIJIrl Sn est notée
n—r oo

—+o0
Z un, et on Pappelle la somme de la série, et la suite définie par
n=0
—+ o0
VneN,Rn= Y u
k=n+1

est appelée suite des restes partiels.

Proposition: Soit (v,,) € CN.

La série > (vp4+1 — vn) converge si et seulement si (vy,).

Proposition: Soit ) u, une série.

SI > uyn converge ALORS un — 0.
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25.3 Séries numériques MP2I

REMARQUE:
La réciproque est FAUSSE.

REMARQUE:
Avec les notations précédentes, si up, —/— 0, alors > u, diverge. On dit qu’elle diverge
grossiérement.

2 Séries a termes positifs

n
Proposition: Soit (un) € (]R"")]N. Alors (Z uk> est croissante.
k=0 neN

Théoréme: Soient u et v deux suites réelles telles que

Vn € N, [0< un | < on.

1. SI >~ vn converge, ALORS >~ un converge

2. S1 > un diverge, ALORS > v diverge.

Corollaire: Soient u,v deux suites réelles POSITIVES telles que u = O(v).

1. Si Y vy, converge, alors > u, converge.

2. Si Y wun diverge, alors Y vy, diverge.

Théoréme: Soient u et v deux suites réelles POSITIVES telles que u = o(v).

1. Si Y- vy, converge, alors > u, converge.

2. Si Y wun diverge, alors ) vy, diverge.

Théoréme (régle des équivalents): Soient u et v deux suites réelles POSITIVES telles
que u ~ v. Alors
> un converge <= Y v, converge.
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25.5 Séries numériques MP2I

3 Comparaison avec une intégrale
Théoréme: Soit a € R.
1
Z — converge <— a>1
n(!

Dans ce cas, on note

+oo 1
C(a) = Z et
n=1

n
|
Théoréme: Soit f : [a, +oo[— R continue, décroissante de limite nulle, avec a € IN.
Alors,
n
Z f(n) converge <= (/ f(z) dm) converge.
n>a 2 n
|

4 Opérations sur les séries

Proposition: L’ensemble E = {u € C™ | 3 u,, converge} est un sous-espace vectoriel
de CN et

S:E—C
—+ o0
u»—>Zun
n=0

est une forme linéaire. O

REMARQUE:
La somme d’une série convergente et d’une série divergente diverge. Le produit d’une série
divergente par un scalaire non nul diverge.

5 Séries absolument convergente

Théoréme: Soit (un) € CN. ST 3 |uy| converge, ALORS 3 uy, converge.

REMARQUE:
(L
La réciproque est FAUSSE. On a vu en exercice que la série harmonique alternée Z —
n
I
converge vers In 2, alors que Z o diverge. =

Définition: Soit u € CN. On dit que 3" u,, converge absolument si > |uy| converge.
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25.7 Séries numériques MP2I

On dit que Y uy est semi-convergente si

> un converge,
> Jun| diverge.

Corollaire: Soit u e CN et v € (]R*)]N telles que u = O(v).

Si v, converge, alors un converge absolument. O
b

6 Séries alternées

Théoréme: Soit u € (]R+)]N décroissante de limite nulle. Alors > (—1)"u, converge.

Proposition: Soit v une suite de signe constant telle que (\un|)n est décroissante de
limite nulle. Alors, > (—1)™u, converge et

Vn € N, Ry, est du signe de (—1)"tlu, 11 et |Rn| < |un|

7 Résumé et exemples
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8LT

Uy

n—+oo

07

upn de signe
constant a partir
d’un certain rang ?

On remplace (up)
par un équivalent
plus simple

— wn = O(vn)
‘o] X wn diverge?

> un alternée
(lunl) — 0
(\un \) décroissante

2

Comparer avec une intégrale

vn = O(wn)

NON

3 |un| converge ?

On forme un dévelop-
pement asymptotique
de un

LG¢

S

sonbrouwmu SoLIY

16diN



25.8 Séries numériques MP2I

8 Applications
8.1 Formule de Stirling

Proposition: On a :

n—-+oo e
|
8.2 Développement décimal
Proposition: Soit (an)nen telle que
ag € Z,
Vn > 1,an, € [0,9]
La série Z An converge
10 £
|
Définition: Soit z € R. On dit que = admet un développement décimal si
+oo @
N o n
3ao € Z, (an)nz1 € [0,9]Y ;2 =) o
n=0
Théoréme: Tou réel z € [0, 1] admet un développement décimal :
Z‘” [10™z] — 10 Llon a
|

Théoréme: Soit z €]0, 1[.

1. Si z n’est pas décimal (i.e. on ne peut pas I’écrire comme P/10™ avec p € Z et
n € IN), alors z a un unique développement décimal.

2. Si x est décimal, alors = a exactement 2 développements décimaux :
— il y en a un ou, a partir d’un certain rang, tous les chiffres sont nuls,
— et un autre ou tous les chiffres sont égaux & 9 & parir d’un certain rang.

REMARQUE:
4
Avec x = 0,5454 ..., 100x = 54,5454 ... = 54 + z. On a donc = = Z—g
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25.8 MP2I

Avec x = 0,987123123..., 0on a

987
z=——+0,000123...
1000
987 1
=_— +_—(0,123..))
1000 103 = —2
y
123 987 + 128
On a 1000y = 123 + y et d =" etd =999
n a Yy Yy e onc y 999 & onc r 1000

8.3 Exponentielle
Proposition:

+o0 P
= T
V$€R,E oy e
n=0

Proposition:

n

+ooz

— o

VZGC,E n!_e
n=0
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CHAPITRE

26
DETERMINANT

1 Motivation

Soit E un espace vectoriel de dimension n, = (e1,...,en) une base de E.

Soit ¢ = (u1,...,un) une famille de E. On souhaite trouver un “calcul” sur les coordonées

des vecteurs de ¢ qui nous dira si % est un base ou non de FE.

REMARQUE:

/
Matg (%) = (z §/>

2 Définitions

dit que f est multilinéaire si
Vi € [1,n] ,Y(u1, ... tui1, U1, un) € EPTL

— K

P’application
> f(u1, e Wi 1, Uy Uit 1, -5 Un)

On dit que f est antisymétrique si

Vi < §,V(u1,...,un) € E",
FUt, oo U1, Wy Ui 15+ vy Uy Uy Ujpe 1 - - - 5 Un)
= —f(U1, Ui, Wiy Ui Ty - - U1, Uy U 15 - - - 5 Un )

On dit que f est alternée si

V(ulv---aun) EE”7(3i<jaui:uj = f(ulv---7u7t):0)-

Définition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension n < +oo et f: E” — K. On

est linéaire.
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26.3 Déterminant MP2I

Proposition: Soit IK un corps tel que 141 # 0, E un K-espace vectoriel de dimension
n et f: E" — K une forme multilinéaire.

Alors,
f alternée <= f antisymétrique.

Dans le reste du chapitre, KK est un corps avec 1+ 1 # 0.

Théoréme: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. L:Lensemble des formes
multilinéaires alternées de E est un sous-espace vectoriel de K®") de dimension 1.

Définition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et # = (e, ..., en) une base

de E.
Il existe une unique forme f multilinéaire alternée sur F telle que f(e1,...,en) = 1. Elle

est donnée par la formule

Y(ut,...,un) € E", f(ui,...,un) = Z e(o) H Ao (5),
j=1

gESn

ou
Vi, j, a;,j est la i-éme coordonnée de u; dans la base #.

Cette application est appelée déterminant dans la base # et noté detg.

Proposition: Soient Z = (e1,...,en) et € = (u1,...,un) deux bases de E. Alors
detey = detg(er,...,en) detg
i.e.
V(vi,...,vn) € B, detg(vi,...,vn) = detg(el,...,en) detg(vi,...,vn).

REMARQUE (notation):

Avec les notations précédentes, on note detg (%) au lieu de detg(u1,...,un).

Corollaire: Avec les notations précédentes, detg (%) # 0 et

detz (%) = (et (8)) ™!

Théoréme: Soit # = (e1,...,en) une base de E, € = (uq,...
(i.e. € n’est pas libre). Alors detg (%) = 0.
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26.4 Déterminant MP2I

3 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition: Soit f € £ (E), = (e1,...,en) une base de E. Alors,

IN€EK, V(uy,...,un) € E, detg (f(u1),..., f(un)) = Adetg(ui,...,un).

Proposition: Soit f € Z(E), # et € deux bases de E. Soient (A, u) € K2 tel que

detgs (f(ur), ..., f(un)) = Adetag(us, ..., un),

Uk seen) SR {det% (F()y- s F(n)) = pddetig(ua, .. ., un).

Alors, A = p.

Définition: Soit f € Z(E). Le déterminant de f est le seul scalaire vérifiant,
V% base de E, V(u1,...,un),detyz (f(ul), S ,f(un)) = Adetg(ui,...,upn)

et on le note A = det(f).

REMARQUE:
Sin =2,
Aire(f(u1), f(uz2)) = det(f) Aire(u1, u2).

Proposition: Soient f et g deux endomorphismes de E. Alors,

det(f o g) =det f x detg.

Corollaire: Si f € GL(E), alors det(f) # 0 et det(f~1) = det(f)~*.

Proposition: Soit f € Z(FE). On suppose f & GL(E). Alors det(f) = 0.

4 Déterminant d’une matrice carrée

Définition: Soit A = (a;,;)1<i<n € #n(K).
1<j<n
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26.4 Déterminant MP2I

Le déterminant de A est

ailr - aln "
det(A) =| . L= Z e(o) H Ao (5),j
an1 20e @ og€Snp g=il
Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, & = (e1,...,en) une
base de E, (u1,...,un) € E™ et A= Matg(ui,...,un).
Alors,
detg(ui,...,un) = det(A).
Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, 8 = (e1,...,en) une
base de E, f € Z(E) et A= Matg(f). Alors, det(A) = det(f).
|
Proposition: Soit (A, B) € ., (K)?.
det(AB) = det(A) det(B).
|
Proposition: Soit A € ., (K).
A € GLy(K) <= det(A) #0
Dans ce cas, det(A™1) = det(A4) L. O
Proposition:
VA € M (K),det(*A) = det(A).
|
Proposition: Soit A € .#,(K), C une opération sur les colonnes et A’ la matrice
obtenue en appliquant C sur les colonnes A.
1. Si C =c; «— c;j (avec i # j), alors det(A’) = — det(A).
2. Si O = ¢; +— Ac;, alors det(A’) = Adet(A).
3. Si C =¢; +— ¢; + A¢j (avec i # j), alors det(A’) = det(A).
|
Corollaire: Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients
diagonaux.
|
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26.5 Déterminant MP2I

Proposition: Soit A € .4, (IK), L une opération sur les lignes, A’ la matrice obtenue
en appliquant L sur les lignes de A.

1. Si L =4¢; «— £; (avec i # j), det(A’) = — det(A).

2. Si L =4£; «+— \;, det(A’) = Adet(A).
3. Si L =10; +— £; + X\ (avec i # j), det(A") = det(A).

5 Développement suivant une ligne ou une colonne

Proposition (Laplace): Soit A = (a;;) € Mn(K).

Vj € [1,n], det(A) = > (1)t a; jm, ;
i=1

ot m; ; est le mineur d’indices (4,7), i.e. le déterminant de la matrice obtenue en sup-
primant la ligne i et la colonne j de la matrice A.

n
Vi e [[lan]] ) det(A) = Z(_l)i+jai,jmi,j'

j=1
O
Proposition (Vandermonde): Soient (ai1,...,an) € K".
2 =1
1 a1 a% ceaf .
1 a2 a3 -+ ay
. . = H(CLJ 047,)
. . ji<i
n—1
1 an aj oo @y
|

Proposition — Définition: Soit A € ., (K), et com(A) la comatrice de A : c’est la
matrice o
((_I)H—J mi,j)1g¢7jgn
ot my,; est le mineur d’indices (7, ) de A.
On a
A'tcom(A) = fcom(A) A = det(A) I,.
Si det A # 0, alors

1
A7l=—— ¢ A).
dea) o
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REMARQUE:
En pratique, on n’utilise jamais cette formule pour trouver A~! (sauf si n = 2).

Retour sur la diagonalisation

Soit A € M, (K). On cherche P € GLy, (K) telle que

A1

- . (0)
PAP = @
An

Soit f € ZL(K") telle que Matz(f) = A ou A est la base canonique de K™. On cherche
€ = (u1,...,un) € K" telle que
AN, flui) = Niug

INeK, Ju#0, f(u) =Au
<= I\ eK, Ju#0, uec Ker(f — Aidgn)
<= I\ € K, f — Aidgn n’est pas injective
<— I\ €K, f— Nidgn & GL(K")
<IN €K, det(A —idgn) =0
<— N eK, det(A — A1) =0

polynéme caractéristique de A
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CHAPITRE

27
ESPACE PROBABILISE FINI

1 Définitions

Définition: Soit €2 un ensemble fini. Une probabilité sur €2 est une application
P:2(Q) —[0,1]
telle que
1. P(2) =1,
2. VA, Be (W), AhB=@ — P(AUB) = P(A) + P(B).
Dans ce cas, on dit que (€2, P) est un espace probabilisé.

Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé.

L’ensemble 2 est appelé univers, les singletons {w} avec w € € sont appelés événe-
ments élémentaires, les parties de € sont appelées événements, & est appelé événement
impossible et 2 est appelé événement certain.

Soient A, B € Z(2). On dit que A et B sont incompatibles si AN B = &.

Proposition: Soit Q@ = {wi,...,wn} un ensemble de cardinal n et (p1,...,pn) €

n
[0,1]™ tel que Zpi = 1. Il existe une unique probabilité P sur Q2 que
i=1

Vi € [1,n], P({wl}) = p;.
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27.2 Espace probabilisé fini MP21

Lemme: Soit P une probabilité sur © et (A;)1<i<n une famille d’événements 2 a 2

incompatibles. Alors
n n
P (U Ai> =Y P(A).
p=Il =il

|
Proposition: Soit P une probabilitésur 2.
1. P(9)=0;
2. VA,Be (), ACB = P(A) < P(B);
3. VA,Be #2(Q), P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
|

2 Probabilité conditionnelle

Proposition — Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé et A € 2(Q) tel que
P(A) #0.

L’application
2(Q) — [0,1]

P(ANX)

X — P(A)

est une probabilité. Elle est notée P4 et est appelée probabilité sachant A.

Elle est parfois notée P(A | B).

|
Proposition: Soit (€2, P) un espace probabilisé et A € Z2(Q) tel que P(A) # 0.
VX € 2(Q), P(ANX) = P(A) Pa(X).
O
Proposition: Soit (2, P) un espace probabilisé, A € 2() tel que P(A) € ]0, 1].
VX € 2(Q), P(X) = P(A) Pa(X)+ P (A) Pz(X).
Pa(X 2
pay—4 _ _
Pa(X) — X
P(A
|
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Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé. Un systéme complet d’événements est
une partition de Q.

Proposition (probabilités totales):

Soit (€2, P) un espace probabilisé, (A;)1<i<n un
systéme complet d’événements tel que

Vi € [1,n], P(A;) > 0.
Alors,

Vz € 2(Q), P(X) = zn: P(A;)Pa,(X).
=1

Proposition (probabilités composées): Soit (€2, P) un espace probabilisé, (A4;)i1<i<n
des événements tels que

P(Alﬁ”'ﬂAn,l)#O.

Alors,
P(A1 n---N An) = P(Al) PA] (Ag) PAlﬂAg (Ag) cee PAlﬁ-uﬁA",l(An)
PAl (AQ) Az
Ay
P(A1)
PA1 (AQ) AQ
P(Aq _
(A1) i

Proposition (Bayes):

Soit (§2, P) un espace probabilis¢, A, B € Z(Q) tels que P(A) #
0 et P(B) €10,1[.

pacs) — Peld) P(B) Pp(4) P(B)

P(A)  Pg(A)P(B)+Pg(A)P(B)
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REMARQUE:
On appéle P4 (B) la vraissemblance (likelyhood en anglais), P(A) la probabilité a-priori (prior
distribution), et Pg(A) la probabilité a-posteriori (posterior distribution).

Proposition (Bayes): Soit (€2, P) un espace probabilisé et (Ag)recx un systéme com-
plet d’événements tel que
Vk € K, P(A) # 0.

Soit X € () tel que P(X) #0. On a
Pa, (X) P(Ag)

Vk € K, Px(Ag) = Sicx Pa, (X)P(A;)"

3 Evénements indépendants

Définition: Soient A et B deux événements d’un espace probabilisé (£2, P). On dit
que A et B sont indépendants si

P(AN B)= P(A) P(B).

REMARQUE:
L’indépendance d’événements au sens mathématique n’est pas la méme chose que 'indépen-
dance dans le sens commun : elle dépend de la probabilité utilisé!

Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé et (A4;);cr une famille finie d’événements.
1. On dit que ces événements sont 2 & 2 indépendants si
Vi#Jj, P(AiNAj) = P(Ai) P(4A;)

2. On dit qu’ils sont mutuellement indépendants si

vJ € 2(I)\ {2}, P( N A]-) =[] P4y

jeJ jeJ

Proposition: Soit (2, P) un espace probabilisé et (A;);c; une famille d’événements
mutuellement indépendants. Soit J € &(I) et on pose

A; siieJ

Viel, B; =
! ‘ {Ai sinon.

Alors, (Bj)icr est une famille d’événements mutuellement indépendants.
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CHAPITRE

28

SOUS-ESPACES AFFINES D’UN
ESPACE VECTORIEL

1 Espace affine (HORS PROGRAMME)

MOTIVATION GEOMETRIQUE :

Dans les petites classes, la géométrie du plan distingue deux types d’objets élémentaires :
— le point
— le vecteur

reliés par la notion de translation.

Par exemple, une droite peut étre décrite avec un point et un vecteur :

Soit K un corps.

Définition: Un K-espace affine est un triplet (E7 E,T) ou

— FE est un ensemble;

—
— F est un K-espace vectoriel ;
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28.2 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel MP21

— T:EXE*)Etelleque
VM € E, (M, 0) = M,
VM € E, Y (T, T) eEQ,T(T(M,m,v) =7 (M, 7 +7),
Y(A,B) € E2, 3% € E, 7 (A, @) = B.

Les éléments de E sont appelés points, ceux de E vecteurs.

— = o g 5
Pour tout w € E, l’application
E — FE
M — 7 (M)
est la translation de vecteur .

En général, pour M € E et U € E, au lieu d’écrire 7 (M + U),_o)n écrit M + . Soient
(A, B) € E%. L’unique vecteur ¥ tel que A+ U = B est noté AB = B — A.

Proposition: Soit £ un K-espace vectoriel. Alors (F, E, +) est un K-espace affine. [

Proposition: Soit (E, E,T) un K-espace affine. Si E # @,

E’:{E\(A,B)GE’}.

REMARQUE:
On a méme démontré que, pour tout A € E, I'application

gpA:E—>E
T A+ T

est bijective. On dit qu’on a vectorialisé F au point A :

M+ N:= A+ AM + AN
AN := A+ \AM

Proposition: Soit (E, E, 'r) un IK-espace affine.
1. VA€ B, AA=T10;

2. VA,B,C € E, AB+ BC = AC;
3. VA,Bc E, BA=—AB.

2 Sous-espaces affines
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28.3 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel MP21

Définition: Soit (E, E, 7') un K-espace affine et F' € Z(E) \ {o}.

Pour tout A € F', on pose FX = {A‘é | Be F} On dit que F est un sous-espace affine

de (E, ﬁ, 7') s'il existe A € F' tel que FZ est un sous-espace vectoriel de E.

R
Proposition: Avec les notations précédentes, <F7 Fy, T|Fxﬁ> est un espace affine.

|

Proposition: Soit F' un sous-espace affine de (E', E, T). Alors
V(A,B) € F2, Fa = Fp.

|
Corollaire: Soit f € Z(E,F)etye€F.
Les solutions de I’équation f(z) = y est un sous-espace affine de direction Ker f. O
Proposition: Soit (F;);cr une famille de sous-espaces affines de F'. Alors, ﬂ F; est

iel

soit vide, soit un sous-espace affine de F.

De méme que pour les groupes et les espaces vectoriels, on peut définir le sous-espace engendré
par une partie de E.

Proposition — Définition: Soit A € &(E). Le sous-espace affine engendré par A est

N F.

F sous-espace affine de E
ACF

C’est le plus petit (au sens de 'inclusion) sous-espace affine contenant A.

REMARQUE:
Si E est un K-espace vectoriel et F' un sous-espace affine de E, alors

VAeF,F=A+F={A+7% |7 € F},
F sous-espace vectoriel de E.

3 Parallélisme et hyperplans

Définition: Soit (E, ﬁ, T) un espace affine, F' et G deux sous-espaces affines de E.

-

1. On dit que F' et G sont fortement paralléles si F = é’
2. On dit que F' et G sont faiblement paralléles si F' C 6"

— —
ou G C F.
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—

(b) parallélisme faible

(a) parallélisme fort

Définition: Soit F' un sous-espace affine de (E, E, 7'). L’espace
F= {,ﬁa’ |A,Be F}

est appelé direction de F.

On dit que N
— F est une droite affine si_) F' est une droite vectorielle,
— F est une plan affine si F' est un plan vectorielle,
— F est une hyperplan affine si F' est un hyperplan vectorielle.

4 Repére affine

Définition: Soit F' un sous-espaca affine de E. Un repére dg F est la donnée d’un point
A € F (“l'origine du repére”) et d’une base 2 = (€;)icr de F' (“vecteurs direction”).

Proposition — Définition: Soit F' un sous-espace affine de E, et Z = (A, e1,...,én
un repére de F. Alors, pour tout B € F,

(M, ) EK®, B=A+ Y Nl
o=l

On dit que (A1,...,An) sont les coordonées de B.

REMARQUE:
Les solutions d’un probléme linéaire forment un espace sous-affine de direction les solutions

du systeme homogeéne associé.
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CHAPITRE

29
PRODUIT SCALAIRE

Dans ce chapitre, E désigne un IR-espace vectoriel.

On sait déja calculer le produit scalaire en dimension 2 et 3 mais 1’objectif de ce chapitre est
de le généraliser en dimension potentiellement infinie.

1 Définitions

Définition: Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie po-
sitive :

fEXE—R

1. Y(u1,u2,v) € E3 ¥(a, B) € R, f(auy + Buz,v) = af(u1,v) + Bf(uz,v), (bilinéaire)

2. Y(u,v) € B2, f(u,v) = f(v,u), (symétrie)
3. Yu € E, f(u,u) >0, (positive)
4.Vu € E, (f(u,u) =0 < u=_0g). (définie)

On dit alors que (E, f) est un espace préhilbertien. Si, de plus, E est de dimension finie,
alors on dit que (E, f) est un espace euclidien.

En général, on note (u | v), (u,v) ou (u | v) a la place de f(u,v).

REMARQUE:
Meéme si elle est utilisée (notament au lycée), la notation u - v est dangeureuse car elle peut
étre facilement confondue par la multiplication.

Définition: Soit (E, (- | -)) un esapce préhilbertien. Soit = € E.

La norme (euclidienne) de z est

Viz | z) = [lz|.
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29.3 Produit scalaire MP2I

Proposition: 1. Ve € E, ||z| =0 <= =z =0g (séparation)
2. Yo € E, VA €R, ||[Az| = |A| ||z (homogénéité positive)

3. Y(z,y) € E?, ||z + vyl < ||=|| + |yl (inégalité triangulaire)

O

L’inégalité triangulaire sera prouvée dans la suite du chapitre (paragraphe 2.).

Définition: Soit (z,y) € E2. On dit que z et y sont orthogonaux si (x | y) = 0. On
note cette situation x L y.

2 Quelques formules

Dans ce paragraphe, (E7 (D) ) est un espace préhilbertien.

Proposition: Soient z,y € E.
Ll +yll* = [z + llyl* + 2 (= | ).
2. o+ yll® + llz — ylI> = 2(ll=lI* + lly]1?)- (identité du parallélogramme)
3. (zly) = § (lz+yl* Iz —yl?). (polarisation)
|
Théoréme (inégalité de Cauchy—Schwarz): Soient z,y € E. Alors
| Ly | < llzll Iyl
et
[(@]y)|=llzll lyll <= = et y sont colinéaires.
|
Corollaire (inégalité triangulaire): Soit (z,y) € E2.
L fle+yll < =]l + llyll-
2. |lz+yll = llzll +llyll <= INERT, (z =y ou y=z).
|

3 Familles orthogonales

Théoréme (Pythagore): Soit (z,y) € E2.

Iz +yl? =zl + Iyl <= = Ly.

196



29.3 Produit scalaire MP2I

Définition: Soit (e;);er une famille de vecteurs. On dit que cette famille est orthogo-
nale si

Vi 75‘761 1 €j.
Si, en plus, on a
Vi €I, |lei]| =1,

alors on dit que la famille est orthonormale ou orthonormée.

Proposition (Pythagore): Soit (e1,...,ey) une famille orthogonale. Alors
n 2 n
2
Dol =D lell®
i=1 i=1

Théoréme: Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Algorithme (Orthonormalisation de Gran—Schmidt): On suppose E de dimension
finie. Soit & = (e1,...,en) une base de E.
— Etapel : On pose v1 = A

llexll

de sorte que ||vi|| = 1.

— Etape2 : On pose
ug = ez — (e2 | v1)vi.

Ainsi,
(uz | v1) = (e2 — (e2 | v1) v1 | v1)
= (e2 | v1) — {e2 | v1) {v1 | v1)
=0.
u2
On pose v2 = m donc vy L vy et |Jv2] = 1.
u2

— FEtape3 : On pose
ug = e3 — (ez | v1)v1 — (e | v2) va.
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Ainsi,
(us [ v1) = (es | v1) — (e3 [ v1) {v1 | v1) — (es | v2) {v2 | v1)
=1 =0
=0
et
(us | v2) = (e3 | v2) — (e3 [ v1) (v1 | v2) —(e3 | v2) (v2 | v2)
=0 =1
=0.
u3
On pose vz = m de sorte que vz L v1, v3 L vy et ||vg] = 1.
u3

— FEtapei + 1 : On pose
1
Uip1 =eip1— D (€iy1 | vE) vk
k=1
Ainsi, pour tout j € [1,¢], on a
(it1 | v5) = (eir1 [ vj) = D (eiva [ vi) (vk | v5)
k=1

2
= (eit+1 ‘ ’U]'> — (ei+1 | 'Uj> ”U]”

=0.
-
On pose v;4+1 = iaial g
llwira ]
Proposition: Soit # = (e1,...,en) une base de E et ¢ la base obtenue par le procédé

d’orthonormalisation de Gram—Schmidt. Alors,

Vi € [1,n], Vect(ei,...,e;) = Vect(vi,...,v;).

O
Corollaire (théoréme de la base orthonormée incompléte): Soit (eq,...,e) une base
orthonormée d’un espace euclidien. On peut trouver eyt 1, ..., en telsque (e1, ..., €k, €xt1,-- -
soit une base orthonormée de E.
|
Théoréme: Soit E un espace euclidien et Z = (eq, ..., en) une base orthonormée de

E. Soit (z,y) € E2. On pose (1,...,2n) € R™ et (y1,...,yn) € R™ tels que

n n
T = E Ti€4 Y= § Yi€i.
i=1 i=1
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29.4 Produit scalaire MP2I

Alors
n
(@|y) =D iy
i=1
xr1 Y1
Soit X = : et Y = o |. Alors,
In Yn
(@ly)=X"Y.
|
Proposition: Soit E un espace euclidien et % = (e, ..., en) une base orthonormée
de E. Alors,
n
VacEE,ac:Z(x|ei)ei.
i=1
|
4 Projection orthogonale
Dans ce paragraphe, (E7 - | )) est un espace préhilbertien (de dimension quelconque).
Définition: Soit A € Z(E). L’orthogonal de A est
At ={u€cE|VYac A, alu}
Proposition:
VA € P(E), AL est un sous-espace vectoriel de E.
| |
Théoréme: Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors
FoF-=E.
| |

Définition: Dans le conditions précédentes, FLoest appelé le supplémentaire orthogo-
nal de F.

La projection sur F' parallélement & Ft oest appelé projection orthogonale sur F'. On la
note pr.
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29.4 Produit scalaire MP2I

Proposition (inégalité de Bessel): Soit F' de dimension finie. Alors,

Vz € B, [pr (@) < [l

|
Définition: Soit A € Z(F) non vide et € E. La distance de x & A est
d(z, A) = inf ({||lz —a || | a € A}).
A
Théoréme: Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et x € E. Alors,
d(z, F) = [l = pr(2)|.-
|
Proposition: Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et Z = (e1, ..., €ep)
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une base orthonormée de F'. Alors,

P
Ve € E, pp(z) = Z (z | ;) €;.

i=1
|
Proposition: Soit F' un sous-espace vectoriel de £ de dimension finie. Alors,
1
(F5) =F.
|

5 Annexe

Dans ce chapitre, beaucoup des résultats ne seront pas prouvés, et sont, en grande majorité,
hors-programme (pour l’année de MP2I).

.1 Produit vectoriel
Théoréme (Riesz): Soit (E, (- | -)) un espace euclidien. L’application

p: E— E*
ar—(a|-)

est un isomorphisme.

Ici, E = R® muni de son produit scalaire canonique.

Définition: Soient u et v linéairement indépendants dans E. Soit Z = (e1,e2,e3) la
base canonique de E.

L’application

f:EFE— R

w — detg(u, v, w)
est linéaire. D’apreés le théoréme de Riesz,
Fa€E, f=(al").
On considére un tel vecteur a € E. Donc,

Yw € E, detg(u,v,w) = (a | w).

On en déduit que

(u,v,w) base de E <= (a | w) #0
<~ w fa.
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Comme a [ a, (u,v,a) est une base de E. a est le produit vectoriel de u et v et est noté
u A w.

Yw € E, detg(u,v,w) = (uAv | w).
N———

produit mixte
noté [u,v,w]

Proposition: Soit (u,v) € E? avec u et v linéairement indépendants.

1. (uAv) L u;
2. (uAv) Lo,
3. (u,v,u Av) est une base directe (i.e. det(u,v,u Av) > 0);
4. |lu Aol = flull lo]] sin(w;v).
|
Proposition: Soient u = (a,b,c) et v = (a, 3,7). Alors,
uAv = (by — cB,ac —vya,aB — ba).
|

5.2 Calcul différentiel

Définition: Soit f : D € R®™ — R ou D est un ouvert. Soit a € D. S’il existe
Ly € Z(R™,R) telle que

Vh € R™ avec ||h|| assez petite, f(a+ h) = f(a) + La(h) + o (||h]])

alors on dit que f est différentiable en a et ¢, est la différentielle de f en a. Si c’est le

cas, alors
ga € R", Vh, ea(h) = <ga | h> o

On dit que g, est le gradient de f au point a.

Donc,

fla+h) = f(a) ~(ga | h).

Les résultats vus au chapitre 22 peuvent se retrouver avec cette nouvelle définition du gradient.

5.3 Séries de Fourier

Soit E un C-espace vectoriel de dimension infinie et (- | -) une application de E? dans C
vérifiant
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linéarité a gauche;

V(u,v) € B2, (v | u) = (u | v); (symétrie hermitienne)
Vu € E, (u|u) >0;

Yu€eE, (u|lu) =0 <= u=0g.

B Wb e

Proposition: (| -) est semi-linéaire a droite :

(u | o + Buw) = & (u | v) + B (u | w).

(- | -) est donc sesquilinéaire.
(-| -) est dit produit héermitien.

Définition: Soit B = (en)nez une famille de E. On dit que A est une base hilber-
tienne si
400
Ve € E, 3 (cn)nez, T = Z Cn@rmf
n=—oo
i € Z, lleall = 13
Vp # q, (ep | eq) = 0.
Dans ce cas, ¢cn = (z | en).
5.4 Espace-temps de Minkowsky
On modélise I'espace-temps par F = ]R4; c’est un espace affine et on y crée un “produit

scalaire” (en utilisant une “norme”) :
9(z,y,2,t) = & +y* + 2> — .
On en déduit que
<(ac, v, z,t) | (2,1, z’,t/)> =zx' +yy + 22 — At
Ce “produit scalaire” n’en est pas vraiment un : il est bilinéaire, symétrique Mals pas positif.

(z,y, z,t) isotrope <= z2 + 2 + 2% = 22,
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29.5 MP2I

cone de lumiere

Toute information contenue dans le céne passé nous est accessible; s’il est sur sa surface, il
faut que 'information y voyage a la vitesse de la lumiére. Par contre, comme le temps n’est
pas symétrique, on ne peut pas voir 'information future.
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CHAPITRE

30
INTEGRALE DE RIEMANN

1 Intégrale d’une fonction en escaliers

Définition: Une subdivision du segment [a, b] est une suite finie a = 29 < z1 < 2 <
oo & {Bp =

|_ | | | —l
I— 1 xr2 r3 T4 x5 J
@ b

REMARQUE (Notation):
Dans ce chapitre, 'ensemble des subdivisions de [a, b] est noté &, p).

Définition: Soit f : [a,b] — R.

On dit que f est en escalier s’il existe o = (zo,...,2n) € &[4 et (co,...,cn—1) € R"
tels que
Vi€ [0,n —1], V& €]z, zir1[, f(z) = c.

On dit alors que o est adaptée a f.

m—

| | |
I —
xo |T1 T2 T3 T4 Ts5 Te

T~1
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30.2 Intégrale de Riemann MP21

Définition: Soient o = (20, 1,...,2n) € G4 ) €t o' = (zg, ], - .,:1:;,) € Sq,- On
dit alors que o’ est plus fine que o si {zo,x1,...,2n} C {z(,x},...,7,}. On note alors

!
o <o.

Proposition: Soient o1, 02 deux subdivisions de [a, b]. Alors il existe une subdivision

o3 plus fine que o1 et o2.

|

Proposition — Définition: Soit f : [a,b] — R une fonction en escaliers. Soit o =
(zo,...,2n) une subdivision adaptée a f. Pour ¢ € [0,n — 1], on pose ¢; la valeur
constante de f sur |x;, xiq1][.
Alors,

n—1

D (@ig1 — zi)es

i=1

ne dépend pas de la subdivision adaptée. On dit que c’est I'intégrale de f sur [a,b]. On

note ce nombre f.
[a,b]

N
:7>///‘/7

N7\

|
Zo |T1 x2 x3 T4 5 Te

~

Pour définir I'intégrale d’une fonction continue, on peut utiliser deux méthodes :
1. L’intégrale d’une fonction continue est la limite d’une suite de fonctions en escaliers.
Ces résultats seront vus ’année prochaine en MPIL.

2. Les sommes de Darboux ; c’est la définition que I'on va utiliser.

2 Sommes de Darboux

Définition: Soit f : [a,b] — R. Soit o = (z0,%1,...,2n) € S[4p. La somme de
Darboux supérieur de f associé a o est
n—1
SF(f) = Z(M-&-l — ;) M;
i=1

ou Vi € [0,n — 1], M; = sup f.
lzi,2i41(
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La somme de Darboux inférieure de f associé a o est

n—1
Sy ()= (i1 — ) ms
i=0

ol m; = inf f.
i, %41 [

5%

Proposition: Soit f : [a,b] — R bornée, o et o’ deux subdivisions de [a,b] avec
o' < 0. Alors

Définition: Soit f : [a,b] — R bornée.

L’intégrale supérieure de f est

If (= _inf (SE().

€S 4 1)

L’intégrale inférieure de f est
I, ()= suw (S7(f).

REMARQUE (justification de l'existence des

bornes inférieures et supérieures):

Soit m = [inf]f. Vi € [0,n—1], M; > m et
a,b

donc .
n—1
SF(H) =D (@ir1 —z)M;

i=0 \/
n—1

> (ig1 — xi)m
i=0

>m(b— a).

De méme, avec M = supf, Vo €
[a,b]

Sla,b], S5 (f) S M(b—a).

207



30.3 Intégrale de Riemann MP21

Proposition: Soit f : [a,b] — R bornée. Alors

I () < Iy ().

Définition: Soit f : [a,b] — R bornée. On dit que f est Riemann-intégrable si

I[; b](f) = I[t ] (f). Dans ce cas, ce nombre est noté / f.
’ ’ [a,b]

3 Propriétés de l'intégrale

Proposition: Soient f et g deux fonctions définies de [a, b] & valeurs dans R. Si f < g,
alors

I[;,b](f) < I[;,b] (g)

Corollaire: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a,b] & valeurs dans

R. Si f < g, alors
/ f< / g
[a,b] [a,b]

Proposition (Chasles): Soit f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R. Soit

¢ € la, b]. Alors,
I[;b](f) =1 ,
I

Corollaire: Soit f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R. Soit ¢ € ]a,b|.

Alors,
s=f 1+[ &
[a,b] [a,c] [e,b]

Proposition: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a, b] & valeurs dans

R. Alors,
{I[a,b](fﬁ‘ )

g [;’b](f) +I[;b](f)
I[Jra,b](f +9)

=1
ST (O + 1L ()
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30.5 Intégrale de Riemann MP21

Proposition: Soit A € R. On a

. A () si
I Af) = [a,b]
a0 M) {/\I[:b](f)

> >
NV
o O

w0
=

et

w0
=1

AL (F)
It (N = [a,b]
[a,6) (M) {)\[[a’b](f) i

> >
VAN
o o

=

4 Théoréme fondamental de I’Analyse

Théoréme: Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est Riemann-intégrable.

On a aussi démontré le théoréme suivant :
Théoréme: Soit f : [a,b] — R conitnue. Alors

T — f

la,z]

est une primitive de f. O

REMARQUE (Notation):
b

Soit f : [a,b] — R continue. On note plutét / f(t) dt a la place de f.
a [a,b]

On note aussi / f(t) dt =— I
b [a,b]

Corollaire: Soit f : [a,b] —> R continue et F une primitive de f. Alors

b
/ £(t) dt = F(b) — F(a).

5 Fonctions continues par morceaux

Définition: Soit f : [a,b] — R. On dit que f est continue par morceaux si,

Vi € [0,n — 1], f|] est continue;

i, Ti41]
3 1,n—1 li li g
S0 = (@0, .., @n) € S{a s Vi€ [1,n—1], zin%if(:v) €R et zén%if(:v) € R;

Jiy, £(@) € B Jm ) € B
<
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Théoréme: Toute fonction continue par morceaux sur un segment est Riemann-
intégrable sur ce segment. O

Définition: Soit f: I C R — RR. On dit que f est continue par morceaux sur [ si f
est continue par morceaux sur tout segment inclus dans 1.

REMARQUE:

6:R— R

0 .
N six # 0,
1 siz=0.

& est continue par morceaux sur R. On a / 6 =0, et Vo €[0,1], f(z) > 0. Mais, § # 0.

6

[0,1]

Sommes de Riemann

Théoréme: Soit f : [a,b] — R continue par morceaux.

A faire : schéma 1 [ hea b
lim | > f (a +i ) = [ f(t)dt.
n——+oo i—o n n a
|

Proposition: Soit f : [a,b] — R continue par morceaux et n € IN*.

b—a <«
S f(eti%e) s = [0

i=1

n
aci

REMARQUE:
On suppose & présent f de classe ¢! sur [a,b]. £ est continue sur [a,b] : on considére

M = max |f }
z€la,b]
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Vn € IN¥,
n

L b—a it
/ F@) dt— 2225 fa)
a 1=0

ol oz
> [ 0 - fw) a
i=0 /Ti
n=l rmigg
<> [0 - s e
i=0 V%4
n—1 Tiq1
< M|t — z;| dt

= (@41 —x)?
<SS o
=0

M (b—a)2
< — n

2 n
M(b—a)?

2n ’

Par exemple, on veut calculer une valeur approchée de In2 a 10~ prés :

21
ln2:/ — dt.
1t

1
Soit f :t n de classe ¢! sur [1,2].

!
vee L2, [FO)] =5 <1

dou M = 1.
On cherche n € IN* tel que

_1)2

1(2-1) <10-?

2n

i.e. n > 500.
499
Donc, — — ~ (0,693 est une valeur approchée de In2 & 10~ prés.
00 25 1+ o " ’

REMARQUE (Méthode des trapézes):

Au lieu d’approximer ’intégrale par des rectangles, on utilise des trapézes.

7 Retour sur les formules de Taylor
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MP2I

f@) =Y i@ —a)i + o ((z—a)").
=0

Alors,
" (x — a)ttl

) rz—a
i=0 it+1

a

m
Corollaire: Soit f: I — R de classe €. Alors,

o ((z—a)").

T—a

N6 (g _
@) =3P e o+
=0 :

8 Fonctions réglées

F(z) = F(a) +Zai7 + o ((= —a)"+1).

Proposition: Soit f: I C R — R continue et F' une primitive de f. On suppose

Soit f : [a,b] — R continue. Cette fonction est donc uniformément continue (théoréme de

Heine) :

Ve >0,3n >0, Y(z,y) € [a,b)°, [z —y| <n = |f(z) — fv)| <e.

D’ou
Vn € N*, In, >0, |z —y| <nn = |f(z) — f(y)| <

2o

%%

NMn Mn Mn Mn Mn Mn Nn Mn

Sl

Cependant, contrairement au sommes de Darboux, cette construction utilise des notions que

l'on admet : notamment, la convergence d’une suite de fonctions.
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CHAPITRE

31
VARIABLES ALEATOIRES

1 Définitions

Définition: Une variable aléatoire est une application sur un espace probabilisé (§2, P)
dans E ol F est un ensemble quelconque :

X:Q— E.

Si E C R, on dit que X est réelle.
Si E est un espace vectoriel, on dit que X est un vecteur aléatoire.

Si E C Mn,p(K), on dit que X est une matrice aléatoire.

Dans la suite du chapitre, (€2, P) est un espace probabilisé.

Proposition: Soit X : Q — E une variable aléatoire avec E = X (€2). L’application

Px : 2(E) — [0,1]
Ar— P (X 1(A))

est une probabilité sur E.

Définition: Soit X :  — E une variable aléatoire. Px est la loi de X.

REMARQUE (Notations):

Soit X : Q — E une variable aléatoire.
— Soit A € P(E). X 1(A) est noté (X € A). D’ont Px(A) = P(X € A).
— Soit z € E. X' ({2}) est noté (X = z); Px ({z}) = P(X = ).
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— SiECR, Xﬁl(] — 00, 7)) est noté (X < z) et donc P(Xfl(] —00,7])) = P(X < z).
De méme avec les autres inégalités strictes et larges.

REMARQUE (Notation):
On note X ~ Y si X et Y suivent la méme loi, i.e. Px = Py.

2 Exemples de lois

Définition: Soit X : Q — E une variable aléatoire. On dit que X suit une loi uniforme
si Px est équiprobabilité sur X (£2). On note alors X ~ %(X(1)).

Définition: Soit X : Q — {0,1}. On note p = P(X = 1) € [0,1]. On dit que X suit la
loi de Bernoulli de paramétre p. On note alors X ~ Z(p).

Définition: Soit X : Q — [0,n]. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n
et p si
vk € [0,n], P(X = k) = (F)p*(a—p)" "

On note alors X ~ %(n,p).

Théoréme: On considére une expérience aléatoire qui n’a que deux issues possibles :
succés ou échec. On répéte n fois a I'identique cette expérience, et on note X le nombre
de succes. Alors X ~ %(n,p) ou P est la probabilité de succes. O

3 Couples de variables aléatoires

Définition: Soient X : Q — E et Y : Q — F deux variables aléatoires.

La loi du couple (X,Y) est Pz ou

Z:Q—EXF
w— (X(w),Y(w))

i.e. c’est la donnée de

Vz e X(Q),Vy € Y(Q),P(X =z,Y =y) = P(X =2) N (Y = )).

Définition: Soient X : Q — E et Y : Q — F. Les lois marginales du couple (X,Y)
sont Px et Py.

214



31.4 Variables aléatoires MP2I

Proposition: Avec les notations précédentes,
Ve e X(Q), P(X=12) = > PX=zY=y);
yeY (Q)
VyEY(Q), PY=y) = > P(X=zY=y).
zeX ()
|
REMARQUE:
Si
Yy €Y(Q), P(Y =y) #0
alors
Vz e X(Q), P(X=2) = Y Py_y(X=2)PY =y).
yeEY ()
Définition: Soient X : Q — E et Y : Q — F deux variables aléatoires. On dit que X
et Y sont indépendantes si
VACX(Q),VBCY(Q), P(X €AY eB)=PXecA)PY €B).
On note alors X 1 Y.
Proposition: Avec les notations précédentes,
X1Y < Ve X(Q),VyeY(Q), P(X=2zY =y)=P(X =2)P(Y =vy).
|

4 Familles de variables aléatoires

Définition: Soit (X;)icr € H E? une famille de variables aléatoires. On dit que ces

iel
variables sont indépendantes si, pour toute partie finie J de I, et pour tout (A4;);cs €
12,
JEJ

P ﬂ(xjeAj) =HP(XjeAj).
JEJ JEJ

Proposition: Avec les notations précédentes, (X;);cr est une famille de variables
aléatoires indédpendantes si et seulement si

VJ C I, J finie, Y(z;)jes € [[ X;(Q), P | ((X; ==5) | = [[ P(X; = ;).
JEJ JEJ JEJ

Proposition: Soit (X;);en une suite de variables aléatoires suivant la méme loi de
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Bernoulli #(p). Alors,

n
Vn € IN¥, ZXi ~ B(n,p).
i=1

Proposition: Soient X ~ %(n,p) et Y ~ B(m,p).
Si X 1LY, alors X +Y ~ %(n+m,p). O

5 Espérance d’une variable aléatoire

Dans ce paragrape, toutes les variables aléatoires sont a valeurs réelles.

Définition: Soit X : Q — R. L’espérance de X est

E(X)= > zP(X=n).

zeX ()

Lemme: Soit X : Q — R.
E(X)= Y X(w) P({w}).
weN
|
Théoréme (linéarité de I'espérance): Soient X et Y deux variables aléatoires réelles,
et a, B deux réels. Alors,
E(aX +8Y) =aE(X)+ BE(Y).
|
Corollaire: Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale #(n,p). On a
E(X) = np.
|

Définition: Soient X : 2 — R une variable aléatoire et f: R — R.
Q02X+ R
. lf
i
R

La composée f o X est notée f(X).
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Théoréme (formule de transfert): Avec les notations précédentes,

E(f(X))= > f()PX=ax).

z€X(Q)

6 Variance

Dans ce paragrape, toutes les variables aléatoires sont a valeurs réelles.

Définition: Soit X :  — R une variable aléatoire. La variance de X est

V(X)=E ((X - E(X))2> ,

Proposition: Avec les notations précédentes,

V(X) > 0.

Définition: L’écart-type de X est

Définition: On dit que X vérifie presque stirement une propriété si la probabilité que
X vérifie cette propriété vaut 1.

Proposition:

V(X) =0 <= X est presque sirement constante..

Proposition (Koenig-Huygens):

Théoréme: Soit X,Y : Q2 — R.

V(X +Y)=V(X)+ V(Y)+2Cov(X,Y)
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ou Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y) est la covariance de X et Y.
|
Proposition: Si X 1L Y, alors Cov(X,Y) = 0. D’ou
VIX+Y)=V(X)+V(Y).
|
Proposition: Soit (X;)1<i<n des variabls aléatoires définies sur le méme espace pro-
babilisé (2, P). Alors
n
1% (Z Xi> = > Cov(Xi, X;)
i=1 1<i,5<n
n
=) V(X)+2 Y Cov(X;,X;)
i=1 1<i<j<n
O
Corollaire: Avec les notations précédentes, si les X; sont deux a deux non corrélés
(i.e. Cov(X;, X;) = 0 pour 7 # j), alors
n n
v (Z Xi> = V(Xy).
=1 =il
O
Corollaire: Avec les notations précédentes, si les X; sont indépendantes deux & deux,
alors
n n
1%4 (Z Xl-> =Y V(X).
i=1 i=1
O
Corollaire: Soit X ~ %(n,p). Alors,
V(X) =np(1 —p).
| |
Proposition (transfert): Soient X1,...,X, des variables aléatoires a valeurs réelles
toutes définies sur un méme espace probabilisé (2, P) et f: R" — R
E(f(X1,...,Xn)) = Z Z (@0 a0 0 0 @p)IEIRK = @il a0 00250 = o))
21€EX1(Q) Tn€Xn(Q)
|
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7 Covariance (HORS-PROGRAMME)

On se place dans une optique de Big Data. On dispose d’un tableau a N lignes : chaque ligne
correspond a une observation et chaque colonne & une “mesure” (ou caractéristique).

Ces caractéristiques peuvent étre corrélées plus ou moins fortement et contenir plus ou moins
d’information.

Plus la variance est grande, plus il y a d’information.

Soient X et Y deux colonnes. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Cov(X,Y
‘COV(X,Y)‘ <ox oy donc —1< M <1.
Ox Oy
X,Y
SiY=aX+8: ‘M‘:L
0X,0y

L’objectif est de modifier les colonnes de fa ¢ on a extraire le plus d’informations possible
sur le moins de colonnes possibles.

La matrice de covariance est

A= (COV()Q7 XJ)) 1<i<N -
1SN

On aimerait que la matrice A soit diagonale avec de grands coefficients diagonaux.

L’année prochaine, nous verrons le théoréme suivant :

Théoréme (théoréme spectral): Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable
dans une base orthonormée de vecteurs propres.

Il existe donc des variables aléatoires Y7, ..., Yy combinaisons linéaires des X1, ..., X telles
que
A1
(0
(Cov(¥:,¥;) = . O
(0) .>\k

De plus, le maximum de V(a1 X1 + - - - + X} ) avec la condition que a% + -4 oci =1 est
V(Y1) = A

Définition (Multiplicateurs de Lagrange): Soit f: U C R™ — R ou U est un ouvert
de R™. On cherche max f(z1,...,zn) avec la contrainte g(z1,...,Tn).
zi)ie[1,n] €R™

On pose

F:R"! SR
(xlv"'7xna)‘) ’—>f(.Z‘l,.--,In)+>\g(x1,---,$n)-

On cherche les points critiques de F' :

F

Vi 2L (o1, omy A) = 0
VF(x1,...,Zn,A) =0 < Om;

oF

—(z1,.-.,Zn,A) =0

BN

8

i, 8i<x17...,xn)+x

0, 20) =

Jg
8mi

(#1,.-,2n) =0
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Si(21,...,%n,A) est le maximum de F', alors
vyl?"'7yn’MeRn+1 F(x17"'7x77«7A)2F(y17"'7yn7l"’)
f(x17"'7xn)+Ag($17"'7xn)2f(y1""7/y7L)
—_—
=0

8 Loi des grands nombres

Lemme (inégalité de MapKOBEI): Soit X : @ — R une variable aléatoire positive.

BE(X)
t

VteRE, P(X >t) <

ou encore,

Vu e RY, P(X > uE(X)) <

a. Mapkos : Markov

Lemme (inégalté de Bienaymé—qe6blméBE[): Soit X : © — R une variable aléatoire
réelle. On pose p = E(X) et 0 = ox. Alors,

VteRY, P(IX —p|>t) < =

ou encore |
Vu € Rf, P(|X — | > uo) < .
u

a. yebpmmés : Tchebychev

REMARQUE (Application):
On considére une expérience de Bernoulli de parametre p € |0,1[. On répéte n fois cette
expérience a 'identique et on note Y, le nombre moyen de succeés.

On pose, pour i € [[1,n],

¥ 1 sila i-éme expérience est un succés
i= .
0  sinon.

Les (X;) sont mutuellement indépendants ; d’ou

Et donc

& 1
E(Yn)==) E(X;)=—np=p.
ni= n

Comme les (X;) sont deux a deux indépendantes,
1 & 1 pq
V(Yn) = E;V(XZ) = ﬁnpq: ; ol g = 1 —p.
D’otu, d’aprés 'inégalité de Bienaymé-ueOuimés,

Ve >0, P(|Yn —p| 2e) < — ———— 0.
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On en déduit que

Ve >0, P(|Yn —p|l<e) 21— 2.
bna
“seuil”
— Par exemple, avec € = 1072 et 5=95%, on a
95
9% w5 _m
100 nx 10—4 100 n10—%
10~4
< 20 = n
pq

<= n =20 pg 10* <5 x 10%.
~~
<i
En répétant 50 000 fois I’expérience, on est stir & 95% que la valeur observée de Y50 000

est dans l'intervalle [p — 1072,p + 1072].
— Avecn=12et 5=95%, on a

95
100 ne2 nez 100
2
— " =9
pq
A e
- npq\ o

Donc, € = 4/ 3 ~ (,65.
12

— Avecn =12 et e =102,

Pq
P(|Y12 —p| <€) > 1l = 12.10-4
>1 !
- 48.10—4
1
>1-— — x 10*
48
N’
<0

Théoréme (loi faible des grands nombres — HORS-PROGRAMME):  Soit (X, )nen une
suite de varialbe aléatoires indépedantes de méme loi définies sur le méme espace pro-
babilisé (€2, P). On note p leur espérance commune.

Ve > 0, nETooP<|Xn = ,u| > s) =0

_ 1<
ou Vn, X, = E ElXi.
i

Proposition (lemme des coalitions): Soient X1,...,X, des variables aléatoires a
valeurs réelles d’un méme ensemble probabilisé mutuellement indépendantes. Soient
f:RP - Retg:R"P — R. Alors, f(Xiy,...,X5,) et g(Xjy,..., X, ) sont
indépendantes si

{iIV"'ViP} m{jlv---:jnfp} =9

Vk # L, i # i et ji # e
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CHAPITRE

32
FAMILLES SOMMABLES

1 Motivation

La série Z (=" est semi-convergente. On a io (S0 = —1In2, d’ou
n N n:l n b b
1+ L. + Lol + ! + In2
— = = = g — — = —In
2 3 4 5 6
On change 'ordre :
I e
T e e/
1+1+1 1+1+1 1+1+1+
2 4 3 6 8 5 10 12
S SAPUNG S UNS S SN O
2 2 3 4 5 6
_ —In2
T2

Théoréme (réarrangement de Riemann): Soit ) u, une série semi-convergente réelle.

. oo
VEER,Jo: N LN, 3wy, =L
=1

2 Familles sommables positives

Dans ce paragraphe, toutes les familles considérées sont positives.

Définition: Soit (u;)ics € (R).
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32.2 Familles sommables MP2I

Si{ Z:uZ JcI

= J fini

somme des (u;);cr par

} est majorée, alors on dit qu’elle est sommable et on définit la

Zui = sup Z uj.

. JCI 5
i€l J fini 7€

Sinon, la famille n’est pas sommable et on définit

Zui = 4FCY

i€l

Théoréme: Soit (u;)er € (]R+)I sommable et soit o : I — I une bijection. Alors

e = S

i€l i€l

Corollaire (sommation par paquets): Soit (u;)iesr € (IR+)I et (I;)je.s une partition

de I :
1= 1.
=

Vj € J, (ui)z‘elj est sommable,

)i t ble <=
(ui)ier est sommable <Zie1j uz) et sommable.
5 )l

Dans ce cas,

Su=3 Y w

i€l jET i€l
Corollaire (Fubini positif): Soit (u;,;)icr € (IR+)IXJ.
jeJ

DD g =D uig

i€l jeJ jeJiel

Corollaire: Soient (a;);cr et (bj)jcs deux familles sommables de réels positifs.

Zaibj: Zai ij

1€l el JEJ
jeJ

Dans la preuve précédente, on a utilisé la linéarité de la somme :
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Proposition: Soient (a;);er € (]R'*')I7 (bi)ier € (]R+)I et A € RT.
1. Z(ai +b;) = Zai + Zbi§
i€l icl icl
2. Z(/\ai) = )\Zai.
i€l i€l
| |
Proposition: Soient (a;);er et (bi)ier deux familles de réels positifs telles que
Viel,0< a; <bi.
Si (b;)ier est sommable, alors (a;);cr aussi, et, dans ce cas,
Sa<Xh
i€l iel
| |

3 Familles sommables réelles

Définition: Soit (u;);c; € RY. On dit que (u;);cs est sommable si |ui|)iel est som-
mable.

REMARQUE:
Une famille sommable n’est pas une famille dont on peut calculer la somme mais la somme
des valeurs absolues.

Proposition — Définition: Soit (u;);es € R’. On pose, pour tout i € I,

+_ Jui siu; =0,
0 sinon;

_ —u; siwu; <0,
0 sinon.

Alors,
(u;) sommable <= (uf) et (u; ) sont sommables.

Zui :Zul+ 7Zu;

i€l i€l i€l

Dans ce cas, on définit

Proposition: Soient (a;);er et (b;)ier deux familles sommables et A € R. Alors,
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(ai + bi)ier est sommable, (Aa;);cr aussi et

D (ai+bi)=) ait+y b,

i€l i€l i€l
E Aa; = A E a;.
i€l iel

En d’autres termes, £ (I) est un sous-espace vectoriel de R et
S — R
(ui)ier — Y _ui

i€l

est linéaire out £X(I) = {(u;) € RT | (u;) sommable}. u

Proposition: Soit (u;);er € R! sommable et o : I — I une bijection. Alors (uo(i))ier

est sommable et
Dty =D i

i€l i€l
|
Corollaire (sommation par paquets): Soit (u);c; € RY et (Ij)jes une partition de
1.
Vj € J, (ui)ier; sommable,
(ui)ier sommable = ( Z U sommable.
ier; /J€J
Dans ce cas,
I )
i€l jETi€l;
Corollaire (Fubini): Soit (u; j)icr € RI*/ sommable. Alors,
JEJ
DBPILIFED B BLINE
el jed JjeJiel
Corollaire: Soient (a;)icr et (bj);jes deux familles sommables. Alors (a;bj);cr est
JEJS
sommable et
S = (o) (Xn)-
i€l jeJ i€l JjeJ
|

4 Familles sommables de nombres complexes
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Définition: Soit (u;)icr € CL. On dit quelle est sommable si (|u1|)zel est sommable.

Proposition: Soit (u;);e; € C.

(u;);er sommable <= (%e(ui))iel et (Zim(ui))iel sont sommables.

|
Définition: Soit (uz)res € C! sommable. On définit
D uk =) Re(ug) +i ) Im(ug).
kel kel kel
On a exactement les mémes propriétés que pour des familles réelles. O
5 Produit de Cauchy de deux séries
RAPPEL:
P q
Avec P = Zaka et Q = Zng[, on a
k=0 £=0
P g
PO =3 Y mbx
k=04¢=0
p+q (min(p,m)
5 > 1 >y P
m=0 k=0
Définition: Soient (un), (vn) € CN. Le produit de Cauchy des séries 3 un et 3 vp
est la série Y wy, ou
n
Vn € N, w, = Z UV — -
k=0
Théoréme: Soient (un), (vn) € C¥. Si S up et > vy, convergent absolument, alors
leur produit Y wy, converge absolument et
—+oo oo oo
Sun=(Sm) (X ).
n=0 n=0 n=0
|
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CHAPITRE

33
ANNEXE

1 Algorithme de Metropolis-Hastings

On a un texte a déchiffrer. Il a été codé par substitution : on a remplacé une lettre par une
autre (par exemple, “A — W” et “‘B — U”). L’algorithme de Metropolis-Hastings permet de
déchiffrer ce type de message.

Cet algorithme fonctionne itérativement, et, pour chaque lettre, il tente de la permuter avec
une autre et il conserve la meilleur.

Pour comparer deux permutations, il utilise des bigrammes : un couple de deux lettres consé-
cutives (ou l’on a supprimé les espaces). Avec un entrainement sur un autre texte de la méme
langue, ’algorithme determine la plausibilité de chaque bigramme. Au moment de comparer
deux permutations, il compare les plausibilités des bigrammes obtenus & la suite des deux
permutations.

On se place dans le groupe symétrique et la fonction qui donne la plausibilité associée a
une permutation est une fonction du groupe symétrique dans les réels : p : S, — R (en
fran c ais, n = 26).

L’algorithme ressemble donc a :

On choisit une permutation.

Si, en l'appliquant au texte, la plausibilité augmente, on conserve cette permutation.
Sinon, on ne la conserve pas.

Et on répéte.

Cet algorithme utilise donc une marche aléatoire, il ne teste pas toutes les permutations (avec
n =26, on a #Sy, > 1061).

Définition (Chaine de Mapkos): Le systéme est dans un état E et peut passer dans
d’autres états avec des probabilités associées. Ce changement d’état ne dépend que de
I’état actuel, et n’utilise pas les états passés.
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(=)

® e O

On associe & une chaine de Mapkos une matrice de transition :

2

On souhaite trouver mag{ f(x). Pour cela, on considére le changement * — 2’ et on pose
TE

_ j@)
“=TF®

Mais, la probabilité de transition est proportionnelle & f(z") et donc, pour que ce choix soit
marqué, il faut que la fonction f ait une grande variance.

/ o 3 . N
. On ne conserve z' avec une probabilité de «, sinon, on revient a x.

Cette méthode de choix ne peut étre appliquée que si la chaine de Mapkos est symétrique et
connexe. La symétrie de la chaine de Maprkos est assurée par le fait qu'une permutation est
bijective, on peut donc appliquer sont inverse pour revenir & un état précédent.

2 Gradient automatique

On considére ’ensemble
D = {a +be | (a,b) € R?}

ol € € R donc € # 0 mais €2 = 0 (similaire a i dans les complexes).
Cet ensemble peut existe : avec D = R[X]/~ on
P~Q <= P=Q [X?
— X?|P-Q.

On définit donc e = X # 0 : g2 :7)(72 fﬁ = 0. En appliquant la division euclidienne de P par
X% onaP=X?Q+Retdonc P=R=a+bX =a+ be.

C’est comme ¢ a que 'on a définit C : en effet, on a C = R[X]/(x? 4 1).

On essaie de multiplier deux duauz avec la distributivité du produit :

(14 2¢)(3+4e) = 3+ 4e + 6c + 82 = 3 + 10e.

On considére maintenant une fonction réelle

fR— R
z—> 322 — 522 + 22+ 6

et on pose F' I'extension de f dans I’anneau des nombres duaux.
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Flz+e)=3xz+e)’—5@&+¢e)?+2x+e)+6
= 3(2® _1_33325_,'_}&{2’_,_;2’) — 5(z? +2me+zz)+2x+25+6
= (32% — 522 + 22 + 6) +¢ (922 — 10z + 2)
f(z) f(=)
= f(@) +ef'(z)

On généralise : soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur I C R a valeurs réelles.

On pose
F(z +ye) = f(z) +yef'(z),

Vzel,VyEeR,
{G(ﬂf +ye) = g(z) + yeg' (2).

Soit z € I et y € R.

F(z+¢&)+ Gz +e) = (f(z) + g(x)) + (f' () + g’ (2));
F(z+e) x Gw+¢) = (f(x) +&f'(x)) (9(z) +eg’ ()
= f(x) g(x) +e(f' (=) g(x) + f(x) g’ (x))
= (f x g)(@) +e(f x g)(2)
F(G(z +¢)) = F(9(z) + g (z))
= f(9()) + ¢’ (x)ef (9(x))

Ces opérations sur les fonctions dans I’anneau dual sont compatibles avec les régles de déri-

vation habituelles.

On peut calculer les dérivées de fonctions. A la main, c a prend autant de temps que
d’utiliser les techniques habituelles. Cependant, informatiquement, le calcul de dérivée est

simple ; en Python on peut le faire avec :

class Dual:
def  init  (self, x, y):
self.x = x
self .y =y

def add  (self, other):

return Dual(self.x + other.x, self.y + other.y)

def mul  (self, other):

return Dual(self.x * other.x, self.x % other.y + self.y * other.x)

def exp(self):
return Dual(exp(self.x), self.y % exp(self.x))

Par example, pour chercher minr% (z* + 32% — 522 + 2), on pose f(zo) = f(zo + ef’(wo) et
e

Tnt1 = Tn — hf'(zn) ot h > 0. La suite (x) tends vers z* ot * est un minimum local.

f@+h) = f@)

Ce calcul de dérivée est exact, on ne calcule pas f'(z) ~ 5

Pour le calcul de gradient dans le cas de deux dimensions, on considére deux nombres vérifiant

les propriétés de “e” : €1 et ea.
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INDEX

action (groupe), classe de similitude (matrices),
adaptation (subdivision), 205 colinéarité (espace vectoriel),
adhérent (dans R?), comatrice, [[85]

adjacence (suites), p-combinaison,

affixe (point), combinaison linéaire, [[07]

affixe (vecteur), commutativité (loi de composition interne),

alternée (application), [181] 60

anneau, complémentaire (ensemble),

anti symétrie (relation), composition (application),

antisymétrique (application), [181 composition (polynémes),[123

application, condition nécessaire, |§|

arccosinus (trigonomeétrie), condition suffisante, [0

archimédien, [65] congruence (entiers)

arcsinus (trigonométrie), conjugaison, [37]

arctangente (trigonométrie), continuité (application complexe),

p-arrangement, [[69] continuité (dans R?),

association (anneau), [90) continuité en un point, 99

association (entiers), continuité par morceaux, [209]

association (polynome), continuité par morceaux sur un intervalle, 210]

associativité (loi de composition interne), convergence (suites complexes),

automorphisme (d’anneaux), convergence (suites réelles),

automorphisme (de groupes), [37] convergence (série),

automorphisme intérieur, convergence absolue (série), [L77]
coordonnées (espace affine), [194]

base (espace vectoriel), corps, [02]

bijective (application), correlation (variables aléatoires),

borne inférieur, cosinus hyperbolique, @

borné (ensemble cotangente (trigonomeétrie),

bornée (suite complexe), couple,

boule (de R?),[L covariance (variables aléatoires), [218

boule fermée (de R?), croissance (application),
boule ouverte (de R?), k-cycle (permutation), [171

cyclique (groupe),

densité (partie de R),
différence symétrique (ensemble),
différentiable (application), [202)

cardinal (ensemble),
classe €°° (fonction réelle),

classe " (fonction réelle),
classe d’équivalence (relation),
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différentielle,

dimension (espace vectoriel),

dimension finie (espace vectoriel),

dimension infinie (espace vectoriel),

direction (sous-espace affine), [194

disque fermée (de R?),

disque ouverte (de R?),[153

distance (espace euclidien), @I

distance (espace préhilbertien), [200

divergence (suites réelles),

diviseur (anneau), [90)

diviseur (entiers), [68]

diviseur (polynéme), [125]

diviseur de zéro (anneau),

division (anneau), [90}

division (entiers), [68]

division (polynémes), [L25

division euclidienne (entiers),

division euclidienne (polynémes),

domaine de validité (prédicat, logique),

dominer (suites réelles),

droite (vectorielle, espaces vectoriels),

droite affine (espace affine),

décroissance (application),

définition explicite (suites),

définition implicite (suites),

définition par récurrence (suites),

démontrer (proposition logique),

dérivabilité (application complexe),

dérivabilité (fonction complexe),

dérivabilité (fonction réelle),

dérivabilité sur un intervalle (fonction réelle),
[ 2]

dérivé (polynodme),

dérivée n-iéme (fonction réelle),

dérivée n-iéme (polynome), [125

dérivée partielle (fonction a deux variables),
[ 03]

dérivée selon un vecteur (fonction a deux va-
riables),

déterminant (d’une application), [183

déterminant (d’une matrice), [184]

déterminant (dans une base %), [182

développement décimal, [[79]

développement limité d’ordre n au voisinage

de a, 7]
endomorphisme (d’anneaux),
187

endomorphisme (de groupes)

engendrer (groupe),

ensemble,

ensemble de toutes les parties d’un ensemble,
ED

ensemble ordonné, [57]

ensemble vide, 5]

2,

entiers congrus, [70]

escalier (fonction), [205

espace affine,

espace dual,

espace euclidien, [T95]

espace probabilisé, [I87]

espace préhilbertien, [195

espace vectoriel, @

espace vectoriel des polynémes & coefficients
inférieurs a n,

espérance (variable aléatoire réelle),

et (logique), [f]

exponentielle (réelle),

exponentielle complexe,

e® avec z € C,

exponentielle de base a, [[3] B3]

oo,

extension, 02

extractrice (suites),

extremum (ensemble),

extremum local,

famille (ensemble),

famille génératrice (espace vectoriel),
famille non sommable, @
famille orthogonale,
famille orthonormale, @
famille orthonormée, m
famille sommable (complexe),
famille sommable (positive),
famille sommable (réelle),
finesse (subdivision), [206]
fonction en escalier, [209)
fonction Riemann-intégrable, 208
forme bilinéaire, [T97]

forme définie, [T99]

forme linéaire,

forme positive, [195

forme symétrique,

gradient (fonction a deux variables),
gradient d’une application de R,
graphe (application),

groupe,

groupe abélien, [84]

groupe alterné, m

groupe commutatif,

groupe linéaire, [132)

groupe produit,
groupe symétrique, [16§
générateur (groupe), [36]

homomorphisme (d’anneaux),
homomorphisme (de corps),
homomorphisme (de groupes), [86]
homothétie (complexe),
homéomorphisme,

hyperplan, [[37]

hyperplan affine (espace affine),

identité (application),

image (application),

image directe (application, ensemble),
image réciproque (application, ensemble),
implication (logique), [6}

inclusion (ensemble),

indicatrice (ensemble),
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indépendance (événements d’un espace pro-
babilisé),

indépendance 2 & 2 (événements d’un espace
probabilisé),

indépendance linéaire (vecteurs),

indépendance mutuelle (événements d’un es-
pace probabilisé), [190

injective (application),

interpolateur de Lagrange (polynome), [130

intersection (ensemble),

intégrité (anneau),

intégrale (fonction en escaliers), [200]

intégrale de f,

intérieur (dans%),

inverse (loi de composition interne),

inversibilité (loi de composition interne),

inversion (permutation), [172

involution (application linéaire),

irréductibilité (fraction rationnelles),

irréductibilité (polynéme), [128

isomorphisme (d’anneaux),

isomorphisme (de groupes),

liberté (famille de vecteurs), [[11]

limite (dans R2),

limite finie (suites complexes),

limite finie (suites réelles),

limite infinie (suites réelles),

linéarité (application),

linéarité (probléme), [131]

lipschitzienne,

k-lipschitzienne,

logarithme de base a, @

logarithme népérien, @

loi (couple de variables aléatoires), [214]
loi (variable aléatoire),

loi binomiale (variables aléatoires), [214]
loi de Bernoulli (variables aléatoires),
loi de composition interne,

loi uniforme (variables aléatoires), [214]
lois marginales (couple de variables aléatoires),

majorant (ensemble),
majorer (ensemble),
matrice aléatoire, [213]
matrice d’un vecteur, [T44]

matrice d’une application linéaire, [T45]
matrice d’une base, [145]

matrice de covariance, [219

maximum (ensemble),

maximum local, [[T3]

minimum (ensemble),

minimum local, [TT3]
minorant (ensemble),

morphisme (d’anneaux), [91]
morphisme (de corps), [93

morphisme (de groupes), |36
multilinéaire (application), [181

multiple (anneau), [90]

multiple (entiers), [6§

multiple (polynoéme),

multiplication par un scalaire (fraction ration-

nelle),

multiplicité (racine d’un polynéme), [128

nombre dérivée (fonction réelle),

norme (de R?), [1

norme euclidienne, [T95]

norme euclidienne (de R?),
noyau (d’une application),
négation (logique),
négligeabilité (suites réelles),

opposé (loi de composition interne),
orbite (permutation), [171

ordre (groupe),

ordre (permutation), [171

ordre total (relation d’ordre),
orthognal d’une partie, [T99]
orthogonalité
ou (logique),
ouvert (de R ),

parallélisme faible (espace affine), [193]
parallélisme fort (espace affine), [193
parité (permutation), [172

k parmi n, [I0]

partie d’un ensemble, [F]

partie entiére, [65]

partie fermée (de R?),

partie génératrice (groupe),

Partie imaginaire (application),
partie ouverte (de R?),

Partie réelle (application),
partition (ensemble),

PGCD (polyndme),

PGCD (polynémes),

plan (vectoriel, espaces vectoriels),
plan affine (espace affine),

plus grand élément (ensemble),
plus petit élément (ensemble),
point (espace affine),

point adhérent (dans R?), [L56]

point critique, [[14]

point critique (fonction & deux variables),
point intérieur (dans R?),
polynéme de matrices, [123]

polynéme unitaire, [T27]

polynéme a coefficients dans IK, [T2]]
presque strement (variables aléatoires),
probabilité,

probabilité sachant A,

produit (famille),

produit (polynomes), [121

produit cartésion (ensembles),
produit de Cauchy, 226]

produit hermitien, 203

produit scalaire, [L95]

produit vectoriel,

projecteur (application linéaire),
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projection (espace vectoriel),
projection orthogonale (espace euclidien), {199

projeté (espace vectoriel),
prolongement (application),
proposition, [f]

prédicat (logique), [§]
prédécesseur (IN), [67]

poles (fraction rationnelle),

quotient (division euclidienne, polynoémes),[126
quotient (entiers),
quotient (relation, ensemble),

racine (polynéme), [123]

racine double (polynome),
racine simple (polynéme),
rand (systéme),

rang (application linéaire), [134]
rang (matrice),
relation (binaire),
relation d’ordre, [57]
relation d’équivalence,
remplacer (polynéme),
repére (espace affine),
reste (division euclidienne, polynomes), [126]
reste (entiers),

restriction (application),
Riemann-intégrable (fonction),
rotation (complexe),

réciproque (application),

réflectivité (relation),

réunion (ensemble),

scalaire (espace vectoriel),

scindé (polynome),

second membre (équation différentielle), @

semblable (matrices), [147]

semi convergence (série), |17

semi-linéarité (application), [203]

sesquilinéaire (application), [203

signature (permutation), [172

similitude (directe, complexe),

simplifiabilité & droite, [61]

simplifiabilité & gauche, [61]

sinus hyperbolique, 9]

somme (espaces vectoriels,

somme (famille d’espaces vectoriels),

somme (famille sommable complexe), [226]

somme (famille sommable réelle),

somme (famille),

somme (familles sommables),

somme (polynémes), [121

somme (série),

somme directe (espaces vectoriels),

somme directe (famille d’espaces vectoriels),
[109]

somme partielle (série),

sous anneau,

sous corps, [02]

sous espace vectoriel,

sous espace vectoriel engendré, m

sous groupe, B

sous groupe engendré par A,

sous suite, [75]

sous-espace affine, [T93]

sous-espace affine engendré, [T93]

sphére (de R?),

spécialiser (polynome), [123]

subdivision adaptée, [205

subdivision d’un segment,

subdivision plus fine, [206]

substituer (polynéme),

successeur (IN), [67]

suite (ensemble),

suite extraite, [75]

suite récurrente d’ordre 2, El

supplémentaire orthogonal (espace euclidien),
199

supplémentarité (espaces vectoriels),

support (permutation),

surjective (application),

symétrie (espace vectoriel),

symétrie (relation),

symétrique (loi de composition interne),

symétrisabilité, [f1]

symétrisabilité a droite, [61]

symétrisabilité & gauche, [6]]

systéme complet d’événements, 189

systéme de Cramer,

systéme triangulaire,

série, [[74]

tangente (trigonométrie), [14]
tangente hyperbolique,

tendre vers (dans R?), !
trace (matrice),

transitivité (relation),
translation (complexe),
translation (espace affine),
transposition (permutation), [172)
transposée (matrice), [148
triangulaire inférieur (matrice), [96]
triangulaire supérieur (matrice), [96]

un (IN), @
univers (probabilités), [187]

valeur critique, [114]

valeur critique (fonction a deux variables),
variable aléatoire,

variable aléatoire réelle, m
variance (variable aléatoire),
vecteur (espace affine),
vecteur (espace vectoriel),
vecteur aléatoire, [213
vectorialiser (espace affine), {192
voisinage, [08]

voisinage (complexe), [104]
voisinage (dans R?),
voisinage & droite, [39]

voisinage & gauche, [09]

zéro (IN),

zéros (fraction rationnelle),
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écart-type (variable aléatoire),

égalité (ensemble),

élément maximal (ensemble),

élément minimal (ensemble),

élément neutre (loi de composition interne),
00

élément neutre a droite (loi de composition
interne),

élément neutre a gauche (loi de composition
interne),

équation caractéristique (suites),

équation différentielle, 4]

équation différentielle linéaire d’ordre n,

équipotence (ensembles),

équivalence (fonctions réelles),

équivalence (matrices),

équivalence (propositions logiques), |§|

équivalence (suites réelles),

évaluer (polyndme),

événement (probabilités),

événement certain (probabilités), @

événement impossible (probabilités), [18

événement élémentaire (probabilités),

événements incompatibles (probabilités),
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