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CHAPITRE

0
LOGIQUE (RUDIMENTS)

Définition: Un proposition est un énoncé qui est soit vrai, soit faux.

EXEMPLE:

A : “B est vraie ”

B DA e ”} Le systéme {A, B} est une auto-contradiction
: “A est fausse

Définition: Démontrer une proposition revient a prouver qu’elle est vraie.

1 Algébre de Boole

Définition: Soient A et B deux propositions. La proposition A et B est définie par la
table de vérité suivante :

A| B| AetB
V|V \%
V| F F
F |V F
F | F F

Définition: Soient A et B deux propositions. La proposition A ou B est définie par
la table de vérité suivante :
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A| B| AouB
VIV \%
V| F \%
F |V \%
F | F F

Définition: Soit A une proposition. La négation de A, notée non(A) est définie par :

A | non(A)
\% F
PV

Définition: Deux propositions A et B sont équivalentes si elles ont la méme table de

vérité. Dans ce cas, on note A <= B.

Proposition: Soient A, B et C trois propositio

1. (Aet B) et C <= A et (B et C)

2. Aet A <= A

3. Aet B <= Bet A

4. (A ou B) ou C <= A ou (B ou C)
5. Aou A <= A

6. Aou B <= B ouA

7. non (non (A)) < A

8. Aet(BouC) <= Aet Bou AetC
9. Aou (B et C) <= (A ou B) et (A et

ns.

c)

10. non (A et B) <= non (A) ou non (B)
11. non (A ou B) <= non (A) et non (B)

Preuve:

8.
A|B|C|BouC|Aet(BouC)|Aet B|Aet C| (A et B)ou(A et C)
ViV |V |4 \% |4 14 v
wW|IV|F 1% v F F 14
VI IF |V |4 \% F 14 14
WI|F|F F F F F F
F |V |V |4 F F F F
F |V |F 1% F F F F
F|F |V |4 F F F F
¥ |F | F F F F F F

10.
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A et B| non (A et B) | non (A) | non (B) | non (A) ou non (B)

| | < < e
o < | S| W

A
F
\4
\4
|

o) | T <
<| <
<= <~
< S S|

Définition: Soient A et B deux propositions. La proposition A = B (A implique
B) est définie par :

|| =<
=l <) <|
<|<|=<(l

Définition: Soient A et B deux propositions telles que A = B est vraie. On dit
que A est une condition suffisante pour que B soit vraie. On dit que B est une condition
nécessaire pour que A soit vraie.

Proposition (Contraposée): Soient A et B deux propositions.

(A = B) <= (non B = non A)

A|B| non A| non B| non B — non A| A — B
VIV F F \% \%
Preuve:V | F F 14 F F
F |V \% F \% \%
F | F \% 1% 1% \%
O
Proposition: Soient A et B deux propositions.
(A = B) < ((A = B) et (B = A))
Preuve:
A|B|A<«<= B|A = B|B = A| (A = B) et (B = A)
VIV \% |4 \4 14
V| F F F |4 F
F |V F 14 F F
F | F 1% \% \% \%
O

Proposition: Soient A et B deux propositions.

(A = B) <= (B ou non (4))
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Preuve:
On obtient par contraposée

non (A = B) <= (A et non (B))
donc

(A = B) <= non (A et non (B))
<= non (A) ou non ( non (B))
<= non (A) ou B
<= B ou non (A)

2 Déduction naturelle

Dans ce paragraphe, A et B sont deux propositions.

Comment démontrer A et B 7

— On démontre A
— On démontre B

Comment utiliser I’hypothése A et B ?
On utilise A ou on utilise B.

Comment démontrer A ou B ?

On essaie de démontrer A. Si on y arrive, alors on a prouvé A ou B sinon on démontre B.

Variante
On suppose A faux. On démontre B.

Comment utiliser ’hypothése A ou B ?
On fait une disjonction des cas :

— Cas 1 : On suppose A

— Cas 2 : On suppose B

A = B Comment démontrer A = B ?
On suppose A. On démontre B.

Comment utiliser I’hypothése A =— B 7
On démontre A. On utilise B.

3 Raisonement par absurde

Soient A et B deux propositions.
On veut montrer A — B.
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On suppose A. On suppose aussi B faux.
On cherche a faire apparaitre une contradiction ()

4 Prédicat

Définition: Un prédicat P(z) est un énoncé dont la valeur de vérité dépend de l'objet
x, élément d’'un ensemble E.

Le domaine de validité de P est 'ensemble des valeurs z de E pour lequelles P(z) est
vraie :

{z e E| P(x)}

ReEMARQUE (Notation):
On écrit
Va € E, P(x)

pour dire que P(z) est vraie pour tous les z de E.
On écrit
dz € E, P(z)
pour dire qu’il existe (au moints) un élément = € E pour lequels P(x) est vraie.
On écrit
Jlz € E, P(x)

pour dire qu’il existe un unique élément = € E tel que P(z) est vraie.

Comment démontrer Vo € E, P(x) ?
Soit z € E (fixé quelconque). Montrons P(z).

Comment utiliser Vo € E, P(z) ?

On choisit (spécialise) une ou plusieurs (voir toutes) valeurs de z et on exploite P(z).

EXEMPLE:
Soient a, b, c € R. On suppose que

VneN,a+bx2"+cx3"
Montrons que a = b =c = 0.
a+b+c=0 (n=0)

On sait que (S):Sa+20+3c=0 (n=1)
a+4b+9c=0 (n=2)

a+b+c=0 a+b+c=0 c=0
(S) <= <b+2c=0 < (b+2c=0 < <(b=0
3b+8c=0 2e =0 @=0

10



CHAPITRE

1
CALCULS ALGEBRIQUES

1 Sommes

REMARQUE (Notation):
Soit (un)nen une suite de nombres complexes. Pour p < ¢ € IN, on note

le nombre up + up41 + -+ + uq.

Par convention,

EXEMPLE:

n
VnEN*,> k=14+2+--+n=
k=1

m_/

Proposition: Soit (un)nen une suite de nombres complexes.

n n
Vne]N,Zuk — Zun,k
k=0 k=0

11
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Preuve:
Soit n € IN.

n
Zunfk:Un+un—l+un—2+"'+uo
L=

=uoturtuz+---+un

n
:Zuk
k=0

Proposition: Soient (un)nen une suite de nombres complexes, (p,q,r,s) € IN* et
¢ : [p,q] — [r, s] une bijection (i.e. Yy € [r,s],3'z € [p,q], o(x) = y).

Alors,

s q
Z Uk = Z U (k)
E=1 k=p

Preuve:

q
Z Up(k) = Up(p) T Up(p+1) Tt Up(q)

k=p

S
Zuk =Ur +Urp1 + -+ Us
k=r
Comme ¢ est bijective, chaque terme uy avec k € [r, s| apparait une fois et une seule
fois dans la somme
Up(p) T Up(p+1) T Up(g)-

Ainsi, les deux sommes sont identiques.

EXEMPLE:
On pose

1
Vk €N, up = ——.
Y= E g

On pose également ¢ : [1,5] — [—1, 3] : une bijection.

Alors,
L I R S
L k4 5 4 3
et
i“ LS SUR SR S
-
P T oM -4 w2 -4 p(B3) -4 p@) -4 o(5)—4
1 1 1 1
=== 1.
5 3 3 2

12
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EXEMPLE:
Soit ¢ la bijection définie par

¢ :[1,5] — [1,5]

2 sik=1
$ @h=2
k— <1 sik=3
4 sik=4
5 sik=5
5
;“k:u1+uz+m+u4+u5
- N /
5 X
DUt = wup + w3 + w1 + us 4 us
k=1

Proposition (téléscopage): Soit (ug)gen une suite de nombres complexes.

q
Vp<qgeN, Z(uk+1 — Ug) = Ug i1 — Up.
k=p

Preuwve: ~ METHODEL Soient p < g.

q
D (k1 — Uk) = UptT— Up + Upkr — UpeT - + Ug1 — Y
k=p

= Ug+1 — Up

METHODE2 Soient p < q.

q q q
Z(uk+1 —ug) = Z Uk+1 — Z Uk
k=p k=p

k=p
1 1 S
Soit ¢ : [, q£ : I[E:p:I g +1] . ¢ est bijective donc
q q q+1
DUkt ) S Uptr) = D uk:
k=p k=p k=p+1
D’ou,
q q+1 q
> (urpr—uR) = D> uk— Y uk
k=p k=p+1 k=p
q q
k=p+1 k=p+1
= Ug+1 — Up

13
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REMARQUE (Analogie avec le calcul intégral):
b !
[ 7@ de= 10~ f(@.
a

EXEMPLE:

z 1
Calculer kgl m pour n € IN*.

Soit n € IN*.
1 1+k)—k
Vk € [1,n], = (500
k(k+1) k(k+1)
_ k+1 k
T k(k+1)  k(k+1)
1 1
Tk k+1
et, par téléscopage, on obtient donc
SRR Y (R
= k(k+1) = kK k+1
1 1
1 n+t1
_ 1
N n+1

n n
Par contre, on n’a pas de formule simple pour Z w2 (mais on sait que Z
k=1 k=1

2

n—+oco 6

EXEMPLE (& connaitre):

n n
Calculer Z k2 et Z k2 pour n € IN*.
k=1 k=1

On cherche (un)pen telle que
Vk € N* up 1 —up = k2.
On cherche donc (uy) sous la forme
Vk € N*,u, = ak® + bk + ck +d

avec (a,b,c,d) € R
Soit k € IN*.

gy —up = alk+1)% + bk +1)2 + c(k + 1) + 4 — ak® — bk* + ck + 4

= a(F + 3k% + 3k + 1) + bZ + 2k + 1) + c(f + 1) — ak® — bk? — oK
=k?xa+k(Ba+2b)+(a+b+c)

14
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On résout le systéme

1
3a =1, “75’1
(S) : 3a + 2b =0, <= bzfi,
atbte RS
2 3 6
On vient de montrer que,
* 2 1 3 1 2 1
Vk € N*, k% = upy1 — ug avecuk:§k —§k’ +6k.

Donc, par téléscopage,

n
Vn € IN*, ZkQ = Up41 — UL
k=1

R R CRSCEa URRIE B R

1
- "Z (2(n+1)2-3(n+1)+1)
_ "Zl(2n2+4n+2—3n—3+1)
_nn—=1)2n+1)
B 6

Proposition: Soitn € N et g € C,
q n+1 sig=1
dogF=g1-gt1
= T sinon.
Preuve:
Soit n € IN.
1.
n n n
1-9)> ¢=>d"-ad> ¢
k=0 k=0 k=0
n n
I s
k=0 k=0
n
=> (@ -4
k=0
=1 — qn+1
Sig#1,
n B 1— qn+1
> ¢ =——
k=0 q
Sig=1,
n n
S =S imnit
k=0 k=0

15
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n
2. On pose, pour n € N, S, = Z q.
k=0
On a, d’une part :
n+1
Vn €N, Spp1 =Y ¢"=Sn+q""!
k=0

et d’autre part
n+1

Vn €N, Sp+1 =1+ qu =14 qSn.
k=1

Et donc,
Vn € N,14qSp =S +q"Tt <= 1+ (¢—1)S, =¢" !
= Sn(g—1)=q"" -1

qn+1 —1
= Sy = ——— pour ¢ # 1.
qg—1
O
2 Formules a connaitre
Définition: Soient k,n € IN. On définit “k parmi n” par
n!
——— sik<n,
(”) - {k! n—k) O °ST
k .
0 sinon.
Proposition: Avec les notations précédentes,
n n
L (k) - <n = k)
n+ 1 n n
2. =
(k-i-l) <k+1>+<k>
n n! n! n
2 5 1. = = =
reuve <nfk) (n—k)l(n—(n—k)!  (n— k) k! <k>
2.
( n ) o (n) _ nl(n — k) nl(k+ 1)
E+1 E (k+DIn—k—1D(n—k) kli(n—k)(k+1)
_ n!(n—}é—i—}é—&—l)
(k+1D)!(n—k)!
_ (n+1)!
(k4 1D)!(n—k)!
o (n + 1)
T \k+1
O

16



1.2 Calculs algébriques MP2I

Proposition (binéme de Newton): Soient (a,b) € €2 et n € IN. Alors

(a+b)" = Xn: (Z)akbn—k

k=0
. {a +b=0,
sauf si
=
REMARQUE (triangle de Pascal):
n=0 1
m =1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==06 1 6 15 20 15 6 1
ExXEMPLE:
" m " m
Vn €N, ( ): ( )1’“1”*’@:(1+1)”:2”.
ko °k ko °k

Preuve:
Soient (a,b) € C2.

Pour tout n € IN, on pose
"
P(n): “(a+b)"™ = E ( )akb”_k”

avec la convention Vz € €, 20 = 1.

— Soit n € N. On suppose P(n) vraie. Montrons P(n + 1).

(a+b)"Tt = (a+b)(a+b)"

= (a+b) kZi:O (Z) akpn—F
=03 (D)atsk 45 Z (F)akon—*

n
n
( )ak+1bn7k + Z aFpnt1—Fk
k=0 k=0

17



1.2 Calculs algébriques MP2I

Donc,

n

> (Z)akb"_k = kz;o%(k)

k=0
n+1
= ug ou Vn € [1,n+ 1], ur = i akpn—k+1
k; ' r (k . 1)
D’ou
n+1 @ . . n . .
(@)™ =37 (k _ 1)“ MR S ettt
=Tl k=0
— (Z)an+1b+ Z (k i 1)akbn+17k

k=1

=Nk
N~ (D g1k
I;( % )a b"

Donc,

EXEMPLE:

n
Calculer, pour tout n € IN, Z(—l)k (Z) On applique la formule du binéme de Newton avec
k=0
a=—-letb=1:

2 n 0sin>0
Vn € N, —1)k =(-14+1D"= 0
" kz::o( )(k> ( +1) 1sin=0.

Proposition: Soient (a,b) € C? et n € IN. Alors,

n—1
a” —b" =(a—0b) Z @ pe=1=1o,
k=0

Preuve:

18
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n—1 n—1 n—1
(a o b) Z ak: _ Z ak+1bn—1—k + Z akbn—k
k=0 k=0 k=0

n—1

_ Z (ak+1b"7(k+1) o akbnfk)
—_— ——
k=0 W41 ug
= Un — UQ
—a” — b7

3 Sommes doubles

EXEMPLE:
n )
5 3
i=1j=1
1 2 3 n
S = Zal,j +Za2,j +Za3,j +"'+Zan,j
j=1 j=1 j=3 j=1
= a1l
+ a21 + a22
+ a31 + a3z + a3z
+an1+--+ann
EXEMPLE:
n @ n
2> =2 @-1
o=l g=il v=i
n .
=32
i=1
1-2"
=2x -
1-2
=22"-1)—n
EXEMPLE:
Soit n € IN*. ,
k2 n 7,
§=>">" ( )} Aucun sens!
j=ili=1 J
EXEMPLE:
Soit n € IN*.
s=323(;)
=il =g

19
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On pose )
7
ani= ().
M y
Alors,
S = an + a2 + + | ain
+ a2 + + | a2n
+ | ann
Q) T 3 n n -
Sas =X() [ =Sen=3()
j=1 j=1 J j=1 j=1 7
=201 =271
Donc,

Zn: i

i=1j=1

(;) =2(2" —1) - n.

4 Sommes sur un ensemble fini

Définition: Soit I un ensemble fini. Soit (a;);cs une famille de nombres complexes.

On note Z a; la somme des éléments de cette famille.
i€l

EXEMPLE:
Soit I = {&, 0, &, O} On pose
ap =0
ag = —1
aa =1
agp = 1+ 3.
Alors
da;=0-1+i+1+i=2i
jeI
EXEMPLE:
Avec I = {z — 2%,z +— 23,2 — 2}, on pose Vi € I, a; = i(2).
Alors,
d e =22 +23 424
iel
EXEMPLE:

— ) # = Zn:Qk:Q(TL—l).

ke[1l,n] k=1

— D @) e
ke[l,n] 1<5<B
k pair j entier

‘ Proposition: Soit ¢ : I — J une bijection et (a;);cs une famille de nombres com-

20



1.6 Calculs algébriques MP2I

plexes. Alors

Zai = Zatp(i)'

JEJT i€l
O
EXEMPLE:
4
> w=Ya
1€{2,4,6,8} j=1
EXEMPLE:
n n
5=323 = >
=1 =t ()e{@,1),...(1,n),(2,2),...(2,n),....(n,n) }
= D @
I<isgsn
n J
j=1i=1
5 Produits
Définition: Soit (a;);er une famille de nombres complexes.
On note H a; le produit de ces éléments.
iel
Proposition: Soit (un)nen une suit de nombres complexes non nuls. Alors
Ly u
Vn € NN, H Skl Hndl
k=0 Uk &
O

REMARQUE (A\ Attention):

H()\ai) = )\#I X Hai

iel i€l
ou #I est le nombre d’éléments de 1.
6 Rappels sur In et exp
Proposition:

— Soit (a;);er une famille finie de réels strictement positifs. Alors,

In Hai :Zlnai.

i€l i€l
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1.6 MP2I

— Soit (b;);er une famille de réels. Alors

exp Zbi = Hexp(bi).

i€l i€l

REMARQUE:
Soit f: I — R* dérivable. On pose g : z — In|f(z)|.

Alors g est dérivable sur [ et

Ve el,g'(z) =

!
On dit que f7 est la dérivée logarithmique de f.

Soient f1, fo : [ — R* dérivables. Alors

(ffa) _fi n 13
J1 fe oo

REMARQUE:
Soit a € R.

n fois

— Soit n € IN*. Alors, a” =axaxaX- - Xa.
1
— Soit n € Z, . Sia# 0, alors a” = —.

a*n
— Sia#0,a®=1et
Vp,q € Z,aP x a? = aPt9.

— Soit p € Z et a > 0.

a? = exp(InaP) = exp(plna) = P12,

Définition: Soit a € R} et p € R. On pose a? = eP" ¢,
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CHAPITRE

2

NOMBRES COMPLEXES

1 Trigonomeétrie

»
L

T tan(@)

sin(0)

\J

Définition: On définit, pour
T ™
b€ |5 +hm 2 +kn|
kezZ
<:>96R\{g+27rk\kez}
la tangente de 0 par

sin 0
tan 6 =

cos 6

23




2.1

Nombres complexes

MP2I

Définition: Pour 6 € U | — km, (k + 1)x[, on définit la contangente de 0 par

keZ

cos
cotan f =

sin 6

1.

© 0 NS AN E WD

_ =
=)

—_
b

Preuve:

Proposition: Soient (a,b) € R2.

cos(—a) = cos(a)
(a+ 27m) = cos(a)
os(a + 7) = — cos(a)
(

Ccos

os(m — a) = — cos(a)
n( a) = —sin(a)
sin(a + 27) = sin(a)
sin(a + m) = — sin(a)

sin(m — a) = sin(a)
s(a b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a 4 b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)

cos (W ) = sin(a)
(7r

) = cos(a)

8. Soient @ = (cos(a),sin(a)) et T = (cos(b), sin(b))

24



2.1 Nombres complexes MP21
A
v
b s
a -
D’une part, % - ¥ = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
D’autre part, @ - ¥ = ||@|| x || T]| x cos(@, T) = cos(a — b)
On a montré que
V(a,b) € R?, cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
d’ou Y(a,b) € R2, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
-0 =1
m ™ w
11. Va € R, cos (5 = a) = cos (5 cos(a) + sin (5) sin(a) = sin(a)
T . (T
12. Va € R, cos(a) = cos (—a + Bl + 5) = sin (5 = a)
10.
2 g — g =
V(a,b) € R, sin(a + b) = cos (( > a) b)
= cos (g — ) cos(b) + sin <g - a) sin(b)
= sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
O

Proposition: Soient a et b deux réels tels que a # g [7] et b # g [].

1. tan(a + 7) = tan(a)
2. tan(—a) = — tan(a)

3. Sia+b# g [], alors, tan(a + b) =

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

Preuve: 3. On suppose a + b # g [7]
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2.1 Nombres complexes MP21

sin(a + b
tan(a + b) = cos((a i b))
_ sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
"~ cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

_ cos(a) cos(b) cos(a) cos(b)

cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b)
cos(a) cos(b)

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

O
Proposition: Soit a € R.
1
1. Sia# g [n], alors, 1 + tan?(a) = o2 (a)
2. Sia#w [27]
1 — tan? (&
— cos(a) = - (2)
1+ tan (%)
2tan (%
— sin(a) = (3)
1 + tan? (%)
Siaz T [a], tan(a) = oo t3)
ia w], tan(a T+ tan? (2)
™
Preuve: 1. On suppose que a # 5 [7]
1+ tan2(a) = 1+ sin?(a) _ cos?(a) + sin?(a) _ 1
cos?(a) cos?(a) cos?(a)

2. On peut le prouver par le calcul avec les formules de la tangeante mais on peut
également le prouver géométriquement.

Soit M (xzo,y0) # A sur le cercle trigonométrique ¢. On note ¢ la pente de la
demi-droite [AM).

26



2.2 Nombres complexes MP21

On en déduit que I’équation de la droite (AM) est
y:tg:+t:t(;t+1)

On sait que M € (AM) donc

Yo = t(zo + 1)
On sait aussi que 02 + y02 =1
Donc,
o +t2(1‘0 + 1)2 =1
et donc
zo? (1 +t3) +2t%20+t2 —1=0
——
#£0
On résout cette équation du second degré et on trouve deux racines : zg = —1 et
1—¢2
o= ——.
T it , ,
11—t 11—t 2t
Comme M # A, zg = et =t|l——=+1) =
7 A 20= 175 et v (1+t2 ) 1+ ¢2
Enfin,

t:%:m(ﬂ)

2
car AHM est rectangle en H (d’aprés le théoréme de Thales)

Donc,
1= tan? ()
cos(a) = m
sin(a) = 220 (3)
1+ tan? (%)
O
2 Nombres complexes de module 1
Proposition: Soient (a,b) € R2.
(cos(a) + isin(a)) x (cos(b) + isin(b)) = cos(a + b) + isin(a + b)
Preuve:
(cos(a) +isin(a)) X (cos(b) 4 isin(b)) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
+ i(cos(a) sin(b) + cos(b) sin(a))
= cos(a + b) + isin(a + b)
O

Définition: Pour a € R, on pose €' = cos(a) + isin(a)
Ainsi, V(a,b) € R2, e x e = eilatb)
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2.2 Nombres complexes MP21

Proposition: Soient a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0 et z1, z2 les racines de
P:z—az’> +bz+c

@ b
Alors, 21 X z9 = — et 21 + 20 = ——
a a

EXEMPLE:
(B):22-32+2=0
On remarque que 2 X 1 =2 et 24 1 = 3 donc 2 et 1 sont deux solutions de (E).

Preuve:  METHODE 1 Soit A = b% — 4ac et § une racine carrée de A
—b—90 " —b+0
21 = ) =
! 2a 2 2a

Donc,

" ¥ —-62 b2 —-A dac c N —b—b—5+6 2b b

2 20 = — = = — = —7z 20 = ——M8MMM — — EE g

! 2 4a? 4a? 4qa2 a ! 2 2a 2a a

METHODE 2
Vz € C,az2 +bz+c=a(z—21)(z — 22) = a(2% — (21 + 22)2 + 2122)
En particulier,

avec z =0, c=az122
avec z = 0, yf+b+¢:a(/l/f(z1+z2)+m)

donc
b= —a(z1 + 22)
et donc
c
z129 = —
a
z21+22=——
a
O
Proposition: Soient (a,b,c) € C3 et 21, 22, 23 les solutions de
224 a2z +bz4+c=0
Alors,
Z12223 = —C
2122 + 2223 + 2123 = b
21 +22 +23 =—a
O
Proposition: Soient aj,as,...,a, des nombres complexes et 21, 22,..., 2, les solu-
tions de
24 an_12" 4 fapg =1
Alors,
k
Vk € [1,n], E Zin X Zig XX 2y — (1) fa, g
1<i1 i S-St SN
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2.3 Nombres complexes MP21

Preuve (incompléte pour n = 3):

Vze Q28 +a22 +bz4c=(2—21)(2 — 22)(2 — 23) = 22 + 22(—21 — 22 — 23)

+ 2(2223 + 2122 + 2123)

— Z122Z%3
a=—21— 29 — 23
On identifie < b = 2129 + 2223 + 2123 O
c= —212223

EXEMPLE:

On pose
s=2z1+22+ 23
q = z122 + 2223 + 2123
P = 212223

etP:zin’-‘,-zS’—&—zg

3 Géométrie des nombres complexes

Dans ce paragraphe, &2 dérisgne un plan euclidien muni d’un repére orthonormé (O, 7,

Définition: Soit M € Z2. On note (z,y) les coordonnées du point M par rapport au
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2.3 Nombres complexes

MP2I

repére (0,7, 7)
L’affixe de M est le nombre
zpy =x+iy € C

Soit @ € P (le plan des vecteurs) et (a,b) les coordonées de w.

L’affixe de W est
zg =a+1ibeC

Proposition: Soit (A, B) € 22 et (w1, ws) € P2

1. 24 =2B — 24

2. zwitws = 2wy t 253

Proposition: Soit (w1, ws) € P2 avec Wy £0etws#£0

— TS 2
Alors, T4 Hqil,” et arg (ﬂ) = (m)
zag | [lwsal Zw3
I’angle entre w7 et w3
Preuve:

Soient (r1,7r2) € (]R+)2 et (01,62) € ([0, 27])? tels que

Zgy = r1e%1 et 2@3 = roetf2
Alors,
Zat _ TLi(01-62)
Zw3 T2
donc .
zop | _m _ |lwill
- T ==
zwg | 2wzl
2
arg ( 22 ) = 6; — 0 [27]
2wg

car 01 — 02 est 'angle entre wy et ws

Corollaire: Avec les hypothéses et notations précédentes,

— — L. Zwy
1. w; et ws sont collinéaires <— L € R
g

2w .
2. Wi et ws sont orthogonaux <= ~“L ¢ iR
Ziws
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2.3 Nombres complexes

MP2I

Preuve: 1.

w7 et wy sont colinéaires <= (w7, ws)

= arg (L) =0 [a

— —

w7 et wy sont orthogonaux <= (w7, ws)

2
— arg( wl)
2w3

—

Définition: Soit W € :977 La translation de vecteur W est I’application

tg: P — &P
M+— M’

! ! —
ou M vérifie MM" = w

Proposition: Soit @ € & et (M, M') € 22

M =tg(M) <= zpp =2y + 2@

Preuve:

M =tg(M) <= MM =
<~ ZM — RNy = 2T

<= 2y =2p t 2T

31



2.3 Nombres complexes MP21

ExempLe (Décrire I'ensemble £ = {M € 2 |3t € R,z =1+ e”}):

L’ensemble ¢ = {M ELZ|HJHER, 2y = eit} est le cercle trigonométrique. La translation ¢7
a pour expression complexe z — z + 1 Donc, E = t3 (%) est le cercle de rayon 1 et de centre
le point d’affixe 1.

Proposition: Soient w7, ws € 2.

twg o twi = twi+w3

Preuve:
Soit M € & d’affixe z. On pose My = tg7(M) et M’ =ty (M1) et on note également
M" = ta1az (M)
Zypr = ZMy + w3
= (2 + za@7) + 2@3

=2+ 2wptw3

Donc, M’ = M"

Définition: Soit Q € & et 6 € R.
La rotation de centre 2 et d’angle 6 est ’application

P00 - P — P
M —s M’
ot M’ vérifie
1@ = 20|
T Ty
(QM,QM") =0

Proposition: Soit Q € & d’affixe w, 6 € R et (M, M’) € 22

(%) = M' =poo(M) <= zpp =w+ e (zp —w)
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2.3 Nombres complexes MP21

Preuve: ~ Cas 1 On suppose M # €.
18| = ||

M' =pae(M) <= { =
@M, QM) =0

|2amt| = |2

J

a8 \ _g

11
é:}
|
€
Il
m@
|
£

Zpr = w+ €9 (2 — w)

Cas 2 On suppose M = Q.
Alors,

M' =pge(M) <= M =M
<~ Znp = EM
= 2y =2m + e (2 — 2ur)

— 2y =w+e¥ (2 —w)

REMARQUE (Cas particulier):

Si Q = O alors

() <= zpr =¥z

Corollaire: Soit Q € & d’affixe w et 6 € R.

P20 =toa © Po.0 Otas

=t5g 0 P00 ° (tgg) !

Proposition: Soient (21,9Q2) € P2 et (61,02) € R2

PQ1,01 © PQy,62 = PQ1,01+02 = PQy,02 © PQ,01

. )1 # Qo .
Si alors o est une rotation d’angle 6; + 6!
{91 +62 £ 0 [27] PQy,01 © PQ2,02 gle t1 2

g Q1 # Q2 alors po, 0, © po,,0, est une translation
6, +62=0 [27!’} ’ '

Preuve:
On note wy l'affixe de Q1 et wy laffixe de Q2. On pose p1 = pa, 9, et p2 = pa, 0,

33



2.3 Nombres complexes MP21

Soit M € & d’affixe z. On pose
Ms = p2(M)
M’ = py o pa(M) = p1(Ma)

et on note 2z et 2’ les affixes de My et M’
On a

2 = wy + et (22 —w1)
= w1 + €91 (wy + €92 (z — wa) — w1)

= w1 + wae®l — w1t 4 ¢ 01102) (5 _ 1)

1. On suppose Q21 = Q2 donc w; = wz. On a donc
2 =wy 4 01192) (5 _ )

On reconnait ’expression d’une rotation de centre 2; et d’angle 61 + 602
2. On suppose Q1 # Q2 et 61 + 62 =0 [27]. On a donc

2 = wi +wae — et — g s

=z4w

On reconnait ’expression d’une translation de vecteur w.

3. On suppose Q1 # Q2 et 01 + 02 £ 0 [27]
On cherche w € C tel que

Vz e C,w—+ ei<91+92)(z —w) =wi + woel®l — et ei<91+92)(z — w2)

= w— et O1H02) = 4 et — wiet — wyet(P1102)

w1 + wael — wietfl — wyetB1162)
1 — e#(01+62)

— w=

On reconnait l’expression complexe d’une rotation d’angle 61 + 02 de centre 2
d’affixe w

Proposition: Soit Q € 2 d’affixe w, @ € Z d’affixe u. Soit 6 € R avec 0 % 0 [27].
— tw 0 po,e est une rotation d’angle 6
— pq,p © tw est aussi une rotation d’angle 0

Preuve:
Soit M € & d’affixe z et M' = tw o pq,g(M) d’affixe 2’
On a alors :

2 =(w+e?(z—w)+u
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2.3 Nombres complexes MP21

On cherche w’ € C tel que

VzeCuwtu+e?(z—w) =w +ef(z—uw)

<:>w+u—ei0w:w'—ei9w'
, w4u—efuw
W = —7F
1— et

On reconnait ’expression complexe d’une rotation d’angle 6

QM 1 A KYIM

Définition: Soit 2 € Z et A € R.
L’homothétie de centre §2 et de rapport \ est 'application

hQ,)\IW—>gz
M+— M’

ott M' vérifie QM’ = \QM

Proposition: Soit Q € & d’affixe w, A € R. Soient M € & d’affixe z et M' € &

d’affixe 2’.
M =hg (M) < 2 =w+ Az —w)

Preuve:

M = hg (M) < QM = \QM
< Zan = Ao
= 2 —w=Az—-w)
— Z=w+Az—w)

Proposition: Soient (21,92) € P2 et (A1, X2) € P2

1. Si Q1 = Qg alors, ho, a; ©hasyxe = by A,
2. Si Q21 # Q2 et AiA2 # 1, alors, hg, A, © hg, x, est une homotéthie de rapport
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2.3

Nombres complexes

MP2I

RE
Soi
On

A1A2

3. Si Qq # Q2 et M2 =1, alors, hg, A, © ho,, z, est une translation.

Proposition: Soit 2 € 2, A e R\ {1}, W € 2.
Alors, tz o hg x et hg \ otwm sont homothéties de rapport .

MARQUE (Cas particulier):
t M € &2 daffixe z, \€ R et M’ = ho (M) d’affixe 2
az =Xz

SV

Définition: Soient Q € 2, (A,\) € R%. La similitude (directe) de centre 2, d’angle 6

et de rapport A est
S0,0,0 = hax ©pa,e

Avec les notations précédentes,
Proposition:
Sa,0,0 = Pa,e ©ha A

Preuve:
On note w l'affixe de §2. L’expression complexe de Sq g, est

Z = w4 ANw+e?(z — w) —w)
=w+ A (z—w)
L’expression complexe de pg g 0 ho ) est
2 =w+ e (w+ Az — w) —w)

=w+ 2 (z —w)

Les deux expressions sont identiques.
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2.4 Nombres complexes

MP2I

Proposition: L’expression complexe de Sq g, est

2 =w+ A (z — w)

4 Exponentielle complexe

Définition: Pour z € C, on pose

Ainsi, si z = a + b avec (a,b) € R?,

exp(z) = exp(a + ib) = e* X (cos(b) + i(sin(b)) = e“e

exp(z) = e™¢(®) x (cos(Im(z)) + isin(Im(z))

b

Proposition: Soient 21,29 € C.

Preuve:
On pose e +,Z avec (a,b,c,d) € R*
zo =c+id
exp(z1) X exp(z2) = e x e
_ ea+cei(b+d)

= exp(z1 + 22)

REMARQUE (Notation):
On écrit e® a la place de exp(z) pour z € C.

Proposition:
|62| _ efRe(z)
Vz € C,
N {arg(ez) = Jm(z) [27]
A —
y = Jm(z) &
x = NRe(z)
REMARQUE:

37

x e x e

exp(z1 + 2z2) = exp(z1) X exp(z2)
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2.5 Nombres complexes MP21

exp : C — C n’est pas bijective :
) exp(0) = exp(2im) =1
0 # 2im

— 0 n’a pas d’antécédant
Il n’y a donc pas de logarithme complexe.

5 Fonctions de R dans C

Définition: Soit f définie sur D C R a valeurs dans C (Vz € D, f(z) € C)
On pose :

Re(f): D — R
z — Re(f(z))

et
Jm(f): D — R
x — Jm(f(x))
EXEMPLE:
f:[0,2nr[ — C
z —s eIt
On a :

Re(f) : [0,2n] — R

x — e” cos(x)

et
Jm(f):[0,27] — R
z — e” sin(s)
Définition: Soit f: D — C. On dit que
— f est continue si Re(f) et Im(f) sont continues
— f est dérivable si Re(f) et Im(f) sont dérivables.
Dans ce cas, la dérivée de f est
fl:D—C
z — Re(f)' () + iIm(f)' (2)
EXEMPLE:

f:[0,2r[ — C
z — eIt

z — e” et x — cos(x) sont dérivables sur [0, 27| donc Re(f) est dérivable.
x +— e” et @ — sin(z) sont dérivables sur [0, 27| donc Jm(f) est dérivable.
Donc f est dérivable.

Re(f) (z) = €* cos(x) — e” sin(x)

et {Jm(f)'(:v) = ¢® cos(a) + ¢* sin()
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2.5 Nombres complexes MP21

Donc,
Yz € [0,27], f'(z) = e*(cos(z) — sin(z)) + ie® (sin(z) + cos(x))

REMARQUE:
On peut représenter f de la fa ¢ on suivante.

f:00,2n[ — C

t— (10t

JmA

) 7

Proposition: Soient u et v deux fonctions dérivables sur D C R a valeurs dans C
1. w4+ v dérivable et (u +v) = v’ + v
2. uwv dérivable et (uv) = v'v +v'u

u) uw'v —v'u

3. Siv#0, < dérivable et (
v

v V2

Preuve:

On pose a = Re(u) ot {c = Re(v)

b= Jm(u) d = TJm(v)

Donc,

Re(u+v) =a+c done Re(u+v) =a +¢
11!
Jm(u+v) =b+d Jm(u+v) =b +d

(u+v) =d +c +i(d +d)
= (a’ +4b") + (' +id)

=u +

2. Re(uv) = ac —bd donc Re(uv) et Im(uv) sont dérivables et
Jm(uv) = ad + be

Re(wv)' =a’c+ca—b'd—db
Im(uww) =d'd+da+bc+c'b

Donc,
(w) =d'c+da—bd—db+i(a'd+da+bc+cb)
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2.5 Nombres complexes MP21

Or,
wv = (a’ +ib)(c+id) =a'c—bd+i(bc+add)
v'u = (a+ib)(c' +id) = ac’ —bd' +i(bc’ + ad’)
Donc,
(w) = u'v+v'u
3. On suppose que
Vz € D,v(z) #0

On a donc

a+ib _ (a+ib)(c—1id) ac+bd be — ad

c+id c2 4+ d? 7c2+d2+202+d2

VIED,E:
v

u 1
C’est plus simple de voir — comme le produit de u et de —
v v

11 c—id

v c4id 2 +d?

c . d
& —

02+d2 62+d2

—— ——

1
sont dérivables donc — aussi
v

=%e(3)  =Im(3)
e (1)' _ ( c )' _ c/(c® + d?) — c(2cc + 2dd")
v c? + d? (2 + d2)?
. (1)' _ (_ d )/ _ —d'(c® + d?) + d(2cc’ + 2dd")
v c2 + d? (2 + d2)?

Donc, d’une part,

(1)/ (A +d?) —c(2cc —2dd’) — id/ (c* + d?) + d(2cc’ + 2dd’)

v (2 +d2)2
(P +d?)( —id) + (2¢c + 2dd")(—c + id)
- (c2 +d2)?
—c'c? + c'd? — 2cdd’ + i(2cc’d — d'c? + d?d")
- (e +d2)?
D’autre part,
' = —di

v2 (¢4 di)?
_ —(d +id")(c — id)?

(e +d?)*
(4 id)(c? — 2icd — d?)
- (c2 +d2)°
=P+ d? — 2cdd +i(2cc'd — d'c? + d'd?)

(c? +d?)°

()

U
Donc, — dérivable et
v
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2.5 Nombres complexes MP21

Proposition: Soit v: D — R et u: R — C deux fonctions dérivables (avec D C R).

Alors, u o v est dérivable et
(uow) = (u ov) x v

Preuve:

On pose u = a + ib avec “=
b=Tm(u

Vz € R, u(z) = a(z) + ib(x)

Donc,
Vz € D, (uov)(z) =a(v(z)) + ib(v(z))
Donc,
Re(uov) =aowv
IJm(uowv) =bow
Or,
Re(uowv) = (aow) = (a’ ov) x v
Jm(uowv) = (bow) = (b ov) x v
D’ou

a’ ov) x v +i(b ov) x v

won)l = (
= (a’ ov+ib ov) x v
= ((a’ +ib')ov) x v
=

u' o) x v

D — C
Proposition: Soit u: D — Cet f:
T
Alors, f est dérivable sur D et

vz € D, f'(z) = u' (z)e®)

Preuve:
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2.5 MP2I

a = Re(u)

d
b=dmw) ¢

On pose {
Vo € D, f(z) = e*(®)
_ 6a(z)+ib(z)

= @) (cos(b(x)) + isin(b(z)))

Jm(f) : z = e sin(b(z))
a, b, cos, sin, exp sont dérivables donc Re(f) et IJm(f) aussi donc f est dérivable.

Donc, {%e(f) : x> %) cos(b(z))

O

42



CHAPITRE

3
ETUDE DE FONCTIONS

Etudier une fonction ¢’est déterminer tous les éléments (tangentes, asymptotes) qui permettent
d’obtenir 'allure de la courbe représentative de la fonction.

EXEMPLE:
f s z2 -2z +3
T
2 +2x — 3
1. On détemine le domaine de définition de la fonction f.
Soit z € R.
b
) —341=-2=——
z°4+2x—3=0 <= z€{-3,1} car @
—3IXxX1l=-3=—
a
Donc f est définie sur 2 avec Z =] — oo, —3[U] — 3, —1[U] — 1, +o0]
2. Asymptotes et limites
Soit z € 7
Pl Gk o).
x) =
%<1+%7I%) z—too
a? —20+3 ——0+6+3=18 f@) —— +oo
.
‘ donc S
22 +22 -3 —— flx) —— —o0
z——3 z——3
>
z2—224+3 ——2 f(z) 2
z—1 <
3 donc
2 +2r -3 ——0 16 == ree
z—1 :c;)l
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3.1 Etude de fonctions

MP2I

3. f est dérivable sur Z et

2(x — 1)(22 + 2z — 3) — 2(z% — 22+ 3)(z + 1)

Vo € 2, f (x) =
* f'() (22 + 2z — 3)2
_ 2(242 — 62)
T (22 — 2z + 3)2
_ Az(z—4)
T (22 — 2z +3)2
z +o0 -3 0 +o00
() + aF 0 = =
+oo -1 +o0o 1
1 —o0 —00
A
2 i \
N
1 I 1 I 1 I 1 I 1 1 1 :
—8 —6 —4 —2 4
=2 =
1 Calculs de limites
RAPPEL:
Soient f et g deux fonctions et a € R U {—o0, +00}.
On ne connait pas, a ’avance, les limites de
f( ) ( ) 3 f(l:) T—a +OO (“ 77)
— f(z) — g(=) si 00 — 00
’ 9(x) —a> +00
- f(x) si {f(l’) T—a « 0
0
o@) * o) —
fla) . JI@) 5 Fo0 (<207)
- A =5}
g(x) 9(z) ——= +o0 =
f@) ——0
— f(z) x g(x) si o(@) RS (40 x 00”)
r—a
EXEMPLE: "
lim (1 + l) ?
n—-+oo n
Vn € N, (1 + l) = enln(l+%)
n
et

1
n(1+ 7) —F 0
n n—-+oo

n ——— 400

n—-+oo
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3.1 Etude de fonctions MP2I

donc c’est une forme indéterminée.

Proposition:
f(:t) —1 g(x)
Si ra alors, on ne sait pas a ’avance calculer liin (f(:l:)) . O
€T a

g(z) —— o0
Tr—ra

Définition: Soient f et g deux fonctions et a € R ot R = R U {+00, —co}.

On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a (ou éqivalentes en a) s’il existe une

fonction u telle que
f=gxu
u(z) —— 1

On note alors f:g ou f(z) m:ag(:v).

Proposition: Un polynéme est équivalent en +o0o a son terme de plus haut degré.

Preuve: "
Soit P : x +— Z apz® avec ay # 0. On pose Q : z +— apx™.
k=0
" apah
Vz € R, P(z) = anz™ Z
An L™
k=0
n—1 @ 1
—aw(1+ 3 % x () )
s a
o (=)
= Q(z) u(z)
On a u(x) — 1 donc P(z) ~ Q(z). O
r—+o00 T——+00

Proposition: Un polynéme est équivalent en 0 & sont terme de plus bas degré.

Preuve:
A faire O

REMARQUE:
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a tel que

Vo € I,g(x) # 0
ou [ est un intervalle

— qui contient a si a € R,
— dont une borne est a si a = too.
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3.2 Etude de fonctions MP2I

Alors,
f(=)
f f; 9 g(z) r—a
P

EXEMPLE: ) 5

az az
22+ 23 ~ 12car;:1+w—>1.

z—0 x2 z—0

EXEMPLE:

Soit f une fonction.

ffaO <= 3I voisinage de a,Vz € I, f(z) = 0.
2 Asymptotes, branches paraboliques et prolongement par
continuité

Casl Limite en +o0 :

F@) ot fE R

On dit que la droite d’équation y = £ est une
asymptote horizontale.
é_ —_ —_ —
Cas2
a5
flz) —— o0 dans ce cas, on cherche lim M
x—+o00o z—+oo
i3
Sous cas 1 & n’a pas de limite en +oc0.
a
7
i
Sous cas 2 @ +o0
x x—+o0
On dit que la courbe de f présente une
branche parabolique de direction asympto-
tique I’axee des ordonées.
f@) - |
a
: & est la pente de la droite verte.
| 2
|
|
1
=
15
Sous cas 3 & —— 0.
xT x—+o0o
On dit que la courbe de f présente une
//
/
/
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Sous cas 4

Sous-souscasl

Sous-souscas2

Sous-souscas2

Casl

Cas2

3.2 Etude de fonctions MP2I

branche parabolique de direction asympto-

tique I’axe des ordonées. F(x)
~——= est la pente de la droite verte.
az
f(z)

2 — (€ R". Oncherche lim (f(z)— ¢x).
x Tz—+00 T—+00

/

/ Asymptote oblique d’équation y = fx + a.

y

f@) = bo o oo

Branche parabolique de direction asympto-
tique la droite d’équation y = fx.

f(x) — £z n’a pas de limite 2

Limite en a € R :
On cherche lim f(z).
Tr—a

Pas de limite

1
m>—>sin(7> en 0 :
x

f(fﬂ)mioo
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3.2 MP2I

Asymptote verticale d’équation z = a.

_
Cas3 flz) — L€ R.
Tr—ra
frax— e f(z) —— 1, dans ce cas, /ﬂ;\
x x—0
on pose —
sin x
sixz#0 ‘
fl@)=9q
1 siz=0

On pose f(a) = ¢. On dit que lon a prolongé
par_continuité la fonction f.
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CHAPITRE

4
FONCTIONS USUELLES

1 Logarithme népérien

Théoréme (théoréme fondamental de Panalyse): Soit f une fonction continue sur un

intervalle I. Alors il existe F' dérivable sur I telle que

Vz € I, F'(z) = f(z).

Preuve (c.f. chapitre 5 : calcul intégral):
O

1
Définition: La fonction In est I'unique primitive sur ]R;L de z — — qui s’annule en 1.
)

Proposition: 1. In1=0;
2. In est dérivable sur R’ et
1
Ve > 0,ln' z = —.
T

Corollaire:
z dt
Vo > O,Inx:/ —.
1t

Preuve:
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4.1 Fonctions usuelles MP2I

Soit
¢:Rf — R
/w dt
T — —.
1t
On a
vz > 0,¢(z) = [Int]]
=Inz—1Inl
= lngz
O
REMARQUE:

u est dérivable sur R et

! 1
Vo < 0,u(z) =In'(—z) x (=1) = — = —.
=B B
- 1 _
Donc u est une primite de & — — sur R .
%)
Soit v : R || est dérivable sur R* donc v aussi.
z — In(|z]).

Vz > 0,v(z) =Ilnx
donc Vz > 0,0 (x) = —
a

Vo < 0,v(z) = In(—z) = u(x)
1
donc Vz < 0,v'(z) = —.
a
1 1
Donc, Vo € R*,v’(z) = —. Ainsi, v est une primitive de  ++ — sur R* mais cette primitive
a

az
n’est pas unique :

w:R* — R
N 1+Inx siz >0
In(—z) =3 siz <0

R 1
est une autre primitive de x — — sur R*.
a5

Corollaire: In est strictement croissante sur R .
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4.1 Fonctions usuelles MP2I

Preuve:

1
Ve > 0,In 'z == >0.
T

O
RU{-
Proposition: Soit f une fonction croissante sur |a, b[ avec @€ {=oc} et a <
be RU{+oo}.
b.
1. Si f est majorée, lim f(x) € R.
x—b
<
2. Si f n’est pas majorée, lim f(z) = +o0.
z—b
<
3. Si f est minorée, lim f(z) € R.
>
4. Si f n'est pas minorée, lim f(z) = —o0.
>
O
Proposition:
Va,b € R} ,In(ab) = Ina + Inb.
Preuve:

Rf — R

Soit a > 0 et w :
—  In(ax).

u est dérivable sur R et

Vz > 0,u/(z) = In’(az) X a = .
ar w

1

Donc u est une primitive de 2 — — sur R}". Comme R est un intervalle, il existe C' € R
4z

telle que

Vaz € Rf,u(z) =lnzx + C.

En particulier,

u(l) = Inl+C
Il Il
C

Ina =

Donc
Vz > 0,In(az) = Inz + Ina.

Corollaire: Soit a > 0 et n € Z. Alors In(a™) = nln(a).

Preuve (par récurrence sur n ):
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4.1 Fonctions usuelles MP2I

Pour n € IN, on pose
P(n): “In(a") =nlna”.

— Avecn=0,In(a") =In1=0=0XIna
— Soit n € N. On suppose &(n) vraie.

In(a™*1) = In(a x a™)

=Ina+ In(a™)
=Ilna+nlna
=(Mn+1)lna
Donc
Vn € N,In(a") = nlna.
o 1 1
1n(7) +lna:ln(7 Xa) =Inl=0
a a
1
donc In — = —1Ina
a
— Soit n € Z~ . Alors,
1 —n
In(a™) =In (7) = -—nln—- =nlna.
a a
O
Corollaire:
lim Inz = +4oco
T—>+oco
lim Inx = —oco
xz—0
Preuve:

Comme In est croissante sur ]0, +00[, on sait que liT In z existe. C’est un réle ou +oco.
Tr—r+00

Supposons cette limite réelle : on pose lim Inz =/ € R. Alors lim In(2") = £ car
x—+00 n—-+oo

2" ———— 4o0.
n—-+oo

Or,
Vz € N,In(2") = nln2

et 2> 1doncIn2 >Inl =0 donc nln2 ——— 400 : une contradiction.

n——+oo
Donc Inz ——— +o0.
r—+o00
1
Ve >0,lnz=—In— —— —o0
xr x=—0
>
1
car — — +o0. O
xr x=—0
>
Proposition:
X Inx
lim — =0.

x—+oo
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4.2 Fonctions usuelles MP2I

Preuve:
Soit £ > 1. On a

z1
D:lnlglnx:/ — dt.
1t
et
vt e [1,2),t > Vi
donc 1 1
Vte [l,z], - < —.
el 5 <

Par croissance de 'intégrale, on en déduit que

B @ q
lnz:/ S dt< —dt:[Q\/Z]x:Q\/:Z—Q.
0 t 1

1Vt
Ainsi,
Inz 1 1
Ve 21,0 — <2 —=— —
az w @
N———
—————0
x— o0
Inz
Par encadrement, on a donc — 0 O
x x—+00
1

2 Exponentielle

Proposition: In:R% — R est bijective.

Preuve:
In est continue sur R} (car elle est dérivable) et strictement croissante, donc elle établit
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4.2 Fonctions usuelles MP2I

une bijection de ]0,4+oco[ dans | lim Inz, lim Inz| =] — oo, +oo[= R. O
x—0 xr—+o00
>

Définition: La fonction exponentielle est la réciproque du logarithme népérien. On la
note exp.

Proposition: 1. exp: R — R} est dérivable et Vo € R, exp’ (z) = exp(z) ;
, Slm  exp(z) = +oo;
’ lim exp(z) = 0;

Tr—r— 00

expl(x

3. lim &
x—+00 x

4. Va,b € R,exp(a+b) = exp(a) x exp(b).

:+oo;

Preuve: 1. Soit z € R.

1
In’ =
n’ (exp(z)) (@)
donc exp est dérivable sur R et
vV € R /() ! exp(x)
5 , €x =— = .
P In’ (exp(z)) P
2. — Inu —— —oo donc exp(z) ——
u—0 T——00
— Inu ——— 400 donc exp(z) ——— +o0.
u——+oo x—r+00

3. Pour z € R, on pose z = lnu (<:> = exp(:c)). Donc

exp(x) U
= — = +— —— +00.
az Inu Inuyytoo

u

a=lna,
b=1Ing.
On a exp(a) X exp(b) = af et

4. Soient a,b € R. On pose {

exp(a + b) = exp (In(a) + In(B))
= exp (In(ap))
—af
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4.3 Fonctions usuelles MP2I

A

3 Fonctions puissances
ReEMARQUE (Rappel):

Va € R,Vz > 0,2% = exp(alnz).
En particulier, en posant © = e = exp(1), on a donc

Va € R, e® = exp(a).

ReEMARQUE (Notation):

*

Soit a € R. Pour ce chapitre, on note p, : T

— R
r — z%

Proposition: Soit a € R. p, est dérivable sur R} et

Vo > 0,pl(z) = ax® L.

Preuve:

Vz € Ry, pa(x) = e*122.

Or, In, exp, « — azx sont dérivables sur leur domaine de définition donc p, aussi et

a a _
Vo > 0,ph(z) = —e?P® = Zg% = gz L,
@ a5

O
Corollaire: 1. VYa € R*, p, est strictement décroissante.
2. Va € IR’_;_, Ppa est strictement croissante.
3. po est la fonction constante égale a 1.
Preuve:
Pour tout x > 0, p/,(x) est du signe de a puisque
201 — e(afl)lna; > 0.
O
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4.3 Fonctions usuelles MP2I

Pa(T) —— 400,
x—+00
Proposition: 1. Sia>0,

9. S T —+o00
o 1a<0, pa(x)—>+oo,
z—0
>
Pa(z) —— 1,
) T —+00
3. Sia=0, Pa(z 1
z—0
>
Preuve:
A faire O
Proposition: On suppose a > 0.
1. Sia>1, alors M +o0;
x x—>+00
2. Sia <1, alors M —F—— 0;
xT x—+00
3. Sia=1, alors V& > 0,pa(z) = x.
Preuve:
T a
Vz > 0, Pa(2) = =gt
a2 az
O
Proposition: On suppose a > 0. On peut prolonger p, par continuité en 0 en posant
Pa(0) = 0.

1. Sia>1, alors p),(z) — 0;
z—0
>
2. Sia <1, alors pl,(z) — +o0;
z—0

>

Preuve: 1. On suppose a > 1. Alors,

Yz > 0,p)(z) = az®~t —— 0.
z—0

2. On suppose a < 1.

Yz > 0,pl(z) = az® "t —— +oo.
z—0
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4.3 Fonctions usuelles

MP2I
a €]0,1
1 a=0
|
|
| a<l1
1
Proposition (croissances comparées): Soient a,b € R;}. Alors,
l a
im 2@ _
z—+oo b
EXEMPLE:
Si on ne dispose pas de la formule :
. Inz 2
On a
1 21n (v/x 1
\r;f: (f): 2 —  avec u =+\x —— +o0.
x \/E u z— 400
——0
u—~+oo
Preuve:
vz > 1, lnal(:l:) _ et 1:1(110 ®) — % In(ln ac)fblnx.
x e nT
In(1 1
Or In(lnz) = & (Inz) car a(lnz) = 2% avecu=lnz— +o00.
x—+00 1 U x—+o0o
—~—
0
u—++400
Donc,
h’lal()I) :ee(ln;c)—blnx _ eln(z)(flﬂ»c(l)) 0
x x—r—+00
—b+0(l) —— —b< 0
T—+400
car O
Inzx —— +oo.

x—+00
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4.4 Fonctions usuelles MP2I

Corollaire:
zlnz —— 0.
z—0
>
Preuve: .
Pour z €]0, 1], on pose u = — —— +o00.
xr z=z—0
>
Donc,

In
Vz €]0,1[,zlnz =

u
Inu
= 0.
U u——+00
O
Corollaire: Soit a > 0. Alors Y
lim — =0
r—+o00 e®
Preuve:
On fait le changement de variables u = ¢* ——— +o00.
T —r+00
i In® u
Ve >0, — = 0.
e* u u—>—+00
O

4 Exponentielle et logarithme de base a

R — RS

. o — evlna est appelée ex-

Définition: Soit a > 0. L’application exp,, :

ponentielle de base a.

REMARQUE:
L’exponentielle de base e est I’exponentielle classique.

Proposition: exp, est dérivable sur R et

Vz € R,exp,(x) = In(a) exp,(z) = a” Ina.

Corollaire: 1. Si a €]0,1[, alors exp, est strictement décroissante.
2. Sia > 1, alors exp, est strictement croissante.

3. Sia =1, alors exp,(z) = 1 pour tout =z € R.
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4.4 Fonctions usuelles MP2I

Proposition: 1. Sia €]0,1],
— expg,(z) —— 0,
T—+o0o

— expg(x) ———— 400,
Tr—r—00

ex xr
_oewa(@
ks Tr——00
2. Sia>1,

— exp, () —— +oo,
T—+o0

_ exp,(2) F
x T—+o0o )

— expg(z) —— 0;
r—r—00

a>1

Proposition: Sia € R \ {1}, alors exp, est bijective.

Définition: Soit a > 0 et a # 1.

La réciproque de exp, est appelé logarithme de base a et est noté log,.

Proposition: Sia € R \ {1}, alors

1
Vo > 0,log,(z) = o

Ina’

Preuve:
Soit a € R \ {1}.
— Soit z > 0,
exp, (lnx) :e%‘r}—lena _ene _ o
Ina
— Soit z € R,

In (exp, (z)) _In (exine) _xlna _

Ina Ina Ina
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4.5 Fonctions usuelles MP2I

Inz
Donc, log, : © +— e est bien la réciproque de exp,. O
na

EXEMPLE: o
Combien y a-t-il de chiffres dans la représentation décimale de 2°9%1 2

Soit N € IN. La représentation décimale de 22021 4 N chiffres si et seulement si

10N -1 < 92021 _ 1N
< N —1<logy, (222Y) < N
> N—1<2021logp2< N
<= N > 2021log;(2 et N < 2021log;y(2)+1
< 2021log;u 2 < N < 20211og,((2) +1 = N = 609.

~608,3

5 Fonctions trigonométriques

Proposition:
sinx
lim =1
z—0 x
N
a
[9) B [A
Preuve: .
Soit z € ]0, B [ On pose M (cosz,sinz) et N(1,tanx).

Le triangle OBM est contenu dans le secteur OAM donc

cos(x) sin(x) <
2

N8

Le secteur OAM est contenu dans le triangle OAN donc

x tanx sin x
=< — )
2 2 2cosx
D’ou,
sinx 1
cosx < <
a8 cos T
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4.5 Fonctions usuelles MP21
Or, cosx — 1 et — 1.
x—0 cosx x=—0
> >
Par encadrement, on en déduit que
sinz
1
T x—0
et . .
Vx € ] —E, 0[, = M — 1 d’aprés le calcul précédent.
2 g =47 z—O
O
s
Corollaire: sin et cos sont dérivables sur R et {sm, B COS’,
cos’ = —sin.
Preuve:
Soit z € R et h € R*.
sin(z + h) —sinz _ sin(z) cos(h) + cos(z) sin(h) — sin(x)
h B h
—1+cosh . sin h
= ————sinz COS T
h
) —2sin? 2 sin h
=sinr X ———= 4 cosx
h h
h hr\? k2
Or, sin? = ~ (7) = —. Alors
2 h—0 \ 2
sin? % N E
h h—=04 h—0
Donc,
sin(z + h) —sinz
cos .
h h—0
Egalement, Yz € R, cosz = sin (g - ac) donc
’ 77 .
Vz € R, cos’(x) = cos (5 = :p) X (=1) = —sinz.
O

Proposition: La fonction tan est dérivable sur {x ER |z # g [ﬂ} =D et

1

Vz € D7tan/x:1+tan2x= _
cos? x
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4.5 Fonctions usuelles MP2I

Preuve:

sin x
Vx € D,tanxz = —— ; sin et cos sont dérivables sur R donc tan est dérivable sur D.
cos T

2 2
cos” x + sin“ 1
V& € D,tan’ x = > = 3
cos? x cos? x
Iy
14 tan“z
O
Proposition: lim tanz = +oco et lim = —oo. O
< >
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
B I g 3
— it \2
\2 | | ?
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
Proposition: cotan est dérivable sur D = {zx € R |z =0 [r]} et
/ 1 2
Vo € D,cotan’ z = ———— = —1 — cotan” .
sin® x
Preuve:
om cos T
Vx € D,cotanz = — .
sin z
Donc,
2 2
—sin“x — cos® 1
Vx € D,cotan’ x = = =——
sin® x sin® x
. 5
— 1 — cotan” x.
O
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4.6 Fonctions usuelles MP2I

Proposition: lim cotanxz = —oo et lim cotanx = +oo. O
Tr—T Tr—rTm
< >

= — |-
3

4444444;}44444444

T N
B

|
|
|
|
|
|
|
|
—P7
|
|
|
|
|
|
|

6 Fonctions trigonométriques réciproques

T T

T 1,1
Proposition — Définition: L’application [ 2’2] — [=hd

r +—— sinx
On appelle arcsinus la réciproque de cette bijection et on la note Arcsin.

est bijective.

Pour tout = € [—1,1], Arcsinz est le seul angle | compris entre 72 et g donc le sinus
vaut x. O
ExEMPLE: — Arcsin0 = 0,
— Arcsinl = E,
3 37
— Arcsin ( sin 2~ = °T car Arcsin(—1) = T
2 2 2
. I —27 I . Vs . 2T 27 T
— Arcsin ( sin — | = carsin — =sin({nmr— — | =sin[ —— et —— € [—7,7].
5 5 5 5 5 5 2 2
e . T
Proposition: 1. Vx € [-1,1], Arcsinz € [—5, 5]
2. Vo e [—g, g] ,Arcsin(sin @) = 0
3. Vz € [-1,1],sin(Arcsinz) = z
4. Vx € [—1,1], cos(Arcsinz) = /1 — 22
Preuve: 1., 2. et 3. correspondent a la définition de Arcsin.
4. Soit x € [—1,1]. On pose § = Arcsinz € {—g, g] On sait que cos? 0 +sin? 60 = 1
donc cos? § = 1 —sin? § = 1 —sin?(Arcsinz) = 1 —z2. On en déduit que | cos 0‘ =
V1 — 22 Comme 0 € [—g, g], cosf > 0 et donc
cos(Arcsinz) = /1 — x2.
O
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Proposition: 1. Arcsin est impaire
2. Arcsin est continue sur [—1,1]
3. Arcsin est dérivable sur | — 1,1] et
1

Va €] — 1, 1], Arcsin’ z = Wigr~i >0

4. Arcsin n’est pas dérivable en 1 et en -1.

71'/2

_7-(/2

Preuve: 1. Soit z € [—1,1]. Alors —z € [—1,1]. On pose 6 = Arcsin(—z). 0 est le seul

s ™
nombre compris entre -3 et 5 vérifiant sinf = —z.
Arcsinz € [—E, E] donc — Arcsinz € [—E, E]. On a

2°2 2°2
sin(— Arcsinz) = —sin(Arcsinz) = —z

donc

0 = Arcsin(—z) = — Arcsinz.

2. sin est continue et strictement croissante sur [ — 7/2,7/2] & valeurs dans [—1,1]

donc Arcsin est continue sur [—1, 1].
3. Soit z € [—1,1]. sin’(Arcsin z) = cos(Arcsinz) = v/1 — 22 donc
Vz €] — 1,1, sin’ (Arcsin z) # 0.
Donc Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ et

1
V1 —x2

4. Arcsin est continue sur [—1,1], dérivable sur | — 1,1[, et

Vo €] — 1,1[, Arcsin’ z =

1
Vz €] —1,1[, Arcsin’ 2 = —— ———— +o00.

V1—x2 z—o*1
D’apreés le théoréme de la limite de la dérivée, Arcsin n’est pas dérivable en =£1.

O

REMARQUE:

Une primitive de = — est Arcsin.

— T
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[0,7] — [-1,1]

Proposition — Définition: L’application
T —> cosx

est bijective. On

note sa réciproque Arccos.

En d’autres termes, pour € [—1,1], Arccosz est le seul angle ‘ compris entre 0 et 7

dont le cosinus vaut x.

Preuve:
Théoréme de la bijection continue. O
EXEMPLE: . L )
Arccos0 = I, Arccos — = I, Arccos [ —— | = l,
2 2 3 2 3
75T 597 75T 75T 597 597
Arccos ( cos — | = — € [0, 7] car cos — =cos | — — 27 | =cos | ——— | = cos —.
67 67 67 67 67 67
Proposition: 1. Vz € [-1,1], Arccosz € [0, 7],
2. V0 € [0, 7], Arccos(cos6) = 0,
3. Vx € [-1,1], cos(Arccosz) = z,
4. Vz € [—1,1], sin(Arccosz) = /1 — 2.
Preuve: 1., 2. et 3. correspondent a la définition de Arccos.
4. Soit z € [—1,1].
sin?(Arccos ) = 1 — cos?(Arccosz) = 1 — 22
donc |sin(Arccosz)| = V1 — 22.
Or, Arccosz € [0, 7] donc sin(Arccosz) > 0 et donc
sin(Arccosz) = /1 — x2.
O
Proposition: 1. Arccos est continue sur [—1,1],
2. Arccos est dérivable sur | — 1, 1] et
Vo el —1,1[, A f !
z €] — 1,1, Arccos’ z = — —.
V1—z2
Preuve: 1. cos est coninue et strictement décroissante sur [0, 7] & valeurs dans [—1, 1]

donc Arccos continue dans [—1,1].

Va €] — 1,1, cos’(Arccos x) = — sin(Arccos )

—V1—-x2#0
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donc Arccos est dérivable sur | — 1,1[ et
Arccos’ x = B <0
V1 — x2 .
O
Corollaire: -
Vz € [—1,1], Arccosz + Arcsinz = —
Preuve:

METHODEL Soit f : = =

T

— Arcsinz + Arccosz contyGISUn|loH]
et dérivable sur | — 1,1[. On a

ve & - L1, f(=) = \/11-7*¢11—7

donc f est constante sur | —1,1] :

IC e R, Vz €] — 1,1, f(z) =C.
En particulier,

f(0) = Arccos 0 + Arcsin0 = g 40 =
MEeTHODE2 Soit z € [0, 1].

™
2
sin(Arccosz) = v/1 — 22 = cos(Arcsin z)

= sin <g — Arcsin m)

donc

Arccosz = i Arcsinz [27] ou m — Arccosz = T _ Arcsinz [27]
donc
Jk € Z, Arccosz + Arcsinz = g + 2km

ou 3k € Z, — Arccosx + Arcsinx = —g + 2k,

<
< donc 0 < Arccosz + Arcsinz < 7
<=

2

0
0
—— < — Arccosz <0
— 2

T .
) T donc —— < — Arccosx + Arcsinx <
0 < Arcsinz < — 2

s
2
D’ou - x
Arccosz + Arcsinz = 5 ou — Arccosx + Arcsine = ——
— Si — Arccosz > —3 ou Arcsinz > 0, alors — Arccosz + Arcsinz > —— et
donc

. T
Arccosx + Arcsinx = —.
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™
— Si — Arccosz = 5 et Arcsinz = 0, alors x = 0 et donc

Arccosx + Arcsinx = g +0= g
Soit @ € [—1,0[. On pose y = —zx € [0, 1]
— Arcsinz = — Arcsiny,
— Arccosx = m— Arccosy : en effet, cos(m— Arccosy) = — cos(Arccosy) = —y =
z et 0 < Arccosy < m donc —7 < Arccosy < 0 et donc 0 < 7 — Arccosy < 7
D’ou,

Arccosx + Arcsinz = m — Arccosy — Arcsiny

=7 — (Arccosy + Arcsiny)

™
=7 — —
2
_7T
=
O
™
7r/2
—1 0 1

[—>IR
r +—— tanx

w3

s
Proposition — Définition: L’application ]_E’ est bijective. On

note Arctan la réciproque de cette bijection.

™ ™
C’est a dire, pour tout = € R, Arctan z est le seul angle | compris entre — Fl et = (exclus)

dont la tangente vaut x.

Preuve:
Théoréeme de la bijection continue. O
EXEMPLE: . .
Arctan0 = 0, Arctan1 = 7 Arctan /3 = 3
9 2m T T 9 9 2
Arctan(tan—):—6]—7,7[cartan—:tan — — 7| =tan —.
7 7 22 7 7 7
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Proposition: 1. Arctan est dérivable sur R et

1

Vz € R, Arctan’ z = ———,
1+ 22

T
lim Arctanz = —
2. T— 400 2

lim Arctanz = —
r—r—00

)

ol -

3. Arctan est impaire.

7r/2“

- jot

Prewve: 1. Y& € R, tan’(Arctan) = 1 4 tan?(Arctanz) = 1 + 22 # 0 donc Arctan
est dérivable sur R et

1

Vz € R, Arctan’(z) = ——.
) rctan’ (z) T2

2. On déduit des limites de tan les limites de Arctan.

3. Comme pour Arcsin.

Proposition:
71' q
1 — siz >0
Va € R*, Arctanz + Arctan — = { 2 1
z —— siz <0
2
Preuve:
R* — R
: 1 éri *
On pose f ¢ > Arctanz 4+ Arctan & dérivable sur R* par
&
1 1 1
FlE)= s x =
1\2 2
1+x il (;) ap
1 1
T 1422 1422

=0

/\ R* n’est pas un intervalle!
— R est un intervalle donc 3CT € R,Vz € R}, f(z) = C*
— R, est un intervalle donc 3C~ € R,Vz € R, f(z) = C~

+
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O S - b
H=—4+-==4d CF ==
) 4+7r4 3 0r71rc >
f(-1)=———-—-=——donc C™ = ——. O
4 4 2 2

7 Trigonométrie hyperbolique

Définition: Pour tout = € R, on pose

xT —x
che — i,
e® —28_36
shex = ——,
h
g = S—z
chz

ch est appelé cosinus hyperbolique, sh est appelé sinus hyperbolique et th est appelé
tangeante hyperbolique.

REMARQUE:
Ces formules rappélent les formules d’Euler : pour tout = € R,

eiz +677Lz et +e %

cosr=———¢ +— chex=——
2 2

) eix o e*ix T _ e

sing= ——— +— shzx=—"""—
21 2

sinft+ — — — — M
|
|
0 |
cos 0
x” + y2 =1
Proposition:
Vvt € R,ch®t —sh?t = 1.
Preuve:

69
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Soit t € R.
—53 2 —53 2
Ch2t75h2t:<et+e t) 7(et—e t)
2 2
7/+e—t_7,e/t’+e—t><et+ﬁ7{+et_,€7{
N 2 2
2e~t  2et
= X —
2 2
=etxel
=1
O
EXERCICE:

Eaxpliciter ch(a + b) avec (a,b) € R2.

2ea+b 4 gb—a 4 ga—b  g9e—(atb) _ ga—b _ b—a
4 * 4

l <2€a+b +2€7(a+b)>

szrb 4 e—(atd)

Y

= ch(a + b).

ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b) =

Ezpliciter sh(a + b) avec (a,b) € R?.

sh(a) ch(b) + sh(b) ch(a) = i <2e“+b NI P  BI P S Fe 26—(a+b))

ea+b o 67(a+b)

2
= sh(a + b)
Proposition: 1. ch est paire, sh est impaire;
h’ = sh
2. ch et sh sont dérivables sur R et ¢ , o
sh” = ch;

3. sh est strictement croissante sur R, ch est strictement croissante sur RT ;

4. lim chx =+4oc0, lim shz=+coet lim shx = —o0;
T —+00 T — 400 T—r—00

1 1
5 chz ~ —e®etsh ~ —¢*.
+ 2

r—+o0o 2 T— 400
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ch
1
sh
Preuve: 1.
—z —(—=z) a7 —x
ch(—z) = cte = +2€ = chuz;
-z _ ,—(—x) —T _ o T _ e~ T
sh(—z) = < c == € = £ % o ha
2 2 2

2. x> e” et z+— e~ * sont dérivables sur R donc ch et sh aussi. On a donc

xT —X

ch/(z) = % = sh(z);
Vr € R, = .
sh’(z) = % = ch(z).
xT —x
3. Vo € R,sh’z =cha = e > 0 donc sh strictement croissante sur R.

Va € R}, ch’ 2 = sha > sh0 = 0 (car sh strictement croissante) et ch’ 0 = sh0 =
0. Donc, ch est strictement croissante sur R .

4.et 5.

1 xT xT
chz:f(ex—i—e_“:):e—(l—&-e_m) ~ i—>+<>®;

2 2 z—+o00 2

YV S R, 1 e® 9 ez
shz==(e"—e®)=—(1—-e"*%) ~ — — 4o0;

5 ( ) =5 ( ).

O
REMARQUE:

La courbe représentative de ch est appelée “chainette”.

Proposition: 1. th est imapire;
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2. th est dérivable sur R et
=1—th?x;

1
Vz € R,th’ z =
ch?z

3. th est strictement croissante sur R ;

4. lim thz=1let lim thax=—1.
z—+00 T——00

Preuve: 1. Soit = € R.

th(—2) sh(—z) shz th
—z) = == == T.
ch(—z) chz

2. sh et ch sont dérivables sur R et Vx € R, chz # 0 donc th est dérivable sur R et
h?z — sh? 1
Ve R, th o= =2 T
2 ch®z
sh?
ch?z

=1— =1—th?z.

> 0 donc th est strictement croissante sur R.

1
3. Vz € R,th'z = 5
ch* x

4. On a
shz e*/2
1 1

Vr e R,the = — ~ -1
chz e%/2 z—+o00

et, comme th est impaire,

lim thz=—- lim thz=-1.
T—>—0o0 z—+ oo

EXERCICE:
Résoudre shx =y d’inconnue x et y étant un paramétre réel.
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Soit x € R.

she =y @i:y
— (%)% — 1 =2ye”
>0
2 2
= (Y -+ =0
= <6Ifyf\/y2+1> (ezfy+\/y2+l>
—e"=y+vVy2+loue®=y—Vy2+1

Or, (y+\/1+y2) <y7\/1+y2) = —1<0doncy++1+y?ety—+/1+y? sont de signes

opposés.

ytv1ity? >0 d’ou
y—vV1+y2<0

shz=y < " =y++v1+9y2 — x:ln(y+\/1+y2)-

Commey+\/l+y2>y\/1+y2,ona{

On a trouvé la réciproque de sh :
Argsh: R — R

xl—)ln(a:+\/1+:c2>
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CHAPITRE

5
CALCUL INTEGRAL

1 Généralités

Définition: Soient [ un intervalle de R, f une fonction continue et a,b € I.

On définit Pintégrale de f de a a b par
b b
[ 1@ do = [F@], = FO) - F(@

ot F' est une primitive quelconque de f.

La variable x est muette :

/abf(r) dm=/abf(u> du=/abf(t) dt=/abf(%’) d%%’#/abf(w) dt

ey . . . v e 17 g b
Proposition (Croissance): Soient f et g continuessur I, a,b € 12 tels que { z< b (@) < 9(@)
a < b.

Alors ) )
/ f(z) do </ g(z) dz.

Preuve:
On pose, pour tout € I, h(z) = g(x) — f(x) > 0. h est continue sur I.
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MP2I

Soit H une primitive de h sur I. Donc
b b b
[ 1@ o= [ 1@ do= [ (1) - 9@) do

b
:—/ h(z) dz
= H(a) — H(b)

Or, h = H' > 0 donc H est croissante sur I. Comme b > a, H(b) > H(a) et donc

b
a

/abf(x) dx—/ g(z) dz < 0.

O

Proposition (Linéarité): Soient f et g continues sur I, o, 8 € R et a,b € R. Alors,

/ab (af(z) + By(x)) dxza/:f(x) dx+,8/abg(x) da.

Preuve:
Soient F' et G deux primitives sur I de f et g respectivement.

aF + BG est un primitive de af + Bg sur I car

(aF + BG) = aF' + G’ = af + Bg.
D’ou

b
/ (af(@) + B(g)) de = (aF + BG)(®) — (aF + BG)(a)

— aF(b) + BG(b) — aF(b) — BG(a)
= a(F(b) — F(a)) + B(G(b) — G(a))

=a [ 1@ aw 5 [ o) an

Proposition (Chasles): Soit f continue sur un interval I, a,b,c € I. Alors

‘Lbf@)dxznlcf@gdx+:lbf@»dm

Preuve:
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Soit F' une primitive de f sur I. Alors,

/C f(z) dz + /bc dz = F(c) — F(a) + F(b) — F(c)
) — F(a)

=F(b
= /;b f(z) dz.

Proposition: Soit f positive et continue sur un interval I, (a,b) € 1% avec a < b.

Alors )
/ £(z) dz = 0 <= Vaz € [0, 8], f(z) = 0.

Preuve:
Soit F' une primitive de f.

b
“ =7 On suppose que / f(z) dz = 0. Donc F(b) = F(a).

Comme F' = f > 0, F est croissante.
O
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CHAPITRE

§

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES

Définition: Une équation différentielle est une égalité faisant intervenir une fonction
inconnue y ainsi que ses dérivées successives v, y”, y®), ..., y™.

ExempLe: 1. y®) +1n () =e¥

2.
q
On a6 +sin(f) =0 i H) in(9) =
0 na +sm()—01.e.ﬁ+sm()—0
Pour les “petits angles”, sin(f) ~ 0. On résout donc
6=—06
R
[TTTTTTT
d%q dq 1
3. LE ar RE ar Eq = E(t) €(t) _
1
LG+ Rq+ cl= e(t)
_aN Q0
4. Mode¢le de population : — = AN(1 — N) L

dt

Définition: Une équation différentielle linéaire d’ordre n est de la forme

any™ + an—1y™ + - + aoy = b(t)

ou b,ap,ai,...,an sont des fonctions connues et continues sur un intervalle . On dit
que b est le second membre de I’équation.
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6.0 Equations différentielles linéaires MP21

ExBMPLE (cos(t)y” + sin(t)y’ = tan(t)):

Proposition (Principe de superposition): Soient b et bz continues sur I. Soient

., an également continues sur I.

(E1) : Z ary® = b
k=0

ap,at, ..

n
(B2): > ary™ =bs
k=0

Soient (A1, A2) € C?.
(E): Z apy®) = A1b1 + Aobo

k=1
y1 solution de (

Ey)
= Ay1+ A solution de (E
y2 solution de (EQ)} 1Y1 2Y2 (E)

Preuve:
On pose y = A\1y1 + A2y2 dérivable n fois car c’est le cas de y; et y2 Donc,

Vk € [0,n],5® = Ayl® 4+ Agp

D’ou,
S ay® = 3" ax (apf? + 20u)
k=0 k=0
- k . k
=\ Zaky§ )Jr)\zzakyé )
k=1 k=1
= A1b1 + A2b2
O
n
Proposition: Soit (E) 'équation différentielle Z aky(k) = b ou ag,ai,...,an sont

k=0
des fonctions homogénes. L’équation homogéne associée a (E) est

(H): Y ary® =0

k=0

Les solutions de (E) sont toutes de la forme h + yo ou h est solution de (H) et yo
solution de (E).

Preuve:
Soit y une solution de (F) et yo une solution particuliére de (F). On pose h =y — yo.

D’aprés le principe de superposition, h est une solution de (H).
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Réciproquement, si h est une solution de (H) et yo une solution de (E) alors h + yo est
aussi solution de (E). O

Théoréme (Théoréme de Cauchy): Soit (F) une équation linéaire différentielle.

n—1
(B): y™ 4+ Z ary™ = b
k=0
ol agp,ai,...,an sont continues sur un intervalle I.
Soit tg € I et (ao,a1,...,an) € C".
Il existe une et une seule fonction y telle que

y solution de (E)
Vi e [0,n— 1],y (to) = as

EXEMPLE:
On ne peut pas déduire le passé d’un sceau percé, son équation est non-linéaire.

1

h' = —cVh avec ¢ € R}

— T
S

Soit (E) 'équation 3y’ + ay = b ot a et b sont continues sur un intervalle I.

Proposition: Soit A une primitive de a sur un intervalle I.
(H): 4y +ay=0

—A(t)

Les solutions de (H) sont t — Ae avec A € C

Preuve:
Soit y une fonction dérivable sur I. On pose

z:t s y(t)et®
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MP2I

dérivable sur I et

= (¥ (t) + a()y(1)) e*)

= VteL,Z({t)=0
<~ INeC,Vtel, z(t) =
<~ INeC,Vteyt)

REMARQUE (pseudo preuve):

d d
Y iaty=0 — i’ — —a(t)dt

dt
c»/dy / dt
— In(y) = —A@t) + K

— y=e AOTK

— y =40

2 Annexe

y: I — E ou E est un K-espace vectoriel.

(%) : Yy +a(x)y =0 et y(zo) =0

= Vrelylx)=— /z a(u)y(u)

0

T:El — Ef
y—> (x — 7/9:: a(u)y(u) du)

donc (x) <= T(y) =y

80

y solution de (H) <= Vt € I,y'(t) + a(t)y(t) =
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CHAPITRE

7
DEVELOPPEMENTS LIMITES

Définition: Soit f une fonction définie au voisinage d’un point a € R.

On dit que f posséde un développment limité d’ordre n au voisinage de a s’il existe des
réels (co,...,cn) € R tels que

f(x) :co+cl(x—a)+cz(x—a)2+---+cn(x—a)"+ o ((m—a)")A

T—ra

En particulier, avec a = 0, on a

flx)=co+crz+caz® + - +cnz™+ o (z7).
z—0

développement de Taylor reste

Théoréme (Taylor-Young): Si f est de classe €™ (i.e. f définie et dérivable n fois et
F(™) est continue) au voisinage de a, alors f admet un développement limité d’ordre n
au voisinage de a est

f(@) = £(@) + @ —a)f @) + (@ - TD 4. 4 (o a)

n f(a)
2! n! +

((x — a)").
O

T—ra

REMARQUE:
Cette formule est & éviter en pratique : il est bien trop difficile de calculer f(") pour tout n.

Cependant, on peut quand méme en déduire le développement limité de exp, cos, sin et
z— (1+z)% en 0.
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Corollaire:
x? n
ef=14+z+—4+---+—+ o (z"),
2 n! z—0
22 gt 26 221
=1 == o —1)" 2n
cose st e T T g TS
3 5 7 2n+1
7 7 a )
Sing=2— —+— —— 4+ (-1)"—— + o (z2*t1),
3! 5! 7! ( ) (2n+1)! a:—>0( )

2 3
VaER,(l—i—x)o‘:1+o¢x+a(a—1)2—'4-04(0[—1)(01—2)%+~-~

T4, (z™).

tafa=1)---(a=(@=1))—+ o

REMARQUE:
en 0 :

Avec @ = —1, on obtient le développement limité de i
a

1
1+

=l-z+a?2—22+... 4+ (=1)"2"+ o (z").
=0

1

— T

On en déduit donc le développement limité en 0 de ]

=l+z+z?+23+. . 42"+ o (z")
11—z z—0

1
Avec o = > on obtient le développement limité & 'ordre 2 de v/1 + x :

2
Vitz=1+2_% 4 o (x?).
2 8 z—0

Théoréme (primitivation): Soit f une fonction continue en a ayant un développement
limité d’ordre n au voisinage de a. Soient (co,c1,...,cn) € R* ! tels que

f(zx) :co+c1(:v—a)+cz(:c—a)2+~~+cn(ax—a)"+xga ((x—a)™).

Soit F' une primitive de f. Alors F' a un développement limité d’ordre n+ 1 au voisinage
de a et
(z — a)? (x —a)”t!

+oten———+ o ((@—a)"™).

F(z) = F(a) =co(z —a) +c1 5 ntl S

O

1
Corollaire: En primitivant le développement limité de ?, on obtient le dévelop-
a0y
pement limité de In(1 + z) :

ZE2 CE3 xn+1

In(1 = — 4t (=)
n(l+z)==z 2+3+ + (=1)

o (z™h).
n+1 x—0

On en déduit aussi le développement limité de Arctan :

£E3 1.5 I7 1.2n+1
Arct = — P 1" 2n+1.
rctany =2 = — + : - + -+ (—1) 2n+1+mgo(x )
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ExEgrcice (Calculer DL5(0) de tan):

METHODE 1 (quotient) : tanx = e
cos
On a 4 .
sing =z — - 4+~ + o(z%),
6 120
1 x? " az +o(a®)
cosz =1— — 4+ — + o(z’).
2 24
On calcule d’abord le développement limité de :
cos T
1 1
- 2 4
cosx ] — -4 T4 o(zh)
1 x? i xt + o 5) — .0
= avec u = —— + — +o(x
14w 2 24 z—0

1—u+ u? +o(u?)

= (= = 5
( 7 T T ))

@2 @ 5
+ (—7 + ﬂ +0(£L‘ ))

+ o ((f + g +o(x5))2>

z2 z*  zt

=14 — - 4+ 5
+2 24+4+o(x)
x2 5zt
o D),
+2+24 + o(z°)

On en déduit le développement limité de tanx :

3 5 2 4
tanx = (a:— k. + L +o(z5)) (1 + % + 52% +o(z5))

6 120
n 2 i B> @ @ @ +o(@®)
=B =T === =a == @
2 24 6 12 120
3 5
a 2z 5
—m+§+¥+s(:ﬁ ).
A connaitre :
i — e 2 (=)
Qg =g aE et B (e

METHODE 2 (déterminer les coefficiants)
On identifie les coefficants :

sinz = (tanx)(cos x)

= (co +cix+ 02332 + cgac3 + C4$4 + 051?5 + o(z5))

(1 i + o +o(z5))

* 2 24

=co + 1 + cax? + e3> + caz® + c5a® + o(x5)
x2 x3 xt xb z* x5

TGy Tl Gy G +00£ +Clﬂ
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Par unicité du développement limité,

co=0
c1 =1
02—%):0
c1 1
cg— — = ——
&
cs——+—=0
2 24
c3 @il 1
cs——+ — = —
2 24 120
et donc
co=c2=cq4 =0
c1 =1
1
c3 = —
32
cs = —
>~ 15

METHODE 3 (primitivation)
On sait que
t —tan0
tanw —tant — tan/(0) = 1
z—0 z—0
donc tanz ~ x et donc tanz = x + o(z).
D’ou
tan’(z) = 1+ tan?(z) = 1 + (z+ e(:c))2
=1+ 22 +o(z?).

En intégrant, on en déduit que

x> 3
tanx:tan()—o—m—o—?—i-o(:p )

Donc,

tan’(z) = 1 + tan®

z2 2
1+ (a} + = +e(z3))

4

2
=14+22+ 51‘4 +o(z?)

On en déduit donc le développement limité a ’ordre 5 de tan :
3

t san0+ 2 + 225 4 o(c”)
anxr = tan = —=q5 o\
Y 3 15

0
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CHAPITRE

8

ENSEMBLES, APPLICATIONS,
RELATIONS ET LOIS DE
COMPOSITION

1 Théorie naive des ensembles

Définition: Un ensemble est une collection finie ou infinie d’objets de méme nature
ou non. L’ordre de ces objets n’a pas d’importance.

EXEMPLE: 1. {1,:(: — z2, {1}} est un ensemble : ses éléments dont l'entier 1, la fonction

x + x2 et un ensemble contenant uniquement 1 (un singleton).

2. IN est un ensemble infini

REMARQUE (Notation):
Soit E un ensemble et x un objet de E.
On écrit x € F ou bien x 3 E.

REMARQUE (A\ Paradoxe):
On note €2 I’ensemble de tous les ensembles. Alors, 2 € Q.
Ce n’est pas le cas de tous les ensembles :

IN ¢ IN car IN n’est pas un entier

On distingue donc 2 types d’ensembles :
— ceux qui vérifient F &€ E, on dit qu’ils sont ordinaires
— ceux qui vérifient £ € E, on dit qu’ils sont extra-ordinaires
On note O ’ensemble de tous les ensembles ordinaires.
— Supposons O ordinaire. Alors, O ¢ O
Or, O est ordinaire et donc O € O 4
— Supposons O extra-ordinaire.
Alors O € O et donc O ordinaire 4

C’est un paradoxe

Pour éviter ce type de paradoxe, on a donné une définition axiomatique qui explique quelles
sont les opérations permettant de combiner des ensembles pour en faire un autre.
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8.1 Ensembles, applications, relations et lois de composition MP21

Définition: Soit £ un ensemble et F' un autre ensemble. On dit que E et F' sont égaux
(noté E = F) si E et F contiennent les mémes objets.

EXEMPLE: 1. E={1,2,3} et F ={3,2,1,2}
On a bien E = F.
—-1€eZ
—-1¢N
8. B={0,{0)} #{0} = F
{0} e FE

ar
{0} ¢ F
mais, F' € E

2. ]N;éanr{

C

Définition: L’ensemble vide, noté & est le seul ensemble a n’avoir aucun élément.

Définition: Soient E et F' deux ensembles. On dit que F' est inclus dans E, noté
F C E ou E D F si tous les éléments de F' sont aussi des éléments de E.

Vee FLx e E

Proposition: Pour tout ensemble F, & C E

Preuve (par 'absurde):
Si @ ¢ E alors dx € @,z ¢ E : une contradiction 4

EXEMPLE: 1. E={1,2,3} et F ={1,3}
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2€E
On a F' C E mais pas £ C F car €
2¢F

2. F={0} et E = {0,{0}}

— FeEcar{0}eE
— FCEcar0€eE
3. E={{0}};F={0}
— F¢gFEcar0¢g FE
— FekE
4. E={{{0}}}; F = {0}
— F¢FE
— F¢FE
— @CF
— @CFE

Définition: Soit F un ensemble. On peut former ’ensemble de toutes les parties de
E (une partie de E est un ensemble F avec F' C E). On le note #(E)

Ae P(E) < ACE

ExemMpLE: 1. E = {42}
Les sous-ensembles de E sont & et {42} = E donc

2(E) = {2,{42}}

2. 2(2) = {2}

3. E = {0,1} donc Z(E) = {@,{0},{1},{0,1}}

4. E={9,{2}} donc Z(E) = {2,{2},{{2}},{2,{2}}}
5. E={o2,{o}}

2(2(E) = 2({9,{2}, {{}}, E)
={2,{a}, {{2}}, {{{z}}}.{E} {2, {2}}. {2, {{o}}}. {2, B}, {{2},
e {{e}, B} {{{e}), B} {2, {2}, {{2}}}, {2, {2}, B},
{o, {{2}}, B}, {2}, {{o}}, B} {9, {2}, {{2}), E}}

Définition: Soit E un ensemble et A, B € Z(E)

1.
La réunion de A et B est

AUB={z€E|z€ A ou z€ B}

2.
L’intersection de A et B est

ANB={z€E|z€ A et z € B}
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&
Le complémentaire de A dans F est

E\A={zcE|xz¢g A} =CgA

S
N\

4. E
La différence symétrique de A et B est A
AAB={z€E|(zx€Aet ¢ B) ou(x g A et x € B)f}

=(AUB)\(ANnB)
B
Proposition: Soit E un ensemble et A, B,C € Z(E)

1. AnNA=A 10. AUE=FE

2. BNA=ANB 11. (ENA)\A=E\A

3. An(BNC)=(ANnB)NC 12. E\(E\A) =A

4. AnNg=0 13. E\@=F

5. ANE=A 14. E\E=0

6. AUA=A 15. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

7. BUA=AUB 16. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

8. AU(BUC)=(AuB)UC 17. E\(AUB)=(E\A)N(E\ B)

9. AUg =A 18. E\(ANB)=(E\A)U(E\B)

Preuve: 16. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

— Soitz € AN(BUC) donczx € Aetz € BUC

Casl z € B,alorsz € ANB et doncxz € (ANB)U(ANC)
Cas2 ze€C,alorsz € ANCetdoncze (ANB)U(ANC)

On a prouvé

AN(BUC)C(ANB)U(ANC)

— Soit z € (ANB)U(ANC)

Casl z€ ANBdoncz € Aetxz € Bdoncz € BUC et doncz € AN(BUC)
Cas2 z€ ANC doncz € Aet z € C doncxz € BUC et doncz € AN(BUC)

On a prouvé

AN(BUC)D (ANB)U(ANCQC)

17. E\(AUB) = (E\ A)n (E\ B)

— Montrons que z € E\ (AUB) = z € (E\A)N(E\ B)

Soit z € E\ (AUB) doncz ¢ AUB
— Siz e A,alorsz € AUB ¢4
doncz g Aie.z € E\ A
— Siz € Balors,z€ AUB 4
Donc z ¢ Bie. .z € E\ B
On en déduit que z € (E\ A) N (E\ B)
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— z € (E\A)N (£ \ B). Montrons que z € E\ (AU B)
On suppose que ¢ € E\ (AU B) donc x € AUB
— Six € A, on a une contradiction car z € E'\ A
— Siz € B, on a une contradiction car z € E'\ B
doncz € E\ (AU B)

2 Applications

Définition: Une application f est la donnée de
— un ensemble F appelé ensemble de départ
— un ensemble F' appelé ensemble d’arrivée

— une fonction qui associe a tout élément x de E un unique élément de F noté f(x)

L’application est notée

f:E—F
2 f(@)

EXEMPLE: 1. Soit & le plan (affine) et A € &. Soit 2 I’ensemble des droites.

f:2\{A} — 2
B+—— (AB)

p: E— F
fr—=f
3. E=%%([0,1],R) et F =R
p:E—F
1
1= 1(3)
4. E=[0,1 et F =%°([0,1],R)
p: E—F

x
5 >—>/ t21In(t) dt
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p: C\{N} — (d)
M +— M’

W)

Définition: Soit f: E — F une application. On dit que f est
— injective si tout élément de F' a au plus un antécédent par f
— bijective si tout élément de I’ a un unique antécédent par f
— surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent par f

EXEMPLE (suite des exemples précédents): 1. L’application n’est ni injective ni surjective
d1 d2

Ba

w

° A
A

B et Bs sont deux antécédants de di
do n’a pas d’antécédant par f
2. L’application n’est pas injective :
— f:x+— x est continue
7z 9
— z+— — et x — — + 42 sont deux antécédants de f.
Mais, I'application est surjective d’aprés le théoréme fondamental de ’analyse

3. L’application n’est pas injective (z — 0 et x — 42 sont deux antécédants de 0) mais
elle est surjective (Vo € R,z — az est un antécédant de a).
4. L’application est injective mais pas surjective (les images sont des primitives de z
2
% In(z))

5. et 6. sont bijectives

Définition: Soit f: E — F et g : F — G. L’application notée g o f est définie par
gof:E— G
z— g(f(z))

On dit que c’est la composée de f et g.

Proposition: Soient f: E — F,g: F — G,h: G — G. Alors, ho(go f) = (hog)o f
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Preuve:
Par définition, go f : E — F donc ho(go f) : E — H
et hog:F — H donc (hog)o f: E— H Soit z € E.

ho(go f)(z) = h(go f(z))
= h(g(f(=)))

(hog)o f(x) =hog(f(z))

= h(g(f(2)))
Donc, ho (go f)(z) = (hog) o f(x) O
REMARQUE (A\ Attention):
En général, go f # fog
Par exemple, f : R — RY et g: RT — R
A & € z — x> g: z — z

Rt — RT R — R

Alors, fog: v s et go f: — |

donc fog#gof

Proposition: Soient f: E — Fetg: F — G
1. Sigo f est injective, alors f est injective
2. Si go f est surjective, alors g est surjective
3. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective
4

. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective

Preuve: 1. On suppose g o f injective. On veut montrer que f est injective. Soient

(x,y) € E2. On suppose f(x) = f(y). Montrons que x = y.
Comme f(x) = f(y), 9(f(z)) = g(f(y)) i.e. go f(x) =go f(y)
Or, g o f injective donc z = y

2. On suppose g o f surjective. On veut montrer que g est surjective. Soit y € G.
On cherche = € F tel que g(z) = y.
Comme go f: E — G surjective, y a un antécédant z € E par go f.
On pose z = f(z) € F et on a bien g(z) =y

3. On suppose f et g injectives. Montrons que g o f injective. Soient z,y € E. On
suppose g o f(xz) = go f(y). Montrons z =y
On sait que g(f(x)) = g(f(y)). Comme g est injective, f(z) = f(y) et comme f
est injective, x =y

4. On suppose f et g surjectives. Soit y € G. On cherche z € E tel que go f(z) =y
Comme g est surjective, y a un antécédant z € F par g
Comme f est surjectives, z a un antécédant = € E par f
On en déduit go f(z) = g(f(z)) = g(=) = v

REMARQUE:
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i

E—F

f injective <= (‘v’(x, y) € B2 f(x) = fy) = == y)

Définition: Soit f : E — F une bijection. L’application {

est la réciproque de f notée f!

F —
Yy —

E
P'unique antécédent de y par f

Définition: L’identité de F est idg :

8 =

— FE
— X

Proposition: Soient f: E— Fetg: F — E

fog=idr f bijective
. <— i
go f=idg fm =g

Preuve (déja faite):

Définition: Soit f: E — F
1. Soit A € Z(FE). L’image directe de A par f est

f(A) ={f(=) |z € A}

2. Soit B € Z(F). L’image réciproque de B par f est
f1(B) = {z € E|f(x) € B}

T S
<

REMARQUE:

— z€ f7'(B) < f(z) €B.
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Proposition: Soient f: E — F, A€ P(E)et F € Z(F).
L f7H(f(4) D A4,
2. Si f est injective alors f~1 (f(A)) =A,
3. f(f74(B) Cc B,
4. Si f est surjective, alors f(ffl(B) = /8,

Preuve: 1. Soit 2 € A. Montrons que = € f~*(f(A)) i.e. montrons que f(z) € f(A).
Comme z € A, f(z) € f(A).
2. On suppose f injective. Montrons que f_l(f(A)) = A. Soit = € f_l(f(A)),
montrons que x € A. On sait que f(z) € f(A). Donc, il existe a € A tel que
f(x) = f(a). Or, f est injective et donc = a. On en déduit que x € A.
D’aprés 1., on sait que f! (f(A)) D A. On a montré f_l(f(A)) C A. Donc

@) = A

3. Soit y € f(ffl(B)). Montrons y € B. On sait qu'il existe x € fﬁl(B) tel que
y = f(x). On a donc f(x) € B et donc y € B.

4. On suppose [ surjective, montrons B C f(ffl(B)) Soit y € B, montrons y €
F(f71(B)). On cherche z € f~(B) tel que y = f(z). Cest a dire, on cherche
z € E tel que f(z) € B et y = f(x). On sait que f est surjective donc y a un
antécédant « € E tel que B 5 y = f(z).
On vient de montrer B C f(ffl(B)) et on a montré dans 3. que B D f(ffl(B)).
On en déduit que

f(f71(B) =B.
O
Proposition: Soit f: E — F et (A4, B) € 2(F)2. Alors
fTHAUB) = YA U fTH(B), (1)
fTMANB) = fTHA) N FTH(B). 2)
Preuve:
Soit = € E.
z€ fTY(AUB) < f(z) € AUB
<~ f(z) € A ou f(z) € B
—zef1(A4) ou ze fY(B)
—zc f YA UfFLB).
ze fTY(ANB) < f(z) € ANB
<~ f(z) € A et f(z) € B
—zef 1A et ze fY(B)
= zef1A)nfYB).
O
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Proposition: Soient f: E — F et (A, B) € Z(E)2.

1. f(ANB) C £(A) N £(B)
2. Si f est injective, f(AN B) = f(A) N f(B)
3. f(AUB) = f(A) U f(B).

Preuve: 1. Soit y € f(AN B). Soit z € AN B tel que y = f(z). Comme z € A,
f(z) € f(A) et comme z € B, f(z) € f(B) et donc y € f(A)N f(B)

2. On suppose f injective. Soit y € f(A) N f(B).
Comme y € f(A), il existe a € A tel que y = f(a).
Comme y € f(B), il existe b € B tel que y = f(b).
Comme f est injective, a = b et donc a € AN B. On en déduit que

y = f(a) € f(ANB).
3. Soit y € F. Alors

y€ f(AUB) <= 3z € AUB;y = f(x)
<= (Jz € A ou 3z € B),y = f(x)
<y € f(A) ou ye f(B)
=y € f(AUf(B).

REMARQUE (Contre-exemple pour 2.):
Cas d’une application qui n’est pas injective

On pose A =R}, B=R; et

f:R— Rt
z — a2
Ona ANB =@ donc f(ANB) = @.
A) = RT
Or, ;EB)) _i}} donc f(A)N f(B) = R}.

On a
f(ANB) # f(A) N f(B).

Définition: Soit f: E — F et A€ Z(E).
La restriction de f a A est
f\A cA— F

z— f(z)a

On dit aussi que f est un prolongement de fj4.

ReEMARQUE (Notation):
L’ensemble des applications de E dans F' est noté FE.
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EXEMPLE:
N R — R
R — R 1
O : 1 etg: — six#0 1 t d
n pose f s . L ety v . o= un prolongement de f car
4 0 siz=0
JrR* = I.
R — R
1
L’applications h : . — sixz#0 est un autre prolongement de f.
a8
1 sizx=0

3 Relations binaires

Définition: Soit E un ensemble. Un relation (binaire) sur E est un prédicat définit
2
sur B°.

EXEMPLE: 1. Avec E = C, = est une relation binaire,
2. Avec E = R, < est une relation binaire,

3. Avec FE I'humanité et la relation binaire A :

r Ay <= z ety ont la méme meére.

Définition: Soit F un ensemble, ¢ une relation sur E. On dit que ¢ est un relation
d’équivalence si
1. Vxe E,z o z, (réflectivité)
2. Vz,y,e B,z 0y = y o x, (symétrie)
T oy e
3. Vz,y,z € E, = @O Z (transitivité)
Yoz
EXEMPLE:
Avec E =7 et

Toy <= v=y (3]

“o” est une relation d’équivalence.

REMARQUE:
Le but d’une relation d’équivalence est d’identifier des objets différents.

Définition: Soit E un ensemble et ¢ une relation d’équivalence sur E. Soit € E. La
classe de z (modulo ¢) est

Wo(x)=¢(r)=xz={y€eE|y oz}
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EXEMPLE: 1. Avec E=Cet 0 = “="7,
Vz € C,zZ = €U(z) = {z}.

2. Avec E = Z et ¢ = congruence modulo 5, on a

0={5k|kez} T={5k+1|keZ}
3={5k+2|keZ} 3={5k+3|keZ}
I={5k+4|kez} 5=0

On constate que

Proposition: Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence ¢. Alors

Ve,ye E,x 0y <= T =1.

Preuve:
Soient z,y € E.
— On suppose z ¢ y. Soit z € T. On sait que z ¢ x et y ¢ x. Par transitivité, on en
déduit que z ¢ y et donc z € 7.
— Soit z € y, donc y ¢ z. Or z ¢ y. Comme ¢ est symétrique, on a y ¢ x et par
transitivité, on a donc z ¢ x. Donc z € .
— On suppose T =7y. ¢ réfléctive donc z ¢ = et donc z € T =7y donc = € y et donc
T o y.
O

HORS-PROGRAMME

Définition: Soit £ un ensemble et ¢ une relation d’équivalence.

L’ensemble
{Z|z€E}=E/o

est appelé quotient de £ modulo ¢.

EXEMPLE: 1. E =7 et o = congruence modulo 5 :

2. Construction de ©Q

On suppose avoir déja construit Z mais pas @ : on veut donc donner un définition
de P/q sans parler de division.

On pose
E=ZxN"={(p,q) |p€Z,qeN"}.

Soit ~ la relation définie par
(pa) ~®,d") <= pd =1'q

Montrons que ~ est une relation d’équivalence.
— Soient (p,q) € E. ~ est réfléctive car (p,q) ~ (p,q) < pg = pq.
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— Soient (p,q), (p',¢’) € E. On suppose (p,q) ~ (p',q").
(p,q) ~ (', q") <= pd =p'q
= p'q=pd
= (¢',q') ~ (p,q)

Donc ~ est symétrique.
— Soient (p, q), (»',4q"), (®",q"”) € E. On suppose

(p,a) ~ (@', q")
®,q) ~@",q")

On sait que

(p,q) ~ 0" ¢") <= pd" =p"q

Or,
pq’ = qp’
/o i donc pq/p/q// = P'qlpuq/
pqg =p g
Donc
p'qd (pg" —p"q) =0
et donc

p/:00u pq/l_pl/q:()

:0 /!

/
=0 =0
Si p’ = 0, alors {pg , et donc {p . On a donc
Pq p’ =0

pq" =0=p"q
. 1" o
Sip #0,o0napqg’ —p'q=0 et donc

1 //
pg =p g
On a donc (p,q) ~ (p”,q").
On pose Q = B/~ et

p @
V(p,q) € E, P & ((p,q))-
Ainsi,

E_ Z— — () = ()
<~ (p,a) ~ (¥, q)

> pq =7pq

Construction de Z a partir de IN

On pose E = IN x IN* et ~ la relation (p,q) ~ (p’,d') <= p+4d =9 +4q.
~ est une relation d’équivalence. On pose donc Z = N/~ et pour n € N, on

définit n par 6% ((n,0)) et —n par 67 ((0,n)).
Constrcution de C a partir de R

On pose E l’ensemble des polynémes a coefficients réels (E = R[X]) et ¢ la

relation d’équivalence
PoQ < P=Q [2? +1]
On pose C = E/o.

Il manque une partie du cours ici
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Définition: Soit E un ensemble et (A;);cr une famille de parties de E.
On dit que (A;)icr est une partition de E si
E=|]JA

i€l
Vi#j,AiﬂA]':Q

On a donc
Ve e E,Jiel,x € A;.

Proposition: Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ¢. Les classes
d’équivalences de E modulo ¢ forment une partition de E.

Preuve: ~— Soit x € E. On sait que z ¢ « donc T 3 z. On a montré £ C U 7.
yeE

— Yy € E,yC E donc E D U?
yeE
— Soit z,y € E tel que T # y. Montrons que TNy = . Soit z € T NY. z € T donc
z ¢ x. De méme, z € y donc z ¢ y. Par transitivité, x ¢ y et donc T = ¥y : une
contradiction.

O

Proposition: Soit E un ensemble et (A;);csr une partition de E telle que
Viel, A; #@.

Alors il existe une relation d’équivalence ¢ telle que pour tout ¢ € I, A; est une classe
d’équivalence modulo ¢ .

Preuve:
Soit ¢ la relation définie par

A
roy < Jiel, S
yEA;

— Soit z € E. Comme F = U A;, il existe ¢ € I tel que x € A; donc = ¢ .
el

. L € A; € A;
— Soient z,y € E. On suppose x ¢ y. Soit ¢ € I tel que v *  donc E ‘
ES A; T € A;

et donc y © x.
— Soit z,y,z € E. On suppose = ¢ y et y ¢ 2.

T € A;
€ A;.
SV,
FAS Aj.
On a doncy € A; N Aj. Sii+# j, alors y € @ : une contradiction. Donc i = j et

Soit ¢ € I tel que

Soit j € I tel que {
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z € A; .
donc ‘. On en déduit que z ¢ z.
z € A;
Ainsi ¢ est une relation d’équivalence.

— Soit ¢ € I et soit x € A; # O.

T={ycE|ycoat={yeE|yec A} =A,.

Définition: Soit E un ensemble et ¢. On dit que ¢ est une relation d’ordre sur E si
1. © est réfléctive (Vo € E,z ¢ z),

2. ¢ est anti-symétrique :

oy
Vz,y € E, = =7
TR

3. ¢ est transitive (V:my,z EE(zoyetyoz) = zo z>

En général, la relation ¢ est notée < ou <. On dit aussi que (F, ¢) est un ensemble

ordonné.

EXEMPLE: 1. (R, <) est un ensemble ordonné.
2. (@(E), C) est un ensemble ordonné.
3. (IN,|) est un ensemble ordonné.

4. (MP2I, <) avec
T <y <= note de z < note de y

n’est un ensemble ordonné car < n’est pas anti symétrique.

5. E = IN? et < définie par
» =@
(z,y) < (2',y') <= z <2’ ou ,

Y <

(E, <) est un ensemble ordonné.

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné. Soient z,y € E. On dit que z et y sont

comparables si
r<youy<T.

On dit que < est un ordre total si tous les éléments de E sont comparables 2 a 2.

ExempLE: — (IR, <) est totalement ordonné
— (2(E),C) n’est pas totalement ordonné en général :
Soient a,b € E avec a # b. {a} et {b} ne sont pas comparables.
— (N, |) n’est pas totalement ordonné :
215 et 512 donc 2 et 5 ne sont pas comparables.

Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € E. On dit que A est
majorée par M, que M majore A ou que M est un majorant de A si

Va € A,a < M.

Soit m € E. On dit que A est minorée par m, que m minore A ou que m est un minorant
de A si

Va € A,m < a.
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Il manque une partie du cours ici

EXEMPLE: 1. E =R munide <et A=[2,5].
On sait que sup A = 5 car
Ve e A,x <5
et
5
Vy<5, 5>-"——>y
donc y ne majore pas A.

2. E =R avec < et A=|2,5[. A Zsup A =75 par le méme raisonnement.

3. E=IN" avec | et A= {p,q} avec p # q € E. sup A = PPCM(p, q) = pV q (c.f. chapitre
10 arithmétique)
4. P(E) avec C et A={P,Q} avec P,Q € Z#(E) et P#Q.supA=PUQ.
5. E={0,1} x Z muni de < défini par
(z1,y1) < (z2,y2) < =1 < T2 ou {x1 e
Y1 < Y2

et A= {0} XZ. (z,y) majore A <= x = 1 donc A est majorée mais n’a pas de borne
supérieure.

Proposition: Soit (E,<) un ensemble ordonné et A € Z(E). Si A a une borne
supérieure, alors celle-ci est unique. On la note sup A.

Preuve:
Soit M7 et Mo deux bornes supérieures de A.

Donc M3 majore A. Comme M; est une borne supérieure de A, on a My < M.
De méme, on en déduit que Mo < Mj.

Comme < est antisymétrique, M1 = M. O

Proposition — Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné et A € &(FE) minorée
par m € E. On dit que m est une borne inférieur de A si

Va € A, m<a,
Vx € E, (Va€e A, x<a) = x<m.

Dans ce cas, m est unique et on la note inf(A). O

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné et A € Z(E).

1. Soit M € E. On dit qye M est le plus grand élément de A ou que M est le
maximum de A si

Va € A, a < M,
M e A.

Dans ce cas, on le note M = max(A).

2. Soit m € E. On dit que m est le plus petit élément de A ou que m est le minimum
de A si
Va € A,a>mm € A
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Dans ce cas, on le note m = min(A).

Proposition: En cas d’éxistence, il y a unicité du minimum et du maximum.

Preuve:
Soient Mp et Ms deux maxima. On a My € A donc M; < M. Or, My € A donc
My < M;p. On en déduit que My = Ma. O

Proposition: Soit (EF, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € E.

M = sup(A),

M = A) =
max(A) {MEA;

M = min(A) < {M = inf(A),M € A.

Preuve: “ =" On suppose M = max(A). On sait déja que M € A et que M est un
majorant de A.
Soit M’ un majorant de A. M € A donc M' > M. On en déduit que M = sup(A).
“<="” On suppose M = sup(A) € A. Alors M majore A et M € A donc M =
max(A).
O

EXEMPLE:
E=N" munide | et A={3,5}. sup(A) =3V 5=15¢ A donc A n’a pas de maximum.

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné, A € Z(FE) et M € A.

On dit que M est un élément maximal de A si aucun élément de A n’est strictement

supérieur & M :
M <
ﬂaeA,{ S
M # a.

On dit que M est un élément minimal de A si aucun élément de A n’est strictement

inférieur & M :
M > a,
ﬂaeA,{ @
M # a.

EXEMPLE:
E={neNN|n>2}=N\{0,1} muni de | e¢ A= FE. Les éléments minimaux de E sont les
nombres premiers, il y en a une infinité. Il n’y a donc pas d’élément maximal.

Proposition: Avec les notations précédentes, si A a un maximum M alors M est le
seul élément maximal de A.
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Preuve:
Soit M = max(A). Soit a € A tel que M < a et M # a. Comme a € A et M = max(A),
on sait que a < M. Par antisymétrie, on en déduit que a = M : une contradiction.

Donc M est un élément maximal de A.

Soit M’ un élément maximal de A. M’ € A donc M’ < M et donc M = M’. O

Définition: Soient (E, <) et (F, <) deux ensembles ordonnés et f : E — F. On dit
que

1. f est croissante si
V(z,y) € B e <y = f(z) < f(v);

2. f est décroissante si

V(z,y) € B> 2 <y = f(z) = f(y).

EXEMPLE:

E =N* munide |, F = IN* munide < et f: g — 7

x — .

Soit (z,y) € E? tels que @ | y. Alors z < y donc f est croissante.

On pose

g:F—F

n——n.

2 < 3 mais 2 {3 donc g n’est pas croissante et 2 < 5 mais 51 2 donc g n’est pas décroissante.

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné et A € Z(E). On dit que A est bornée
si A est a la fois majorée et minorée.

Définition: Avec les notations précédentes, un extremum de A (sous reserve d’éxis-
tence) est un maximum ou un minimum de A.

4 Lois de composition

Définition: Une loi de composition interne est une application f de E X E dans E.

On la note z * y au lieu de f(z,y) (on est libre de choisir le symbole).

Définition: Soit F un ensemble muni d’une loi de composition interne [X .

On dit que X est associative si
Y(z,9,2) EE?, @GRy Rz=zK (y K z).

Dans ce cas, on écrit plutét z X y X z.

ExXEMPLE: — + et X dans C sont associatives;
— o est associative;
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8.4

— la multiplication matricielle est aussi associative.

Définition: On dit que X est commutative si

V(z,y) € B2,z Ry=y Rz

EXEMPLE: — + et X dans C sont commuatives ;
— o n’est pas commutative ;
— la multiplication matricielle n’est pas commutative.

Définition: Soit e € E. On dit que e est un
— élément neutre & gauche si

Ve € E, ez =g,

— élément neutre a droite si

Ve e E, zXe=uzx;

— élément neutre si

VreEE, eRex=zXe=uzx.

Proposition: Sous reserve d’existence, il y a unicité de I’élément neutre.

Preuve:
. ! 212
Soient e et e deux éléments neutre.

/ /
— eX e = e car e est neutre,
— eX e’ =ecar e est neutre.
O

On a donc e = €’.

Axiome (axiome du choix): Soit £ un ensemble non vide. Il existe f : Z(E)\{¢} — E

telle que
VA e Z(E)\ {9}, f(A) € A.

Soit f : E — F. Le graphe de f est
{@f@)|zeE} cExF.

Définition:

Proposition: Soit G C E X F. GG est le graphe d’une application si et seulement si

Ve € E, 3y € F, (z,y) € G.

Preuwve: “ =" par définition d’une application
“ <=7 On pose f(x) le seul élément y de F qui vérifie (z,y) € G. Alors f € FF et

son graphe vaut G.
O
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Définition: Soit A € &(E). L’indicatrice de A est

ILA:E—>{0,1}

1 sizeA,
T —
0 sizgA.

EXEMPLE: 1. Dans C, le neutre de + est 0 et le neutre de X est 1.
2. Dans EE, le neutre de o est idg.

3. Dans #,(C) (Pensemble des matrices carrées n X n a valeurs dans C), le neutre de x
est I, :
L. (0)

Définition: Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne X et x € E.

1. On dit que = est simplifiable & gauche si

V(y,2) €EE?, (e Ry=aRz2) — ===z

et que x est simplifiable a droite si

V(y,2) EE% (yRz=2Ry) — z ==z

2. On dit que = est symétrisable a gauche s’il exiiste y € E tel que y X« = e ou e
est ’élément neutre de X .

De méme, on dit que x est symétrisable a droite s’il existe y € F tel que x K y = e.

On dit que x est symétrisable s’il est symétrisable a gauche et a droite, donc s’il
existey € EtelquezXy=yXax =e.

EXEMPLE:
E = IN muni de la loi +, tous les éléments de E sont simplifiables. 0 est le seuele élément de
E symétrisable.

Proposition: Avec les notations précédentes, si X est associative, et x est symétri-
sable, alors x est simplifiable.

Preuve:
Soient y, z € E.
— On suppose z Xy =z X z. Soit a € E tel que a € E tel que a X z = e. Alors

aX(zXy)=al (zX z).
Or,

aX(zRy)=(aXz) Xy
=eXy

De méme, a X (z X z) = z.
Donc y = z.
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— De méme, si y Xz = z X z, on “multiplie” x & droite par a et on obtient y = z.

O

Proposition — Définition: On suppose X associative. Soit x € E symétrisable.
Alors
JdyeFE zXy=yXz=e.

On dit que y est le symétrique de x et on le note y = x*.

Preuve:
Soeint z,y, z € E tels que

rNy=yXKzx=e
rzNz=zKzx=ce

Alors, x Xy = z X z et, en simplifiant par z, on a y = 2. O

EXEMPLE:
Les fonctions symétrisables de (EE, o) sont les bijections et le symétrique d’une bijection est
sa réciproque.

REMARQUE: 1. Si la loi est notée +, on parle d’opposé plutdt que de symétrique et on le
note —z au lieu de z*. L’élément neutre est noté 0.
2. Sila loi est notée X, on parle d’élément inversible au lieu de symétrisable, d’inverse au

lieu de symétrique et on note z~! au lieu de z*. On note le neutre 15.

EXERCICE:
Soient z,y € E = R . On définit la loi de composition interne @ :
1

1 1°
z@y

TPy =

Cette loi peut-étre utile en physique pour le calcul de résistances équivalentes en paralléles.
— ASSOCIATIVITE : soient z,y, 2z € E.
D’une part, on a

® W 2) 1 1
T y zZ) = =
14 1}1 R R
zTy
D’autre part, on a
w0y ® 1 1
x y z = =
—+1 14141
I.1
z "y
La loi @ est associative.
— COMMUTATIVITE : soient z,y € E.
52} ! ! )
TOY=7 171,199
zty vyt

Donc la loi @ est commutative.
— ELEMENT NEUTRE : soit e ’élément neutre de &.

VxeFE, x@e=e®zr==z.

Comme la loi est commutative, seul I’égalité x @ e = x est utile.

Soit z € E. On a donc +——

T =z donc

= z donc ex = z(e + x) et donc

+x

€T e
o = e + z2. On en déduit que z2 = 0, ce qui n’est pas possible car x € ]RI. Dong, il
n’y a pas d’élément neutre pour .
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5 Divers

Définition: Soient E et F' deux ensembles. Un couple (z,y) est la donnée d’un élément
z de E et d’un élément y de F' ou

/
@ =a,

Vo, 2’ € B, Vy,y' € F,  (z,y) = (¢/,y) < {y —y

On note E X F I'ensemble des couples; c’est le produit cartésien de E et F'.

EXEMPLE:
D x [0,1] est un cylindre plein oi D est le disque unité fermé i.e.

D:{(x,y)em2|x2+y2<1}.

Définition: Soient F et F' deux ensembles. On dit que E et F' sont équipotents s’il
existe une bijection de E dans F'.

N — N*

EXEMPLE: 1. IN et IN* sont équipotents car f : ko k41 est bijective.
2. P={n €N |npair}et ] ={n € N |n impair} sont équipotents car f : =
— x+1
est bijective.
P N — P S
3. IN et P sont équipotents car f : E s ok est bijective.

4. [0,1] et [0, 1] sont équipotents car

f:00,1] — [0,1]
1

1
—— siz=— avecn € N*
r——<n+1 n

x sinon

est bijective.
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5. De méme, )0, 1[ et ]0, 1] sont équipotents.
]07 1] — [07 1[
1—

6. ]0,1[ et [0, 1] sont équipotents : f : PR

7. Ya < b, [a,b] et [0, 1] sont équipotents :
f:[0,1] — [a, b]
a—ab+ (1 —a)a
est bijective (interpolation linéaire).

8. R et |0, 1] sont équipotents :

f:R —]0,1]
1 Arctan x
rT—r — + —
2 s

est bijective.

est bijective.

9. [0,1] et IN ne sont pas équipotents (argument de Cantor). Soit f : IN — [0, 1] une

bijection :
k| f(k)
0[0,0000 ...
1| 0,a1az2a3a4 ...
2

0,b1b2b3by ...

On considére le nombre
z=0, (a0 +1)(b1 +1)(c2a +1)---

f(1) # x car ils n’ont pas le méme chiffre des dizaines.
f(2) # x car ils n’ont pas le méme chiffre des centaines.
Par le méme raisonement, on en déduit que

vn € N, f(n) # =z

donc x n’a pas d’antécédant : une contradiction.

10. On verra en exercice que E et Z(E) ne sont pas équipotents. R et &(RR) ne sont pas

équipotents mais R et Z(IN) le sont (développement dyadique).
11. R? et R sont équipotents ; C et R sont équipotents.

EXERCICE:
Soit E un ensemble. L’application

f:2E)—0,1F
Ar— 1a
est bijective.
Soit g : E — {0, 1}.
ANALYSE Soit A € Z(FE) tel que f(A) = g. Alors g = 1 4. donc
Vo € B, g(z) = La(z)

et donc
Ve € A, g(z) =1
Ve e E\ A, glx) =0

On en déduit que
A={zcE|g(x) =1} =g~ ({1}).
SynTHESE On pose A = g~} ({1}). Montrons que f(A) = g.

1 sizeA

=1
0 sizgA 4

Vz € E, g(z) = {

donc g =14.
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On aurait aussi pu rédiger de la fa ¢ on suivante : on pose
u:{0,1}¥ — P(E)
9— g~ ({1})

On montre que u est la réciproque de f :

{f ou=idgys,

Définition: Soit f: E — F. L’image de f est
Im(f) = f(E) = {f(2) | = € E}.

Proposition: Soit f: E — F.

f est surjective <= f(E) = F.

Définition: Une suite de F est une application de IN dans E.

REMARQUE (Notation):
Soit u € EN. Pour n € IN, on écrit uy, a la place de u(n).

Définition: Soient E et I deux ensembles. Une famille de F indéxée par I est une

application de I dans E.

A la place de u(i) (avec i € I), on écrit u;.

Définition: Soit E un ensemble et (A;);cr une famille de parties de E. On suppose
I # @. On pose
JAi={zeE|Tiecl, xe A}

iel
et
(NAi={z€E|Viel, zc A}
i€l
On pose aussi U Ay =0 et ﬂ A; =E.
€@ €@
REMARQUE:

De méme que pour les sommes et produits de complexes, on peut intervertir des réunions
doubles.

Proposition: Soit F un ensemble, (A, B) € Z(E)2.

AC(E\B) <= ANnB=0.
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Preuve: “ =" Soitz € ANB. Alors z € Aet x € B. Comme z € A C (E\ B), alors
z € E\ Bie. z ¢ B : une contradiction. Donc AN B = .
“<=" On suppose ANB =@. Soit x € A. Sixz € B, alorsz € AN B = @ : faux.
Donc z ¢ B et donc z € E \ B.

O

Proposition: Si f: E — F et g: F — G sont bijectives, alors g o f est bijective et

(gof) ' =f"tog "

REMARQUE (/A\ Attention):
g o f peut-étre bijective alors que f et g ne le sont pas.
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CHAPITRE

9
INEGALITES DANS R

—kk W N =

Bornes supérieures

Proposition (borne inférieure): Toute partie minorée non vide de R admet une borne
inférieure.

Preuve:
Soit A C R non vide minorée. On pose B = {—a | a € A} # @. Soit m un minorant de

A
Va € A, m < a.

D’ou,
VYa € A, —a< —m

donc B est majorée par —m.

D’aprés la propriété de la borne supérieure, B admet une borne supérieure. On pose
B = sup(B), donc 8 majore B et donc

Va€ A, —a<pB

et donc
Va € A7 _ﬁ 2 a.
Donc —f est un minorant de A.

Soit z un minorant de A. Montrons que * < —f. On sait que —x majore B et donc
—z > (. On en déduit que z < —f et donc —f3 = inf(A). O
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Proposition (caractérisation de la borne supérieure): Soit A C R non vide majorée
et M € R.
Va € A, a< M,

M = A) <—
sup(4) {v5>0,3a0 €A Ay >M—e.

Preuve: “ =" On suppose M = sup(A). M est un majorant de a :
Va € A, a < M.

Soit € > 0, comme M est le plus petit majorant de A et que M —e < M, M — ¢
ne majore pas A. Donc
Jag € A, ag > M — e.

— On suppose
Va € A, a < M; (1)
Ve > 0,3ap € A, M — € < agp. (2)
D’aprés (1), M est un majorant de A. Soit M’ un majorant de A. Montrons que
M > M.
On suppose M’ < M et on pose ¢ = M — M’ > 0. D’aprés (2), il existe ag € A
tel que

ag>M—ec=M > ag
une contradiction. Donc M’ > M et donc M est le plus petit majorant de A :
M = sup(A).
O

Proposition (caractérisation de la borne inférieure): Soit A C R, non vide minorée
et m € R.
VYa € A, m < a;

m = inf(A) <
Ve >0, Jdag € A, ap < m+¢.

O
Proposition: Soit A C R non vide majorée et M € R.
M > sup(A) <= Va€ A, a < M.
Preuve: “ =" On suppose M = sup(A). Soit a € A. On sait que a < sup(A) car

sup(A) majore A. Donc a < M.
“ <="” On suppose Va € A, a < M. Donc M majore A. Or, sup(A) est le plus petit
majorant et donc M > sup(A).

O

Proposition: Soit A C R non vide minorée et m € R.

m < inf(A) <= Vae€ A, m<a.
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Proposition — Définition: R est archimédien :

VeeRL,Vy €R, In €N, nx > y.

Preuve:
Soit z € R7 et y € R. Supposons

(H) : Vn €N, nz <y.
On pose A = {nz | n € N} C R. Comme 0 € A, A # @. D’aprés (H), A est majorée par
y.
Soit o = sup(A) et n € IN. On sait que (n + 1)z € A donc (n + 1)z < « et donc

nr > a — x. On remarque que @ — x majore A mais que @ — x < « : une contradiction
car « est le plus petit majorant de A. Donc,

dn e N, nz > y.

Théoréme: Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes :
si f:[a,b] = R (avec a < b € R) est continue, alors

(e, B) € [a,b]?, Vz € [a,b], f(a) < f(z) < f(B)-

Preuve:
c.f. Chapitre 14 : Continuité. O

Proposition: Soit A C R non vide majorée. Il existe une suite (a,) € AN telle que
lim a, = sup(A).

n—-+oo
Preuve:
On sait que
Ve >0, 3a € A, a > sup(A) —e.
Donc,
1
Vn € N*,Ja, € A,an > sup(4A) — —.
n
On a
Vn € N*,an, € A et ap < sup(A).
Or "
Vn € N*, sup(A) — — < an < sup(4),
n
par encadrement, on en déduit que a, —— sup(A). O

n——+oo

Proposition: Soit A C R non vide minorée. Il existe une suite (ar) € AN telle que
lim an, = inf(A). O

n—-+oo
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5 Partie entiére

Proposition — Définition: Soit € R. Il existe un unique entier n € IN tel que
n<xr<n+l.

Cet entier n est appelé partie entiére de z et est noté |z].

Preuve:
Soit A={p€Z|p>uz} A+# & car R est archimédien.

Soit « la borne inférieure de A. Alors @ > x. Montrons que o € A. Soit n > 2. On a

1
a+ — > a dong, il existe ap, € A tel que
n

1
a<ap <o+ —.
n

1 1
On sait que — < 1 dong, il y a au plus un entier dans le segment {a, a4+ f} . Dong, tous
n n
les a,, sont égaux et a, ——— «. On en déduit que
n——+oo
n =22, an =«
et donc o € A. Ainsi, & = min(A) et alors « — 1 ¢ A. On a donc
a—l1l1<z<a
et, en posant n = a — 1, on en déduit que

n<r<n+l.

6 Densité

Définition: Soit A € Z(R). On dit que A est dense dans R si, pour tout intervalle I
ouvert non vide de R, ANI # @.

Théoréme: Q@ est dense dans R.

Preuve:
Soit I un intervalle ouvert non vide. Soient a < b deux éléments de I. On cherche

(p,q) € Z x N* tel que

a<=<b.

Q3

Comme R est archimédien, il existe ¢ € IN* tel que
glb—a)>2>1.

Donc, 'intervalle [ga, gb] a une longueure supérieure a 1, il contient donc au moins un
entier p.
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En effet, sinon on a [ga] = |gb]| et alors

lga] < gb< |ga] +1
lga] < ga < [ga] +1

et alors
—1<gb—qa<1
une contradiction. On a donc ga < p < ¢b et finalement

agggb.

q

Théoréme: R\ Q est dense dans R.

Il manque une partie du cours ici

Il manque une partie du cours ici

Preuve:
Soit a € I et

Ta: I\ {a} — R
f(@) = f(a)

r—a

T +—>

D’aprés le lemme des pentes, 7, est croissante. En effet, soient z,y € I\ {a} tels que
x<y.
Cas 1 a<x<y.On a alors
f(z) = (@) _ fy) = f(a)

<
zT—a Yy—a

et donc 74 () < 7o (y).
Cas 2 z < a<y.On aalors

f(z) = fla) _ () = f(y) < fy) — f(a)

<
z—a T—y y—a

et donc 74 (x) < 70 (y).
Cas 3 z <y < a. On a alors

f@) = f) _ 1) = f@) _ f) = 1)

X ~X
B=7 @B =@ y—a

et donc 74(z) < 74 (y).
Soit & > a avec x € I. On fixe zg < a un élément de I. zg existe car I est ouvert. On a

alors. .. O

Il manque une partie du cours ici
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La suite du cours provient d’Aubin. Je ne suis pas responsable pour les éventuelles bétises
qu’il a pu taper.
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9 Propriétés de (R, <)

Axiome (Propriétés de (R, <)): TR est muni d’une addition notée + associative, com-
mutative, d’élément neutre 0 et tout réel x a un symétrique pour + noté —z
R est muni d’une multiplication notée X, associative, commutative, d’élément neutre 1

1

1
et tout réel  a un symétrique pour X noté x =" ou — (on la notera * dans ce document)
x

La multiplication est distributive sur I'addition
Y(a,b,c) € R3 a(b+c) = ab+ ac

< est un ordre total sur R
V(z,y,0) ER? (z<y=a+z<a+y)
Va € RY,VY(z,y) eR?,z<y=— az <ay

QCR

Propriété de la borne supérieure : Tout partie non vide majorée de R admet une borne
supérieure

Lemme (Opposé d’un réel): Va € R,—a= —1x*a

Proposition (Inverse de <): Soient (z,y) € R?
z<y=-y< -z

Preuve:

r<y=— —zcz+zx<—x+y
—0<—=x+y

— -y < -7z

Corollaire (x et <): Va € R* ,V(z,y) e R?,z <y = ay < ax

Preuve:
Soient a < 0, (z,y) € R?

On pose b= —a
a<0=-0<-a=0<b

Sib=0,a=0
z<y=— br <by

— —by < —bx

= —1(by) < —1(bx)

= (—1xb)*xy < (—1x*b)*xzx
— —by < —bx
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— ay < ax

Proposition (Elément Symétrique pour la Multiplication):
réel qui vérifie a + (—a) =0

Preuve:
a+(—a)=a+(-1)xa
=ax(1+-1)
=ax0=0

On a bien a0 =0 car :
ax0=ax(0+0)
0+0=(a*x0)+(ax0)=0

Proposition (+ et <): Soient (a,b,z,y) € R* tels que {
Alorsa+x <b+y

Preuve:

a<b=a+z<b+zx
c<y=b+tzx<b+y

< est transitive donca +x < b-+y

REMARQUE (Soustraire des Inégalités):
On ne peut pas soustraire directement des inégalités

L) zly z<y
Sl{ a<b ,alors{ b<-a

et alors, z —b<y—a

0<z<y
{ 0<a<b — za < yb

Preuve:
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x
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Proposition (x et < dans R*): Soient (z,v,a,b) € (R1)*
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<y a<b
- - <
{OSa :>aac§ayet{ogy — ay < bx

8=
IN
< |

Proposition (Inégalité des Inverses): V(z,y) € (Rf)?%, z <y —

Preuve:
Soient (z,y) € (RF)?
On suppose = < y

1 1
Si— <0,alorsz— < 0xx,alors 1 <0
@ a

1 1 1
Donc — > 0 donc —x < —y
az az 98

1 1
Donc — < —
T Yy

REMARQUE (Diviser des Inégalités):
On ne peut pas diviser des inégalités

10 Inégalités Classiques
Proposition (Inégalité Triangulaire dans R): V(z,y) € R?, {

En changeant y en —y, on a aussi

|z —y| < || + |yl
|| — |yl < |z +yl

Preuve:

1 - Soient (z,y) € R?2

|z| = max(—z,z) > x

lyl >y

Donc z + y < |z + y|

Siz+y <0, alors |z 4 y| < |z] + [y

On a aussi |z| > —z et |y| > —y
Donc —(z +y) < |z| + |y

Si @ +y <0, alors [z] + [y| > |z + |
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2 - Soient (z,y) € R?2

|z| = |z —y +y| < |z —y[ + [y
Donc [z] —[y| < |z + y|

Si|z| — |yl >0, |z] = |y| < |z -yl

Onaaussi |yl =y —z+z| < |y — z| + |z
Donc |y| — |z] < |y — |

Si|z| = |y| <0, |z — |y < |z -y

Proposition (Inégalité Triangulaire dans C): V(z,y) € C, {

Preuve:

|z +y| < || + |y <= |g+y\22§ (2| + ly])?
= (¢ +y)@T+7Y) < |z]° + |y|° + 2|zy]|

= |z + |y® + (@7 +Ty) < |2|* + |y|? + 2|zy|
< 2%Re(zy) < 2|zy|

Or, pour tout z € C,Re(e) < |z|
En effet :

2] = /Re(2)2 +Im(2)2 > /%e(2)? = [Be(2)] > Re(2)

n n
Alors, |> lze <> |kl
k=1 k=1

Preuve:

n n
Pour n € IN*, P(n) :“V(21...2) € C", |Z\zk < Z|zk\”
k=1 k=1
P(1) et P(2) sont vraies

Soit n € IN*, on suppose P(n) vraie

Soient (z1...zn +1) € C" 4+ 1
n+1 n n+1

n
1Y 2k = 1) 2k + 2041l <D lzwl + lznta| = Y |zl
k=1 k=1 k=1 k=1

Donc P(n + 1) vraie
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Par récurrence, Vn € N*, P(n) vraie

Proposition (Inégalité Triangulaire des Intégrales): Soit f : [a,b] — R continue

Alors | [ " @)l < / " (@)l

Preuve:

Va € [a,b], —|f(z)| < f(z) < [f(2)]

Proposition ( Inégalité Triangulaire des Intégrales sur C): Soit f : [a,b] — C conti-
nue

Alors |/b f(z)dz| < /b |f(z)|dz

Preuve:

Cas 1: |/ f(z)dz| =0

a

OnanE[a bl,|f(z)] =0
donc/ |f(z)|dx > 0= / x)dx|

Cas 2 : |/bf(a:)dx| #0

b
On pose r = \/ f(z)dz| € RY

Soit # un argument de f(x)dx
a

D’ou /b f(z)dz = ret?
. b b .
P = 8_19/ f(x)dx = / f(z)e “da

b
- sm(/ F@)e= " dz)

b ) b )
:/ me(f(a:)eﬂe)dzgf |f(z)e™|dx
car Yz, Re(f(z)e ") < | f(z)e™ |
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b ) b
< [ 1@le iz = [ 1f@ldo

Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwartz): Soient f, g : [a,b] — R continues

b b b
([ swsa? < [P [

Proposition (Inégalité des Accroissements Finis sur R): Soit f : I — R dérivable
sur I telle qu’il existe M € R vérifiant
vte L |f' ()] <M

Alors Y(a,b) € I2,|f(a) — f(b)| < M|a — b]

Proposition (Inégalité des Accroissements Finis sur C): Soit f : I — C de classe
Ct et M tel que
vte L|f () <M

Alors ¥(a,b) € 12, |f(a) — f(b)] < Mla —b]

Preuve:
On suppose a < b

b
|f(a) = F(O)] = [£(b) — fla)] = \/ f'(t)dt|

b
</ 1f@ldt

11 Valeur Absolue

Proposition (Inégalités avec la Valeur Absolue): Soient (a,b) € R?
la] <b <= -b<a<b
la] 2b <= a>boua<—b

Proposition (Partie Bornée et Valeur Absolue): Soit A € Z(R)
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A est bornée <= IM € R,Va € A, |a|] < M

Preuve:
l&;77 :
On suppose qu’il existe M € R tel que Va € A, |a| < M

DoncVae A,—M <a< M
Donc A est majorée par M et minorée par —M
Donc A est bornée

[13 ” .
On suppose A bornée

Soit M un majorant de A et m un minorant de A
On pose a = max(M, —m)
a>MetVae Aja< a

On a aussi @ > m donc —a < —m
donc —m est un majorant

Vae A, —a<a<a
donc Va € A, |a| <

12 Bornes Inférieure / Supérieure

Proposition (Existence de la Borne Inférieure): Toute partie minorée, non vide de R
admet une borne inférieure

Preuve:

Soit A € Z(R) non vide et minorée
Soit B= —ala € A # @

Soit m un minorant de A

Vae Aim<a
donc Va € A, —a > —m
donc B est majoré par m

D’aprés la propriété de la borne supérieure, B admet une borne supérieure
On suppose 3 = sup(B)

B majore B donc Va € A, —a < 8
doncVa € A,—B<a
donc —f est un majorant de A

Soit  un minorant de A
Montrons que z < —f
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—x majore B donc —x > 8 donc =z < —f3

Donc —f = inf(A)

Proposition (Caractérisation de la Borne Supérieure): Soient A € Z(R) non vide

majorée et M € R
<

M = sup(A) {VaeA,a_M

Ve > 0,3ag € A,ap > M — ¢

Preuve:
“=": On suppose M = sup(A)

M est un majorant de A donc Va € A,a < M
et c’est le plus petit majorant

Soit € > 0
M —e > M donc M — ¢ ne majore pas A
Jdag € A,a0 > M — e

“<="": On suppose Vac Aas M !
: bp Ve > 0,dag € A,ap > M — ¢ 2

D’aprés 1, M est un majorant de A

Soit M’ un majorant de A, montrons M >M

On suppose M’ < M, on pose e = M — M’ >0

D’apreés 2, il existe ag € A tel que
ag > M —e = M’ > ag contradiction

Donc M' > M
Donc M est le plus petit majorant de A
Donc M = sup(A)

Proposition (Caractérisation de la Borne Inférieure): Soient A € Z(R) non vide
minorée et M € R
M = inf(A) {VaGA,a>M

Ve > 0,3ag € A,ap < M + ¢

Proposition (Inégalité et Borne Supérieure): Soit A € Z(R) non vide majorée et
MeR
M >sup(A) <= Vae€ A, M >a
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Preuve:

“=—": On suppose M > sup(A)

Soit a € A, on sait que a < sup(A) car sup(A) majore A
Donc a < M

“<=": On suppose Va € A,a < M
Donc M majore A
Or, sup(A) est le plus petit majorant de A donc M > sup(A)

Proposition (Inégalité et Borne Inférieure): Soit A € Z(R) non vide minorée et
meR
m <inf(A) <= Va € A,a>m

Proposition (R est archimédien): R est archimédien :
Ve e R, Vy e R,In € N,nz >y

Preuve:
Soient (z,y) € Rf x R
Supposons (H) : Vn € N,nz <y

On pose A = {nzln € N} CR
A#Tcar0€e A

D’aprés (H), A est majoré par y
Soit o = sup(A)

Soit n € IN
(n+1)z € Adonc (n+ 1)z < «
donc nx < «

—z>
Donc { g B i ; Zw Contradiction avec le fait que a soit le plus petit majorant de A

Donc dn € N,nx > y

Proposition (Théoréme des Valeurs Extrémes): Toute fonction continue sur un seg-
ment est bornée et atteint ses bornes

Si f:[a,b] — R est continue, alors

(e, B) € [a,b],Vz € [a,b], f(a) < f(z) < f(B)
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Preuve:
Voir Chapitre 12 : Suites

Proposition (Limite de Suite et Borne Supérieure): Soit A € Z(R) non vide majorée
1l existe une suite (an) C A telle que
lim a,, = sup(A)

Preuve:
On sait que Ve > 0,3a € A,a > sup(A) — ¢

1
Donc Vn € IN*, Jay, > sup(A) — —
n
vn € N, ap, € A donc a, < sup(A)
1
Va € N*,sup(A) — — < an < sup(A)
n

Par encadrement, a, —> sup(A)
n—> —+oo

Proposition (Limite de Suite et Borne Inférieure): Soit A € Z(R) non vide minorée
11 existe une suite (an) C A telle que
lim ap, = inf(A)

13 Partie Entiére

Proposition (Définition): Soit z € R
AneZn<z<n+1
Cet entier est appelé partie entiére de x et noté |z |

Preuve:

Soit A = {p € Z|p > =}

A # @ car R est archimédien
A est minoré par =

Soit a la borne inférieure de A, alors a > x
Montrons que o € Z

1
Soitn >2,a+ — >«
n

1
donc Jday, € A,a<an <a+ —
n

1
— < 1 car la distance entre deux entiers est > 1
n
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1
Il y a au plus 1 entier dans [a, o + —]
n

Donc tous les ay, sont égaux et a, — a donc Vn > 2,a, = «
donc a € A, donc o = min(A), alorsa —1¢ A
donca—1<z<a

Onposen=a—1

14 Densité

Définition (Densité): Soit A € Z(R)
On dit que A est dense dans IR si :
Pour tout intervalle I ouvert non vide de R, AN # @

Théoréme (Densité de Q): Q est dense dans R

Preuve:
Soit I un intervalle ouvert non vide de R
Soient a < b deux éléments de I

On cherche (p,q) € Z x N* tels que a < i <b
q

Comme R est archimédien, 3¢ € N*, g(b—a) > 2 > 1
Donc l'intervalle [ga, ¢b] a une longueur supérieure a 1
Il contient donc au moins 1 entier p

En effet, sinon on a [ga| = |gb]| et alors
lga] < b < [qa| +1
lga] < qa < [gqa +1

et alors —1 < gb — qa < 1 contradiction

On a donc ga < p < gb

et finalement a < 2 <b
q

Théoréme (Densité de RQ): RQ est dense dans R

Preuve:
Soit I un intervalle ouvert non vide de R

On pose J = {x — V/2|x € I}, J est ouvert et non vide
@ est dense dans R donc J N Q # @
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Soit € JNQ, alors r +V2 € I
Soit s€Q=7r+V2,alors V2=s—reQ
ce qui n’est pas le cas

Ainsi, r + V2 € TN (RQ)

REMARQUE (Suite de Rationnels):
1 1
Soit # € R,Vn € N*| I,, =]z — —,z + —|
n n

Pour tout n € IN*, on choisit r, € QN I
On a défini une suite de rationnels (r,)

1 1
VneN" z——<r,<z+—
n

n
Par encadrement, r, — x

Proposition (Approximation par Défaut et par Excés): Soit z € R

om " 1
Alors,VnG]N,I' $J§$<|' :CJ-l—f
10 10™ 10™

[10™z]

10" n—4o0

On démontrera que az

Preuve:
Vn € N, |10"z] < 10"z < [10"z| + 1

Corollaire (Densité de D): Soit D Iensemble des nombres décimaux
P
D—{— Z N
{{gnlP €2, €N}
D est dense dans R

15 Intervalles

formes :

{z € Rla <z < b}, (a,b) € R?
{z€eRla<z<b},aeR,be RU{+oc0}
{zeRla<z<b},ae RU{-oc0},bER
{zreRla<z<b},ae RU{—oc0},b€ RU{+o0}

Définition (Intervalle de R): Un intervalle de R est une partie de R d‘une de ces

Définition (Partie Convexe): Soit D une partie de R
On dit que D est convexe si V(z,y) € D?rx<y— [z,y] € D
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Théoréme (Intervalle et Convexité): Soit D € Z(R)
D est un intervalle <= D est convexe

Preuve:
“=": On suppose que D est un intervalle

Cas 1 : On suppose D = [a, b] avec (a,b) € R® et a < b
Soient (z,y) € D? avec z < y

Soit z € [z, Y]
Onadonca<z<z<y<bdonc z € [a,b]

Donc D est convexe

Cas 2 : On suppose D = [a,b[ avec a € R,b € RU {+00} et a < b
Soient (z,7) € D? avec zz <y

Soit z € [z, Y]

Onadonca<z<z<y<bdonc z € [a,b]

Donc D est convexe

Les deux autres cas se traitent de la méme fa ¢ on

“<=": On suppose que D est convexe et non vide

On pose M — { sup(D) si D est majorée P { 1nf(D)‘ si D est minorée
+00 sinon —0Q sinon

Montrons que

Jm, M[C D C [m, M] si (m, M) € R?

Jm, M[C D C [m,M[sim € R,M = +oc0
|m, M[C D C]m, M] sim=—oco, M € R
Jm, M[C D C]m, M[si m =—oco, M = +o0

Soit z €]m, M|

Si M € R, z ne majore pas D car z < M

Si M = 400, D n’est pas majorée donc z n’est pas un majorant
Donc Jy € D,y > z

Sim € R, z ne minore pas D car m < z
Si m = —oo, D n’est pas minorée donc z n’est pas un minorant
Donc Jz € D,z < z

(z,y) € D?

Donc z € [z,y] C D car { D convexe

Donc z € D, on a bien |m, M[C D

Cas 1 : On suppose (m, M) € R?

m minore D donc m < z

M majore D donc z < M donczie [im:i]

Soit z € D, {

Donc D € {|m, M|, [m, M|, |m,M], [m, M|}
Donc D est un intervalle
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Cas 2 : On suppose m € R, M = 4o0

m minore D donc m < z

M= 400 donc z € [m, 400

Soit z € D, {

Donc D € {|m, M|, [m, M}
Donc D est un intervalle

Cas 3 : On suppose m = —oo, M € R

m = —0o0

M majore D donc z < M donciae] S car ]

Soit ZGD,{

Donc D € {|m, M|, |m, M|}
Donc D est un intervalle

Cas 4 : On suppose m = —oo, M = +o0
Soit z € R donc z €] — 00, +00[

D = R donc D est un intervalle

Proposition (Bornes, Min et Max): Soient a,b € R

inf([a, b]) = min([a,b]) = a
sup([a, b]) = max([a,b]) =b

inf(Ja, b)) = a
sup(]a, b)) = b

inf([a, b[) = min([a, b)) = a
sup([a,b]) = b

inf(Ja,b]) = a
sup(]a, b]) = max(]a,b]) =b

Proposition (Intersection d’Intervalles): Un intersection quelconque d’intervalles est
convexe

Preuve:
Soit (Ig)aea une famille d’intervalles et I = m Il
acA

Montrons que I est un intervalle
Montrons que I est convexe
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Soit (z,y) € 1%,z < y, montrons [z,y] C T

Soit z € [z, y]
Soit a € A

xz € [ doncx € I,
y€ldoncy€ I,

I, est convexe
Donc z € I,

REMARQUE (Réunion d’Intervalles):
Un réunion d’intervalles n’est pas nécessairement un intervalle

16 Fonction Convexes

Définition (Fonction Convexe): Soit f: I — R avec I un intervalle
On dit que f est convexe si

V(z,y) € I*,YA € 0, 1], f((1 = Nz + Ay) < (1= A)f(z) +Af(y)

Proposition (Expression d’un Elément d’un Intervalle selon les Bornes):  Soit (a,b) €
R? avec a < b

Soit z € R

z € [a,b] <= INe[0,1],2=(1—XN)a+ b

Preuve:
z € [a,b <= a<z<b

<— 0<z—a<b—a

T—a
— 0< <1

b—a
— el r=2"2

b—a

<« Ire0,1,z=Ab-a)+a
<~ IN€0, 1,z =X—Xa+a
<~ INe€0, 1,z =(1—AN)a+ b

Proposition (Inégalité de Jansen): Soit f: I — R convexe
n
et (z1...xn) € I™, (A1...2n) € [0,1]™ tels que E Ai=letn>2

=1

Alors f(zn:)w:vi) < Zn:Aif(mi)
=il

g=il
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Preuve:
Soit n > 2

V(@1...mn) € I", (A1 An) € [0,1]™ tels que » X; =1
=il

Ona f(Zm) < ZA f (=)

= =1

Soient (#1...zn+1) € I" T (A1..An41) € [0,1]7F1
n+1

On suppose Z)\i =1l

1=1
On suppose Ap41 # 1

A=) A=1-Ap1#0

= l

Z)\ oy :Z%wz el

i=1

On pose

n+1 n
Ainsi, f(Z)\ZrZ) = f(>\n+1w’n+1 + Z)‘zrz)

=il =1

= (1 = Nzny1 + Az) < (1= A)f(zni1) + Af(2)

n
A
De plus, f(z) = f(z,ulwl) avec Vi € [1,n], p; = —
=1 A

Zul Z— 7+/\_1

=1

D’ aprés r hypothése de récurrence,

fla < Z f(x4))

= 1
D’ou
n+1

FO - Xizi) = Ang1 f(@nia) +ZA flai)

i=1 =il

Montrons que x € T
o =min{z;|i € [1,n]} €
Ot ot { B =max{z;li € [1,n]} € I
Vi€ [1,n],a<z; <p
A i

2N
d v 1 —a< —z; < —
onc Vi € [1,n], e >\:c7/\,8

7 n A z )\7,
donc ZT a < ;7%;75
=1 =1

donca<a:<5

Donc, par convexité de I,

n
On suppose A, +1 = 1, alors Z)‘i =0
i=1

Or, Vi € [1,n],A; >0
Donc Vi € [1,n],A; =0
n+1

Z)‘ zi) = f(Tn+1) Z)‘ f(z:i) = f(Tnt1)
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O
Proposition (Lemme des Pentes): Soit f: I — R convexe
Soient z1 < 2 < x3 € I°
Alops 121 — f(@2) < f(@1) — f(z3) < f(z2) — f(zs)
T1 — T2 T —T3 xr2 — X3
Preuve:
Soit A €]0, 1] tel que z2 = (1 — N)z1 + Azs
f(@2) = f(z1) < (1= N)f(z1) + Af(@3) — f(21)
< A(f(zs) — f(z1))
T2 — 1 :)\(1'373[71) >0
Doy £ 22) = f(z1) < A(f(z3) — f(=1)) < f(@3) — f(z1)
o — T3] )\(:ngfl‘l) T3 — T1
f(@2) = fzs) < (1= N)f(z1) + Af(x3) — f(xs)
< @ =N (f(z1) = f(x3))
272—%3:(1—)\)(271 —223) <0
fws) = f@s) o (L= N(F(@1) = f(@s)) o fa1) = fls)
To — T3 - (1= X)(z1 — x3) - T1 — T3
O
Proposition (Réciproque du Lemme des Pentes): Soit f: [ — R
Si, Yy < @3 < x5 € I°, flz1) — f(z2) < f(z1) — f(zs)
T] — T2 1 — T3
Alors f est convexe
Preuve:
Soient z < y € I?
Soient A €]0,1[ et z = (1 — Az + Ay
Montrons que f(z) < (1 —X)f(z) + Af(y)
i = @
On pose x; =z Ainsi, 21 < 22 < x3
z3 =1y
pon LD =FC) _ 1@ = 1) oy _ 2=
=% T—y y=w
) [ =@ _ 1)~ @)
z— y—x
1) - 1) < =T o
= f(2) <A (y) = f(@) + f(z) = Af(y) + (1 = N f(z)
O
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REMARQUE (Autres Preuves Possible):

fz1) = f(zs) _ f(z2) — f(z3) fz1) = f(z2) _

fz2) — f(z3)

Si on remplace (*) par < ou par
1 — X3 T2 — X3 1 — X2
On peut aussi conclure que f est convexe

ouvert
Alors f est dérivable a gauche et ) droite en tout point de I et

Vz € 17 fg’]auche(‘r) < f(’i’raite(x)

Preuve:
Soit a € I et 74 :I{a} — R
@ - f@

Tr—a

D’apreés le Lemme des Pentes, 7, est croissante
En effet, soient (z,y) € (I{a})? et z <y

Casl:a<z<y

f@@) = fla) _ fly) = fla)
T —a - y—a

Donc 7q(z) < 74(y)

On a alors

Cas2:2<a<y

1@ = 1@ _ f@ =W _ 16) - 1@

@® = @ - T —y y—a
Donc 74(z) < 70 (y)

On a alors

Cas3:z2<y<a

f@) = fly) . f(z) = fla) _ f(y) = f(a)
® = B a8 = @ - Yy—a

Donc 74(x) < 7a(y)

On a alors

Donc 74(z) < 7o(x)

Soit x > a avec x € T
On fixe zg < a avec zg € [

Alors 74(z) > Ta(20)

Ta €st minorée sur IN]a, +oo| et croissante

Donc 7, a une limite finie quand x tend vers a par valeur supérieure
Donc f est dérivable & droite et f},.;.(a) = Ta(20)

Soit 21 > a fixé

Vz € IN] — o0, a[, Ta(x) < Ta(21)

Donc 74 est majorée sur IN| — oo, af

Donc 7, a une limite finie que x tend vers a par valeur inférieure
Donc f est dérivable & gauche et f;auche (a) < 7a(z1)

De plus, Vo € IN] — 00, a[, Yy €la, +0[, Ta(x) < 7a(y)
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Dong, si on fait tendre x vers a par valeur inférieure :
!

Vy € Im]a7 -‘rOO[, fgauche (a) S Ta (y)
Si on fait tendre y par valeur supérieure :

f;auche(z) < f(/i’r‘oite(a:)

Corollaire: Soit f: I — R convexe ou I est ouvert
Alors f est continue sur [

Preuve:
Soit a € I

= fi@)+_o (1)

vz € In] 7oo,a[,L£(“) o

Donc f(z) = f(a) + fy(@)(@ —a) + o (v—a)

Donc f(z) —» f(a)
<

De méme, Vz € IN|a, +oo[, f(z) = f(a) + fi(a) + .2 (z —a)

a

Donc f(z) — f(a)

r—ra
>

Donc f est continue en a

Proposition (Théoréme Convexité / Croissance Dérivée): Soit f : I — R dérivable
f est dérivable <= f’ est croissance

Preuve:
“=—": On suppose que I a au moins 2 éléments distincts, sinon le résultat est trivial

On suppose f convexe
Soient (z,y) € 12, on suppose z < Y

Soit u €]z, y[
fw) — f(z)

u—x

Soit 74 U —>

Comme 7, est croissante sur I{z}, f'(z) < 74 (u)
D’apreés le Lemme des Pentes,
) — 5@ _ f@) ~ f@) _ f@) = I
W = a8 - T —vy - Yy—u
et donc 7, (u) < 7y (u)

Comme 7y est croissante, 7y (u) < f(y)
Do f'(z) < 7o (u) < y(u) < f'(y)
Donc f’ est croissante
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“<=": On va exploiter le Théoréme des Accroissements Finis

Soit f : [a,b] — R continue dérivable sur ]a, b[

Alors e €a, b], f/(c) = %

Soient x1 < x2 < x3 € e
f est continue sur [z1,z2] et dérivable sur |z, z2|
f(@1) — f(z2

(@) ='F@2) _ i,

Je1 €]z, 2],
xr1 — T2

f est continue sur [z2,x3] et dérivable sur |z, z3(
f(z2) — f(z3
() = F@3) _ o,

Jea €lxa, z3],
o — 3

On remarque que ¢; < x < c2
Comme f’ est croissante, f'(c1) < f’(c2)

Corollaire: Soit f: I — R deux fois dérivable
f convexe sur [ <= Vz €I, f"(z) >0

Proposition (Inégalité Image / Taux de Variation): Soit f: I — R convexe, déri-
vable

V(z,a) € I?, f(2) > f'(a)(z — a) + f(a)

Preuve:

Soit a € I

On pose g :I — R

z+— f(z) - f'(a)(z — a) + f(a)

g est dérivable sur I et ¢'(z) = f'(z) — f/(a)
On sait que f’ est croissante sur I

g est décroissante pour = < a, croissante pour z > a et g(a) =0
Ve € 1,g(z) >0

Définition (Concavité): On dit que f est concave si —f est convexe

Proposition (Concavité): Soit f: I — R
f concave <= V(z,y) € I*,YA € [0, 1], f((1 = Nz + Ay) > (1 = N)f(z) + Af(y)
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Si f est concave sur un intervalle I ouvert, f est continue
Si f est dérivable, f concave <=> f’ décroissante
Si f est deux fois dérivable, f concave <= f’/ négative

Si f est dérivable et concave, V(x,a) € I2, f(z) < f'(a)(z — a) + f(a)
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CHAPITRE

10
NOMBRES ENTIERS - N

1 Axiomatique de IN

Axiome: (IN, <) est un ensemble non vide totalement ordonné vérifiant
— Toute partie non vide de IN a un plus petit élément ;
— Toute partie non vide majorée de IN a un plus grand élément ;
— IN n’est pas majoré.

Définition: — 0 est le plus petit élément de IN : 0 = min(IN).
— 1 =min(IN*) = min (N \ {0}).
Soit n € IN. On pose n + 1 = min ({k € IN | k > n}). On dit que n + 1 est le

successeur de n.
Soit n € IN*. On pose n — 1 = max ({k € IN | k < n}). On dit que n — 1 est le

prédécesseur de n.

Proposition:

VneN, (n+1)—1=mn;
Vn € N*, (n—1)+1=n.

Preuve:
Soitn € IN. Onposep=n+1letgq=p—1.Onadoncn <petqg<petdoncn < q car

g=max ({k €N |k <p}).
Si ¢ > n, alors ¢ > p car p = min ({k € N | k > n}) : une contradiction.

On a donc g = n.

Proposition: Pour tout n € N, NN |n,n+1[ = @.
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Preuve:
Soit n € IN. On sait que n+ 1 > n. Soit p € IN tel que n < p < n + 1. Comme p > n,

p > n+ 1 : une contradiction. O

Théoréme (récurrence): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si

P(ng) est vrai
Vn > ng, P(n) = P(n+1),

alors
Vn = ng, P(n) est vrai.

Preuve:
Soit A ={n € N | n > ng et P(n) faux } Supposons A # @; A a donc un plus petit
élément. On pose N = min(A).
Cas 1 N =0, alors, comme N € A, on a ng < 0 et P(0) fausse. On en déduit que
no = 0 : une contradiction car P(ng) = P(0) est vraie.
Cas2 N#0.Alors N—1€Net N—1¢ A (car N—1 < N). On en déduit que
N —1 < ng ou P(N — 1) vraie.
— Supposons N —1 < ng. N € Adonc N > ng et donc N —1 < ng < N donc
N = ng. Or, N € A donc P(N) fausse alors que P(ng) est vraie.
— Supposons N —1 > ng et P(N —1) vraie. Comme N —1 > ng, P(N—-1) =
P(N) et donc P(N) est vraie. Or, N € A et donc P(N) est fausse.
On en déduit que A = 2.

2 Reécurrence

Proposition (récurrence double): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si

P(ng) vraie
P(ng + 1) vraie
Vn € IN avec n > ng, P(n) et P(n+1) = P(n+2)

Alors
Vn € N avec n > ng, P(n) vrale.

Preuve:
On pose, pour tout n > ng,

Q(n): “P(n) et P(n+1)”.

— Q(0) est vraie.
— Soit n > ng. On suppose Q(n) vraie. On sait alors que P(n + 2) est vraie. De
plus, par hypothése de récurrence, P(n + 1) est vraie. Donc Q(n + 1) est vraie.

O

EXEMPLE:
On pose up =0, u; =1 et
Vn € IN, Un+2 = Un+1 + Un

Montrons que Vn € IN, u,, > 0.
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— up=020;
— u; =120;

— Soit n € IN. On suppose que uy, > 0 et up41 > 0. Alors up+2 = up + Upy1 = 0.
Par récurrence double,

Vn € N, u, > 0.

Proposition: Soit P un prédicat, p € IN* et ng € IN. Si
Vk € [0,p — 1], P(no + k) vraie;
Vn > ng, (P(n) et P(n+1) et --- et P(n+p—1)) = P(n+p).

Alors,
Vn > ng, P(n) vraie.

EXEMPLE:
On pose up =0, u1 =1, up =2, ug = 3 et
Vn € N, upta = Un + 2Un+1 + 3Un+t2 + Unt3.
Montrons que Vn € N, uy, > 0.
— up =20,u; =20, u2 >0et uz >0.

— Soit n € IN. On suppose uyp, > 0, up+1 = 0, upy2 > 0 et up43 > 0. Comme uyp 44 est
la somme de réels positifs, wup44 > 0.

Proposition (récurrence forte): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si P(ng) est
vrai et

Vn > ng, (P(no) et ... et P(n—1) et P(n)) = P(n+1).
Alors,
Vn > ng, P(n) est vraie.

Preuve:
On pose, pour tout n € IN,

Q(n) : “Vk € [ng,n], P(k) vraie”.
— Q(no) est vraie car P(ng) est vraie.
— Soit n > ng. On suppose Q(n) vraie. On sait donc que Vk € [no, n], P(k) vraie.
Alors, P(n + 1) est vraie et donc
Vk € [no,n + 1], P(k) est vraie.

Ainsi, Q(n + 1) est vraie.

EXEMPLE:
Montrer que tout entier supérieur ou égal a 2 peut s’écrire comme un produit de nombres
premiers. On prouve ce résultat par récurrence forte.
— Le nombre 2 est un nombre premier : 2 = 2.
— Soit n > 2. On suppose que, tout entier k € [2,n] est un produit de nombres premiers.
On pose N =n + 1.
Cas 1 N est premier et donc, on peut 'exprimer comme un produit de nombres pre-
miers : N = N.
Cas 2 N n’est pas un nombre premier. Alors, il existe p,q tels que N = p X q avec
1<p<Netl<qg< N.Commep € [2,n], p est un produit de nombres premiers.
De méme pour g. Donc, le produit N = p X g est un produit de nombres premiers.
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EXEMPLE:
Avecug =0, ur =1, us = 2, ug = 3 et, pour tout n € N, unya = un+2up4+1+3uUnt2+uUni3,
montrer que, pour tout n € IN, u, > 0. On prouve ce résultat par récurrence forte.
— ug=02>0.
— Soit n € N. On suppose que Vk € [1,n], ug > 0.
— Sin=0,up+1 =u; =12=0.
— Sin=1, up4+1 =u2 > 0.
— Sin=2, upy+1 =uz > 0.
— Sin>3, upt1 =un—3+2un_24+2up_1+3 up = 0.
—~
>0 >0 >0 >0

3 Divisibilité

Définition: Soient a,b € Z. On dit que a divise b s’il existe k € Z tel que b = k X a.
Dans ce cas, on écrit a | b. On dit aussi que a est un diviseur de b; et que b est un
multiple de a.

ExXEMPLE: — Vz €7Z,1|x.
— 0|0 mais Vz € Z*,0 1 z.
— Ve eZ,z|0.
Proposition: “|” est une relation d’ordre sur Z. O
Proposition: Soient (a,b) € Z x Z*.
alb = la| <|b].
O
Proposition: Soient a,b,c € Z.
alb 5
| = (V(k,0) € Z*, a| (kb+ Lc)).
alc
Preuve:
On pose u,v € Z tels que
b= au,
c=av.
Soient k, ¢ € Z.
bk + lec = aku+ alv = aku + fv.
N——
E€Z
et donc a | (ku + fv). |

EXEMPLE:
Soient n € IN.

aln

a|n+1} = a|((n+1)—n) = a|l = a==l
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Définition: Soient a,b € Z. On dit que a et b sont associés si

a=0bou a=—b.

Proposition: Soient a,b € Z.

alb < —a|b <= al—b.

Proposition (division euclidienne dans IN):  Soient (a,b) € IN x IN*.

3l (q,7) € N?, a=bg+tr,
0<r<aq. T

Preuve: ~ EXISTENCE On considére A = {¢g € N | ¢b < a}. A # @D car 0 € A :
0xb=0<a. Aest majoré :

Vge A,a>qb>qcarb> 1.

Soit ¢ = max(A). On pose r = a — bg. Comme a,b et g sont des entiers positifs,
r € Z. On sait que ¢ € A, donc ¢gb < a et donc » > 0. ¢ +1 > max A donc
g+1¢ Aie. (g+1)b>a et doncr < b.

a=qb+1,

Or,a =05 r et donc, en
0<r <b. £l

Unicrté Soient (¢,7') € IN? tels que {
soustrayant les deux égalités, on a
0=b(q —q)+7" —r
De plus, 0 < r < bet —b < —r' <0, et donc

r—r'=b( —q-.
—
E€EZ

On en déduit que —b < r — " < b. Le seul multiple de b dans ]—b, b[ est 0. Ainsi,
r’ =7 et donc b(¢' —q) = 0. Or, b > 0, donc ¢’ = q.

O

Proposition (division euclidienne dans Z): Solent a € Z et b € Z™.

=bg+r
3l (q,r) e 72, 1° :
S {ogrgb.

141



10.3 Nombres entiers - IN MP2I
Preuve: ExisTENCE Casl a € IN et b € IN*. D’aprés la proposition précédente,
a=bg+r
3l(q,r) € N2,
(@) {0<r<a

Comme b > 0,onabien 0 <r < |[b| =b. et g € N C Z.
Cas2 a €Z et be IN*. Comme —a € IN,

. :bq'—f—r’
3¢, eN2, ’
(@) 0<r <b
donc
a=b(-q")—r
=b(¢g —1)+b—1".
En posant,
- —q —1 sir’ #£0,
= —q' sir’ =0;
{b—'r' sir! #0,
r= ’ o
—r sir’ =0;
on a bien
a=bq+r,
q€Z,
0<r<b.

Cas3 ac€NetbecZ*

. On sait que

— —b)q/+T/
g, GINZ, a=( s
(@) 0<r < —b.
En posant ¢ = —q' et r =7/, on a bien a = bg+ 17 et 0 < r < [b|.
Casd a €Z™ et be Z*. On sait que

o =7bql+7“/
(¢, ") € N?, ¢
(@) 0<r < —b
Donc,
a=bq —r'
=b(g +1)—r" —b.
En posant
- q sir’ =0,
N g +1 sir' £0;
r’ si ' =0,
= / .o .
—r'—b sir #0;
on a bien
a=bg+r
qEZ
0<r<lb.
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Uniciti Soient (¢, ') € Z2 tels que

a=bq +r'
<r’' < |b|.

Or, on sait qye a = bg+r et 0 < r < |b|. D’ou

vw-@w—r

—|b <r—7" < |b|

donc 7 — 7’ =0 et donc g = ¢’.

Définition: Soient a € Z et b € Z*. D’aprés le théoréme précédent, il existe un unique
couple (g,7) € Z x N tel que

a=bg+r

0<r<|bl.

On dit que r est le quotient, et r le reste dans la division (euclidienne) de a par b.

EXEMPLE:
n=2q+r

Soit n € IN impair. On divise n par 2 : soient (gq,7) € Z x IN tels que
o< r<2.

Sir =0, n est pair : une contradiction. Ainsi, r # 0 et donc r = 1. On a donc n = 2¢q + 1.

Proposition: Soient a € Z et b € Z*. On note r le reste de la division euclidienne de
a par b.
r=0 <= alb.

Preuve:
On pose a = bq + r avec q € Z.
“="7 Sir =0, alors a = bq avec q € Z et donc b | a.
“<=7 Sib|a, il existe k € Z tel que a = bk. Donc, a = bk + 0 et 0 < 0 < |b]. Par
unicité de la division euclidienne, r = 0.

O

4 Arithmétique modulaire

Définition: Soient a,b € Z et ¢ € IN*. On dit que a est congrus & b modulo ¢ si a et b
ont le méme reste dans la division euclidienne par c¢. Dans ce cas, on écrit a = b [c].

Proposition: La congruence modulo ¢ est une relation d’équivalence. O

REMARQUE (Notation):
On note Z%/cz ’ensemble des classes d’équivalences modulo c.
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Proposition: Soient a,b € Z et c € IN*.

a=b[c] < c|(b—a)

Preuve: “ =" Soient q,q € Z et r € IN tels que

a=cq+r
b=cq +r
avec 0 < r < c. En soustrayant les égalités, on obtient

b—a=c(d —q).
—
EZ

Ainsi, ¢ | (b—a).

a=cq+r 0
b=cq +1' avec (9,q') € Z et {0

les égalités et inégalités, on obtient

b—a=clgd —q)+r —7r
—c<r' —r<e.

“ <=7 On pose
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La suite du cours provient d’Aubin. Je ne suis pas responsable pour les éventuelles bétises
qu’il a pu taper.
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5 Axiomatique de IN

Axiome (Axiomatique de Von Neumann): (IN, <) est un ensemble totalement ordonné

vérifiant
Toute partie non vide de IN a un plus petit élément
Toute partie non vide majorée de IN a un plus grand élément

IN n’est pas majoré

Définition (0): 0 = min(IN)

Définition (1): 1 = min(IN{0})

Définition (n+1): Soit n € IN
On pose n + 1 = min({k € N|k > n})
On dit que n + 1 est le successeur de n

Proposition (+1—1): VneN,(n+1)—1=n
VneN,(n—1)+1=n

Preuve:
Soient n € N, p=n+1, ¢g=p—1

n<petqg<p

Donc n < q car ¢ = max({k € N|k < p})

Si g > n, alors ¢ > p car p = min({k € N|k > n})
Donc g =n

Proposition (Ensemble Ouvert Vide): Vn € N,|n,n+ 1[= &

Preuve:

Soit n € IN, on sait que n+1 > n
Soit p > n, on suppose n < p < n-+1
Comme p > n,p > n + 1 Contradiction
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Proposition (Théoréme de Récurrence): Soit P un prédicat sur IN et n € IN
si { P(ng) est vrai

Vn 2> nonP(n) = P(n+1)
Alors Vn > ng, P(n) est vrai

Preuve:

Soit A = {n € N|n > ng} et P(n) faux
Supposons A # &

A a donc un plus petit élement, soit N = min(A)

Cas1: N=0
Alors, comme N € A, on a ng < 0 et P(0) est faux
Alors ng = 0 Contradiction avec “P(n) est vrai”

Cas2: N #0
Alors N —1 €N
N—-1¢Acar N—-1< N
Donc N — 1 < ng ou P(n) vrai

Supposons N — 1 < ng

N € A donc N > ng

N—-1<ng<N

Donc N = ng

Or, N € A donc P(n) est faux alors que P(n) est vrai

_f P(n—1) vrai
Supposons { N—13>no Comme N — 1 > ng, P(N —1) = P(N)

Donc P(N) est vrai
Or, N € A donc P(N) est faux

Donc A =@

6 Récurrences

Proposition (Récurrence Double): Soient P un prédicat sur IN et ng € N
P(ng) est vrai

Si P(no + 1) est vrai
Vn > ng, P(n) et P(n+1) = P(n+ 2)

Alors Vn > ng, P(n) est vrai

Preuve:
On pose Vn € IN,Q(n) : “P(n) et P(n+ 1) vrais”
Q(no) est vrai

Soit n > ng, on suppose Q(n) vrai
On sait alors que P(n + 2) est vrai
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On sait par hypothése de récurrence que P(n + 1) est vrai
Donc Q(n + 1) est vrai

Proposition (Récurrence Multiple): Soient P un prédicat sur IN et (p,ng) € N2
si { Vk € [0, p], P(no — k) est vrai

Vn = ng, (P(n) et ... Pln+p—1)) = P(n+p)
Alors Vn > ng, P(n) est vrai

Proposition (Récurrence Forte): Soient P un prédicat sur IN et ng € IN
si { P(ng) est vrai

Vn = ng, (P(no) et ... P(n — 1)) = P(n)
Alors Vn > ng, P(n) est vrai

Preuve:
On pose Vn € N, Q(n) : “Vk € [no, n], P(k) vrai”
Q(np) est vrai car P(ng) est vrai

Soit n > ng, on suppose Q(n) vrai

On sait que Vk € [ng, n], P(k) est vrai
Alors P(n + 1) est vrai

Donc Vk € [ng,n + 1], P(k) est vrai
Donc Q(n + 1) est vrai

7 Divisibilité

Définition (Divisibilité): Soient (a,b) € 7>
On dit que a divise b si il existe k € Z tel que b = ka
a est un diviseur de b

On écrit alb et on dit que { b est un multiple de a

Proposition (Caractéristiques de la Divisibilité): | est une relation d’ordre sur Z
Ce n’est pas une relation totale

Proposition (Ordonnancement et Divisibilité): Soient (a,b) € Z x Z*
Si alb, |a| < ||

Proposition (Divisibilité et Combinaison Linéaire): Soient (a,b,c) € (Z*)3
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{Zii — V(k, 1) € Z2, al (bk + c)

Preuve:
b=au avec u € Z

c=av avecv €7Z
Soient (k,1) € 7>
bk + cl = auk + avl = a(uk + vl)
Donc a|(bk + cl)

Définition (Nombres Associés): Soient (a,b) € Z>

a et b sont associés si a = b oua = —b

Proposition (Nombres Associés et Divisibilité): Soient (a,b) € Z?
alb <= —alb <= a|—b < —a|—b

8 Division Euclidienne

Proposition (Division Euclidienne dans IN): Soient a € IN et b € IN*

' 2 a=bqg+r
3@HGN,{TGMM

Preuve:
Existence : On considére| A = {g € IN|gb < a} A est non vide car 0 € A
A est majoré : Vg € A,q<acara >qb>q

Soit ¢ = max(A), on pose r = a — bg

Comme a,bet g€ N,r € Z

q € A donc gb < adoncr >0

g+ 1> max(A) donc g+ 1¢ Adonc (q+1)b>a
Donc r < b

s (o 2 a—+bg +r'
Unicité : Soit (¢’,r") € N telque{ 0<r <b
On sait aussi que a = bqg + r
Donc 0 =b(q' —q) +7" —r

—r' +r="5b(¢ —q)

0<r<b
-b<-—1r<0
Donc —b< 7' —r <b

De plus, {

Le seul multiple de b dans | — b, b[ est 0
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Donc ' —r =0, donc r = r’
et b(¢' —q) =0
Or, b # 0 donc ¢’ — ¢ =0 donc ¢ = ¢

Proposition (Division Euclidienne dans Z): Soient a € Z et b € Z*

] 2 a=bg+r
(g,r) €Z { 0<r <

Preuve:
Existence :
Cas1l:a€N,be N*

. P 2 a=bg+r
D’aprés ce qui précede, 3!(g,r) € IN%, { 0<r<b
Comme b € IN*, on a bien 0 < r < |b]
qgeINCZ

Cas2:a€Z,beIN*

) /
Comme —a € IN,3!(¢',7’) € ]N2,{ NS e

0<r' <b

Donc a = b(—q') —r'
=b(—¢' —1)—7"+b

—q¢ —1sir#0 —r' +bsir’ £0
Onposeq:{_q,sirzo etr:{r'sir':()
a=bqg+r
On a bien qEZ
0<r<|y

Cas3:a€N,beZ*

/ /
Vol ot 2 a=(=b)g +r
El(q»r)elNz{OST/<_b

/
q9=—q
On pose { I

. a=bqg+r
Etonablen{ogr<|b|
Casd4:a€Z ,beZ*

! /
Vol ol 2 —a=—bq" +r
EI'(q’T)E]N’{OSr/<—b

Donc a = bq’ — 1’
=bg +1)—7" —b

/ . /s /
_J d+1sir#0 _J —r=b'sir #0
Onposeqi{q'sirz(] W= g
a=bqg+r
On a bien qQEZ
0<r<|b
Unicité :
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il _
Soit (¢, 7") € Z? telque{ o t{ 6= Lo

0<r" <y 0<r<|b

g g =1 =7
D’
ou{ —|b < r—7" < |b|

Donc r —r' =0

Doncr’' =retq =q

O
Définition (Quotient et Reste): Soient a € Z et b € Z*
S L. L i a=bg+r
D’aprés le théoréme précédent, 3!(g,r) € Z x IN, { 0<r< bl
On dit que g est le quotient et 7 le reste dans la division (euclidienne) de a par b
Proposition (Reste et Divisibilité): Soient a € Z,b € Z*
On note r le reste de la division de a par b
r=0 <= bla
Preuve:
On pose a =bg+r,q € Z
“—s” . Sir=0,alors { *_ bq donc bla
’ o qeEZ
“<=": Si bla, Ik € Z,a = bk
Donc @ Slien
0<0< b
Par unicité du reste, r =0
O

9 Arithmétique Modulaire

Définition (Congruences): Soient (a,b) € Z2, ¢ € N*

On dit que a et b sont congrus modulo ¢ si a et b ont le méme reste dans ma division
par ¢

On note a = b|c|

Proposition (Congruence et Relation D’Equivalence): La relation de congruence mo-
dulo c est une relation d’équivalence

REMARQUE (Classes d’Equivalence Modulo ¢):
On note Z/cZ Pensemble des classes d’équivalence modulo ¢

7/57. = {0,1,2,3,4}
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Proposition (Modulo et Divisibilité): Soient (a,b) € Z? et ¢ € N*
a=blc] < clb—a

Preuve:

« ” . . a:CquT,qu,O <r<ec
E .Onpose{ b=cq +r.q €Z

Donc b—a = c(q’ — q)

Donc c|b — a

« . a=cq+1r,q9qeZ,0 <r<c
— .Onpose{ b=cqd +1,¢d €Z,0 <r' <c
b—a=clg —q)+7' —7r

—c<r'—r<ec

Sir’ —r > 0,7 —r est le reste de la division de a — b par ¢
Donc r’ = r donc a = b[c]

Sir’ —r < 0,7 —r est le reste de la division de a — b par ¢
Donc ' = r donc a = b

O
Proposition (Addition et Multiplication de Congruences): Soient (a, b, z,y) € 74 et
ceN*
a = bl
On suppose
P {xEyM
Alors @ +j = b+ y[c]
azx = by|c]
Preuve:

clb—aetcly—=x

Donc ¢|(b—a+y — x)
Donc ¢|(b+y — (a + z))
Donc a + z = b+ y[c]

a=ck+bkecZ
r=cl+y,leZ
ax = (ck + b)(cl + y)

= by + cky + clk + 2kl

= by + c(ky + bl + clk)
Donc az = by|c]

On pose {

Proposition (Critéres de Divisibilité en Base 10): Soit N € IN, on notera ses chiffres
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ag...an
n
N = 10%a
k=0

Divisibilité par 2 :
N pair <= N = 0[2]
n

< > 10%a; =0[2]

k=0
<= ap = 0[2] car Vk >1,10F = 0[2]
10°=1=1[2]

Divisibilité par 3 :
Vk € IN,10F = 1¥ = 1[3] car 10 = 1[3]
3|N <= N =0[3]

n
= Y 10%ay = 0[3]
k=0
Divisibilité par 9 :
vk € N,10* = 1[9]
9|N < N =0[9]

n
< > 10*a; =0[9]
k=0

Divisibilité par 5 :

10° = 1[5]
{ vk € N*,10% = 0[5]
5|N <= ao = 0[5
<= ap €{0,5}

Divisibilité par 11 :

10° = —1[11]

Donc Vk € N, 10* = (—1)*[11]
n

N=0[1] <= Y (-1)*a) = 0[11]
k=0

<~ ap — a1 + az2... + (—1)"an = 0[11]

REMARQUE (Réécriture en Classes d’Equivalence):

On peut réecrire le calcul précédent dans Z /117
n

N = zn:lokak = iﬁﬁ =Y (-Drax
k=0 k=0

k=0

REMARQUE (Opération dans Z/nZ):
Dans Z/nZ, on dispose {

d’une addition :
d’une multiplication :

L’addition est commutative, associative, n’élément neutre 0 et I'opposé de a est —a
La multiplication est commutative, associative, d’élément neutre 1 et distributive par rapport
a4+

10 PCGD et PPCM

Définition (PGCD): Soient (a,b) € Z>
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Le PGCD de a et b est le plus grand diviseur commun & a et b
11 existe car 2 = {d € IN|d|a et d|b} est non vide car a € 2

9 est majoré par |a|

On le note PGCD(a, b) ou a A b

Proposition (Théoréme d’Euclide): Soient a € Z,b € N*
Soit r le reste de la division de a par b

aNb=DbAT
Preuve:
d=aAb
On pose s=bATr
a=bqg+r
dla dla — bq d|r
{d\b :>{d\b =\ ap - =¢

slb = slbg +r = sla —¢<d
slr slb slb

Donc d = ¢

Proposition (PGCD et Diviseurs): Soient (a,b) € Z2 et d =a A b
9 = {k € Z| k|a, k|b}
Vk€Z,k€ 9 < k|d

Preuve:

“«<=": Soit k € Z, on suppose k|d
d|a donc kla

d|b donc kb

Donc k € 2

“=—=": Soit k € I

On pose 7o le reste de la division de a par b,

r1 le reste de la division de b par rq

et Vn € IN,ry, 41 le reste de la division de ry,—1 par 7y, si rn, # 0

La suite () est décroissante, minorée par 0 et & valeurs entiéres
Soit N € IN tel que ry =0 (si N =0, on pose r_1 = b)

D’apreés la poposition précédente,
d=aANb=bArg=rgAr1..TN_1ATN
=rny_1AN0O=rN
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On pose aussi Vn € [1,N — 1],7n—1 = ngn + Tnt+1
On en déduit que I(an, Bn) € Z2,ry_1 = aan + bBN
{ Z}Z — klaay + bBN = klry_1 = k|d
O
Définition (PPCM): Soit (a,b) € Z2, on pose M = {k € N| alk, bk}
M # & car abe M
M # & donc admet un plus petit élément noté PPCM(a, b) ou a V b
Proposition (Produit PGCD PPCM): V(a,b) € Z2, (a Ab)(a V b) = ab
Preuve:
Voir paragraphe Facteurs Premiers
O
Proposition (Propriétés de A et V): A est commutative, associative sur Z*
V est commutative, associative sur Z*
Preuve:
Soient (a,b,¢) € (Z*)3,d= (aAb) Ac,s =aA (bAc)
{4, ={
dla N dlb
sla sla
{ dbAc =< <|b
Sle
On pose € = PGCD(a, b, ¢)
d<e
On a { c<e
ela ela
ep = = claN(bAc)=e<d
ele elbAc
De méme, on ¢ <¢
Doncd=¢e=¢
O
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Proposition (Théoréme de Bézout): Soient (a,b) € Z X Z*,d=a Ab
I(u,v) € Z%,d = au+ bv

Preuve:

On pose A = {au + bv|(u,v) € Z3}
On veut montrer que d € A
a=ax1+bx0doncac A
b=a*x0+bx1donchbe A
O0=a*x0+bx0donc0€e A

Soit (z,y) € A?

z = auj + buy, (u1,v1) € Z2

y = aug + bua, (ug,v2) € 7?2
z+y=a(ur +uz2) +blv1 +v2) € A

Soitz € A,k e€Z
x = au + bv, (u,v) € 72
kx = aku + bkv € A

Soit n = min(ANIN*) (]b] € ANN¥)
Soit v € A

Par division euclidienne de z par n :
rT=nqg+r
qgeA0<r<n

reA r€E A
{ neA =>{ —gneA —r—gqgneA=recA

r<n
{ reA = 7=

Donc r =0

Donc n|x

Dot A =nZ |
ac A nla

Or, { be A { nlb

Cas particulier : a Ab=d =1, alors 1 est le seul diviseur positif de a et b
Doncn=1donc A=Z donc 1 €Z

b
Casgénéral:Onposea/:gez, b/:QGZ, ad Ab =1

D’aprés le cas particulier, 3(u,v) € 72, a'u+bv=1

Dot au+bv =d

Proposition (Réciproque du Théoréme de Bézout): Soient (a,b) € Z x Z*
On suppose qu’il existe (u,v) € 72 tel que au 4+ bv = 1
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Alorsa Ab=1

Preuve:
On posed=aAb

{ Z}Z — dlau+bv=>d|l = d=1

Proposition (Théoréme de Gauk): Soient (a,b,c) € 73 tels que { Z|ch =1
Alors alc
Preuve:

D’aprés le théoréme de Bézout,
au+bv = 1 avec (u,v) € Z?
D’ot acu + bev = ¢

alacu
{ albev
Donc alacu + bcv
Donc alc

REMARQUE (Inversion Modulo n):
Soit z € Z

F?y € Z,zy = 1[n]

(<= dans Z/nZ,z+7y = 17?)

Avec n =4 :
x 0123

VLI { 1 et 3 sont inversibles modulo 4

L 2 n’est pas inversible modulo 4

2 0202
3 0321

3z = 2[4]
< 3 %3z =3x*2[4]
— z = 2[4]

2z = 1[4]
= 2 x 2z = 2[4]
= 0= 2[4]

Proposition (Congruences et Nombres Premiers): Soit p un nombre premier
Alors Vo € Z,x # 0[p] = Jy € Z,zy = 1[p]
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Preuve:

Soit z € Z tel que = Z 0[p]
Soit y € Z

zy=1[p] < Fue€Z,zy=1+pu
<— Ju€Z,zy—pu=1

y existe <= xzAp=1

< ptz
O
Proposition (Inversibilité Modulo n): Soit n € N*,z € Z
z inversible modulon <= zAn=1
Preuve:
Voir précédent
O

Proposition (Petit Théoréme de Fermat): Soit p premier, a € Z

aP = alp)
Preuve:

Cas 1:a=0[p
a? = 07[p]

aP = 0[p] = alp)
Cas 2 : a Z 0[p]

AlorsaAp=1

On pose Vi € IN*, r; le reste de la division de ia par p
Soit ¢ € [1,p — 1]

r; = 0 = plia = p|i Contradiction

Vie IN*,r; 20

Soit (i,5) € [1,p — 11%,i # j

On suppose r; = 75, alors ia = ja[p]

Or, a A p =1 donc a est inversible modulo p
Donc a = j[p] donc i = j Contradiction

Ainsi, r1...1p—1 € [1,p — 1] distincts donc ils prennent toutes les valeurs de [1,p — 1]
i — r; est injective
{ri..rp—1}=[1,p—1]

p—1
Donc Hri =(p—1)
k=1
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p—1
Donc Hia = (p—1)![p]
k=1

Donc (p — 1)!a?~! = (p—1)![p]

Dou (p—1)! =0[p] <= p[l*2%3---%(p—1)
<~ Jie[l,p—1],ple

Donc (p — 1)! # 0[p]

Donc (p — 1)! est inversible modulo p

Donc a? = 1[p]
Donc aP = alp]

11 Décomposition en Facteurs Premiers

Définition (Nombre Premier): Soit n € IN
On dit que n est premier si

n =2

les seuls diviseurs entiers de n sont 1 et n

Proposition (Infinité de Nombres Premiers): Il y a une infinité de nombres premiers

Preuve:

On suppose qu’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers
p1 <..<Dpn

On pose N = py, * ...k p; + 1

N > pp donc N n’est pas premier

N a d’autres diviseurs positifs que 1 et N

N est divisible par un nombre entre 2 et N — 1

Soit p = min({k € [2, N — 1]|k|N})

p est premier (Tout diviseur de p divise aussi N)
Fe[l,n],pi=p

pil N

pilN —p1...pn

pi|1 Contradiction

Donc il y a une infinité de nombres premiers

Proposition (Théoréme Fondamental de I’Arithmétique):

“Tout entier se décompose
en un unique produit de nombres premiers”

Soient n € IN tel que n > 2 et & I’ensemble des nombres premiers
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{p € Z|v(p) # 0} est fini
dlv: P — N telle que n= H pV(P)
peEP

Preuve:
Existence : Déja vue : Récurrence Forte (Chapitre 9)

Unicité : Soit n > 2 et v: & — NN telle que
pFEV

w(p) v(p) M = {p € Lglu(p) ;é 0} fini
() [T % = T1p"® avee ¢ 3 Z 10 € Diu(p) £ 0) fini
PEP PEP

n minimale pour cette propriété

Soit p € M, u(p) # 0 donc p|n
Siv(p) =0,Vqg € N,p A g =1 donc p|1 Contradiction avec le théoréme de Gau®

Donc on peut simplifier (%) par p

n
On a alors 2 décompositions de — < n Contradiction
p

Donc n n’existe pas

Proposition (Divisibilité et Nombres Premiers): Soient (,b,c) € IN® supérieurs a 2

On pose a = H p*®) ot b = H pP®)
peEZ pEP

alb <= Vp e 2,a(p) < B(p)

Preuve:
“==": On suppose alb, Ik, b = ak

On pose k = H p”<p)

peEP
et donc b= [ p*® [ p® = [ po@+=®
PEP peEP pEDP

Par unicité de la décomposition en facteurs premiers,
Vp € Z,B(p) = alp) + £(p) > a(p)

“<=": On suppose Vp € Z, B(p) > a(p)
On pose Vp € 2, k(p) = B(p) — a(p) € N

Tous les a(p) et S(p) sont nuls & partir d’un certain rang
C’est donc le cas aussi pour les x(p)
Donc on a le droit de former le produit

H pfi(P> eN

pEZ

On pose k = H p"®) et ak = H p*(®) H p(P) = H pe(@)+r®) — H pP® =p
PEY PEZL pPEY pEL pEZL
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Proposition (Produit de Facteurs Premiers, PGCD et PPCM): Avec les notations
précédentes,

aAb= H pmiﬂ(a(lﬂ)vﬁ(?)) etaVb= H pmax(a(P)ﬁ(P))
peEP peEP

Corollaire: (aAb)(aVb)=ab

Preuve:

(a Ab)(aVb) = H prin(a(p).5(p)) H prax(a(p).8(p))
pEP pEP

—_ H pmin(a(P),B(P))eraX(a(P)ﬁ(P))

PEZ
= [[ @+ = ap
peEP
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CHAPITRE

11
SUITES NUMERIQUES

1 Modes de définition

Définition: Une suite peut étre définie
— Explicitement On dispose pour tout n € IN de I’expression de u, en fonction de

n. In(n)
n(n) _
Vn € Ny,up = —=e "
n
— Par récurrence On connait u,41 en fonction de ug, u1,...,un

ug =1

=]

— Implicitement Vn € IN, u,, est le seul nombre vérifiant une certaine propriété
un est le seul réel vérifiant z° + nz —1 =10

vn € N, up41 = sin(un)

2 Limites

Définition: Soit u une suite réelle et £ € R. On dit que
— u converge vers £
— up, tends vers £ quand n tends vers +oo
— £ est une limite de u
si
Ve > 0,dN € N,Vn > N, |lup — € <€
(L—e<un<Ll+e)
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A
+¢’
/2 e
—c
—
| | | | | | | | | |
T | 1 1 | 1 1 | | >
n
Ficure 11.1 — Définition de la limite
EXEMPLE:

Montrer que <7> converge vers 0.
"/ neN

Soit € > 0 quelconque. On cherche N € IN tel que

<
S
\Y
=
|
m
N
SIre
N
m

Analyse Soit N € IN* tel que Vn > N, —¢

N
S
N
o™

M | =

1
En particulier, N <edonc N >

1 1
Synthése On pose N = \‘fJ +1€IN* et N> ~. Soit n > N.
€ €

1
>0> —edonc — > —¢
n

—

3= Sle
N
()

M | =

1
n>N > — doncn >
€

Définition: Soit u une suite réelle.
On dit que u tends vers +oco si

VM € R,3N € N,Vn > N,un > M

On dit que u tends vers —oo si

Vm € R,IAN € N,Vn > N,u, <m
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Ficure 11.2 — Limites infinies

EXEMPLE:

Montrons que n? — 5 4o0.
n——+oo

Soit M € R, on cherche N € NN tel que Vn > N, n? > M.

Analyse Soit N € IN tel que Vn > N,n? > M.
En particulier, N? >Metdont N >vVMsiM=>0

0 si M <0
{\/ J\/]J +1 sinon
Ainsi N € N et N2> M. Soit n > N. Onan® > N2> M.

Synthése On pose N = {

Définition: Une suite qui ne converge pas est dite divergente (on dit qu’elle diverge).
C’est le cas si cette suite n’a pas de limite quand elle tends vers +oo.

Théoréme (Unicité de la limite (réelle)): Soit u € RN, (¢1,6) € R

Si =€ alors ¢1 = {5

Preuve: Cas 1 (1,42) € R2.
01 # Co
On suppose { uy — l1
Up — l2
Sans perte de généralité, on peut supposer ¢1 < {2
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ly -
A5
| | | | | | | | >

Ficure 11.3 — Preuve unicité de la limite (cas 1)

lo — ¢

On pose € = L > 0. On sait qu’il existe N1 € IN tel que

Vn > Ni,lp —e<up <l +e
et il existe Na € IN tel que
Vn > No,lo —e < up < lo+e
On pose N = max(Ni, N2). On a alors
Up <l +e<lo+e<uy
une contradiction (u, < uy). En effet,
Ui +e<lote < 2e<ly—1
— ;(62 —0) <b— 0
= 21
3

Ainsi £1 = 42

Cas 2 /1 € R,lp =400
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M
{4
| | | | | | | | | |
| 1 | | | 1 1 1 1 I
N1 N2 n
Ficure 11.4 — Preuve unicité de la limite (cas 2)
un — £1 donc il existe N1 € IN tel que
Vn > Ni,lp —1<un <41+ 1
Up — 400 donc il existe No € IN tel que
Vn > N27un > 01 +2
On pose N = max(Ny, N2). Ainsi
Up 201 +2> 0 +12up
une contradiction
De la méme maniére, on peut prouver pour (R, —00) et (400, —00)
O
REMARQUE:
Si u, tends vers ¢ quand n tends vers +oo, on écrit u, —— £ ou lim wu, = £ ou

n—-+oo n—-+oo
limu, = ¢

Proposition: Toute suite convergente est bornée

Preuve:
On pose £ = limuy, € R. Il existe N € IN tel que

VYn>N/Ll—1<u,</l+1

L’ensemble {un, | n < N} est fini, il a donc un plus grand élément et un plus petit
élément. On pose

M = max{un | n < N}
m1 = min{u, |n < N}
et
M = max(¢1 + 1, My)
m =min(4; —1,m1)
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Ainsi,
My < M sin< N
<O +1<M sin>N

Donc

Proposition: Soient u € RY et v € RN. On pose 1 = limuy, et o = limwv,
1. sit1 € Ret ¥y € R alors up + vy — £1 + 42
. sif) € R et ly = +o0 alors up + vy — +00

2
3. sif1 € R et £o = —oc0 alors up + v, — —00
4. sil1 = €3 = 400, alors uy + vy, = +00

5

. silyp =¥y = —o0, alors up + vy — —00

Preuve: 1. On suppose (¢1,02) € R2, on pose £ = {1 + lo.
Soit € > 0 quelconque. On cherche N € IN tel que

Yn>Nl—e<up+uv, <Ll+e
% > 0 donc il existe N1 € IN tel que

€
Vn > Ni,l1 — <un<E1+§

| o

Il existe No € IN tel que

Vn > Na,ly — Svn<€2+%

N O

On pose N = max (N1, N2). Soit n > N quelconque.

n > N > Np donc ¢1 —

n > N > Ny donc £y —
D’ou, en additionnant les inégalités
b—e=li+ls—e<upnt+vn<b+late=L+e¢

2. On suppose {1 € R et l2 = 4+00. Soit M € R quelconque.
Il existe N1 € IN tel que

Vn > N1, b1 —1<u, < +1
et il existe Na € IN tel que

Vn > No,vp 2 M — 41 +1
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On pose N = max (N1, N2). Soit n > N quelconque

n > Nj donc up > ¥1 — 1
n > Ny doncwvy, > M —¥1+1

D’ou, up +vn > M

Proposition: Soient u et v deux suites réelles. On pose ¢1 = limu, et f2 = lim v,
1. sil; € R et 2 € R, alors upv, — £102
. {61 (S ]Rj,fg = 400 alors upv, — 400
si

{1 € R, , 42 = +o0 alors upvp, = —00

. {Zl € ]R;",@z = —oo alors upvy — —00
S

{1 € R, ,¢3 = —o0 alors upvn, = +00
{1 = —o0,l2 = +o0 alors upv, — —o0
4. si {01 = —00,0y = —o0 alors upvy — +00

/1 = +o00,ly = 400 alors unvy — 00

Preuve: 1. (01,42) € R2
Soit € > 0 quelconque. On cherche N € IN tel que

Vn = N, |unvn — l1f2| < €

Vn € N, |[unvn — £1€2| = |(un — £1)vn + £1(vn — £2)|
< |'Un| |un _le + |€1| ‘Un _EQ‘

Comme v, converge, elle est bornée,
IM e R,Vn € N, |up| < M

donc
\unvn —5142| <M x |un —€1| + |€1‘ |’Un —€2|

Cas 1 On suppose M # 0 et £1 # 0. Il existe N1 € IN tel que

&
VTLZ Nl,lun—eﬂ <

2M
Il existe N2 € IN tel que
Vn > Na,|vn — fa] < —
n > Na, |vn — f2] <
2 n 2 2|€1|
On pose N = max(N1, Na2).
Vi 2 N, Junvn — 10a] < —— x M + [f1] x —— =¢
Z 4V, [UnUn 12\2M 1 2|51‘7
Cas 2 M =0, (61 #0)
Alors, Vn € N, v, =0
Donc
Vn € N, upvy, =0
lo =0
lily =0= lim wunpvn

n—-+oo
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Cas 3 M #0etl; =0
Alors, Vn € N, [upvn — 0] < M |un|

€
i > 0 donc il existe N € IN tel que

€
Vn = N, |un| < i
Donc,

Vn}N,|unUn|<M><M:5

Donc, upvy, —— 0 = £142
n—+

oo

2. I3 >0etly =400
Soit M € R} On cherche N € NN tel que

Vn > N,unpvn = M
4y .
On pose € = 5 > 0. Il existe N1 € IN tel que

J4
Vn}Nl,un>f1—€:§>0

et il existe No € IN tel que

2M
Vn}Nz,vn>T>0
1

On pose N = max (N, N2). Alors,

2M ¢
Vn}N,unvn2—><—1:M
01 2

Donc upvy ——— +00
n—-+oo

Proposition: Soit (un)nen une suite de Ry.Donc, Vn € N, u,, # 0
On pose £ = limu, (si elle existe).

1
1. si £ = +o0 alors, — — 0
n

2. si £ =0 alors, | —| — 400
Un,
/\ Si le signe de uy ne se stabilise pas — n’a pas de limite
Un
1)
Unp = !
n
. i 1 1
3. siteR", alors — —— —
Up n—+oo £
Preuve: & L L E
VneN,| L — ,‘ _ [t—un|
un L [un] [£]

1¢]

On pose € = 3 > 0. Il existe N € IN tel que

Yn>2N/{l—e<up<l+e
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Si £ > 0 alors

Yn > Nyup, 2l—e=-=>0
et donc ;
Vn}N,|un|>g
Si £ < 0 alors '
Vneﬂ\l,un<€+5:§<0
et donc ;
Donc,

S5 MI % ‘L;l - |e|2

Vn> N 1 1'<|un|—€_2|un—€|

b
U, l

/ 2
i donc il existe N’ € IN tel que

Soit ¢’ > 0 quelconque.
/ g’ 2
Vo> N, un — £ < 5 14

On pose N/,

1 1<€’21 P
Un V4

3 Limites et inégalités

Proposition: Soient u et v deux suites réelles convergentes de limites respectives £

et £2. On suppose que
Vn € N, upn < vp

Alors, £1 < 42

Preuve:
{1 — Lo
On suppose #1 < £2. On pose e = —— > 0.

&
Il existe N1 € IN tel que

Il existe No € IN tel que

Ainsi,
Vn > max(N1,N2),l1 —€ < un Svp <2 +¢

et donc
{1 —e<¥ly+e¢

donc, £1 — l2 < 2¢

donc, 1 < 3 une contradiction O

REMARQUE:
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up, —+ 41 €R
Si <o, >4 €R
Vn € N, un < vn
on n’a pas forcément 1 < fo

1 1
Vn € Ny, —— < — mais les deux convergent vers 0
n+1 n

Proposition: Soient u et v deux suites réelles telles que
Vn € N, un < vp,

1. si up = +00,un = +©

2. si vy — —00,Up — —00

Preuve: 1. On suppose u, — +o0. Soit M € R, il existe N € IN tel que
Vn > Nyup > M

Donc
Vn > N,vp 2 up > M

Donc v, = +00

Théoréme (Théoréme des "gendarmes"): Soient u, v et w trois suites réelles telles
que
Vn € N,up < vn < wn

On suppose que u et w convergent vers la méme limite £ € R. Alors, v converge vers £

Preuve:
Soit £ > 0. Il existe N1 € IN tel que

Vn > Ni,wn < {+e

Il existe N2 € IN tel que
Vn > No,un < —¢

On pose N = max (N1, N2). D’ou,

Vn> N,l—e<up <vp <wp <L+e

Donc, v, ——— ¢ O

n——+oo

Théoréme (Limite monotone): 1. Soit u une suite croissante majorée par M.
Alors, u converge et limu,, < M

2. Soit u une suite croissante non majorée.

Alors, uy, —— +00
n—-+oo

3. Soit u une suite décroissante minorée par m.
Alors, u converge et limu, > m

4. Soit u une suite décroissante non minorée.
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Alors, 4, ——— —00
n—-+oo

Preuve: 1. {up | n € N} # & (up y est) majorée (par hypothése) par M.
On pose £ = sup (up). Soit € > 0 quelconque
nelN
{—¢e<fdonc, AN e Nyuy > £ —¢
u est croissante donc

VYn > Nyoup 2uny >0—¢

donc,
Vn>2N/Ll—e<up,<{l<l+e

Donc, un — £
2. Soit M € R. M n’est pas un majorant de ’ensemble {u,, | n € N} donc
IN € N,uny > M
Comme u est croissante
Vn > Nyup >2uny > M
donc

Uy ———— +00
n——+oo

O
EXEMPLE:
up =a € ]0, 1[
Vn € N,unt1 = Un(l - Un)
(suite logistique)
Unt1 = f(un) avec f:z+— (1 — )
4
Ficure 11.5 — Courbe logistique
— Soit n € IN,

Unt1 — Un = Un(l — Un) — un

= 7'“41’1,2 <0

Donc, u est décroissante.
— Montrons par récurrence que
vn € N, u, € [0,1]

— wup = a €]0,1[ donc ug € [0,1]
— Soit n € N. On suppose un, € [0, 1]

o
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donc
0<upt1 <1
donc v minoré par 0

— D’aprés le théoréme de la limite monotone, u converge. On pose £ sa limite :

= lim wup,
n—-+oo

Alors, upy1 —— 4

n—-+oo
Un (1l — un) —— (1 —¥)
n——+oo

Par unicité de la limite,

L=20(1-1¥)
<—1=1—-1¢
<= 0=—4 <= (=0

EXEMPLE:
ug = a 6]0, 1[
Un+1 = 2un (1l — un)
YA

L

________ _ K

| L

[

| 11

| L

ol

ol

| 1

| 1

| 1

| 1

L1

T
FiGURE 11.6 — Courbe logistique (2)
EXEMPLE:

Un+1 = 3un(l — un)

{uo =a €]0,1]
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YA

K]
Ficure 11.7 — Courbe logistique (3)
EXEMPLE:
ug = a G]O, 1[
Un+1 = 4un(l — un)
YA
3

Ficure 11.8 — Courbe logistique (4)

Définition: Soient u et v deux suites réelles. On dit que u et v sont adjacentes si
— u est croissante
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— v est décroissante

— Un — Un
n——+oo

Théoréme: Soient u et v deux suites adjacentes. Alors, u et v convergent vers la

méme limite.

Preuve:

u — v est croissante donc,
Vn € N, up —vn <0

v décroissante donc
vn € N, vn <o

donc u majorée par vg donc u converge.

u est, croissante donc,
Vn € N, un > uo

donc v est minorée par ug donc v converge.
Donc, un — vn, — lim(uy ) — lim(vy,) Par unicité de la limite,
lim(up) — lim(vy,) =0

<~ lim(un) = lim(vy)

Théoréme (Théoréme des segments emboités):  Soit (/) une suite de segments (non
vide) décroissante

Vn € N, Iny1 C In
On note £(I) la longueur d’un intervalle I.

Si 4(I,) — 0 alors m I, est un singleton.
n—+oo neN

Preuve:
On pose Vn € N, I, = [an, bn] avec Vn € N, ap < by. Soit n € IN.

Iny1 C In donc apt1 € Iny1 C In
donc an+1 = an. De méme, by41 € Iy1 donc b1 € I, donc by41 < by

Vn € N,bp —an = £4(In) ——— 0

n——+oo

donc (an) et (bn) sont adjacentes, elles convergent donc vers la méme limite ¢ € R.

(an) croissante de limite £ donc
Vn € N,a, </

(bn) est décroissante de limite ¢ donc

Vn € N, by > £

Donc, ¥n € N, £ € I, donc £ € (] In.
nelN

Soit £/ # £.
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— Si ¢ < ¢ = sup(an) donc ¢ ne majore pas (an)
nelN

AN € Nyay > ¢
donc ¢/ € Iy donc ¢/ & m Il

nelN
— Sid >E= ig%(bn) donc #' ne minore pas (by,)
n

IN' € N, by < £/

et donc ¢ & I/ donc ¢/ ¢ m Jp
nelN

4 Suites extraites

Définition: Soit v € RN et ¢ : IN — IN strictement croissante.
On dit que (uv(n)) est une suite extraite de u ou une sous suite de u. On dit alors
que ¢ est une extractrice.

EXEMPLE:

u0u2 U3u6 ur ...

©(0) =1
(1) =4
©(2)=5

Lemme: Soit ¢ : IN — IN strictement croissante. Alors,

vn € N,p(n) >n

Preuve (par récurrence): — ¢(0) € IN donc ¢(0) > 0
— Soit n € IN. On suppose (¢(n) > n.
n+1>n donc p(n+1) > ¢p(n) >ndonc p(n+1) >n
Comme p(n+1) €N, p(n+1) >n+1

Proposition: Soit v € RN de limite £ € R et ¢ : IN — IN strictement croissante

alors u¢<n) m) £.

Preuve: Cas 1 LeR
Soit € > 0 on sait qu’il existe N € IN tel que

Vn > N,|lup — ¢ <e
Soit n > N alors p(n) > n > N donc

o) =€l <<
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—

Donc, u
n—-+4oo

p(n)

Cas 2 £=+o00
Soit M € R et soit N € IN tel que

Vn > Nyun > M

Soit n > N, on a ¢(n) > n > N donc

Up(n) = M
Donc uy(p) m} +o00
Cas 3 £ = —oo similaire au Cas 2

EXEMPLE:
vn € N,u, = (—=1)"

Uzp =1 ———1
n—-+oo

uzntl = =1 = —1

donc u, n’a pas de limite.

Proposition: Si (u2y) et (u2n+1) ont la méme limite £ alors un, S L
n——+oo

Preuwve: Cas 1 £e€R
Soit € > 0. Soit N1 € IN tel que

Vn > Ni, |uzn — £ <€

Soit No € IN tel que
Vn > N, |uont1 — £ < e

On pose N = max(2N1,2N2 + 1). Soit n > N.
Si n pair alors n = 2k avec k > Nj et donc, |ugg — 4| < g, e |up — € <€
Sin impair alors n = 2k+1 avec k > N» et donc, |ugr+1 — 4| < e, ie. [up — € <e
Donc,
Vn > N,|up — ¢ <e

Donc uyy, —— ¢
n——+oo

Théoréme (Théoréme de Bolzano-Weierstrass): Soit (uy) une suite réelle bornée.
Alors, il existe ¢ : IN — IN strictement croissante telle que (%(n)) converge.

Preuve:  METHODE 1 par dichotomie
Soitent m, M € R tel que

VneNm< u, <M
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On pose
M
A1={n€]N|m<un<m—g }
M
A2={n€]N|mJ; <un<M}

Comme Ay U As =N, A; et Az ne peuvent pas étre finis tous les deux.
On pose

A1 si Ay est infini
By = .
Ao sinon

By est infini donc non vide. On pose ¢(0) = min(By)
On pose aussi

m si Bg = A
mo = M
0TY2EM By =4,
2
et Yy
m
si Bp = A
Mo — 2 0 1
M si Bg = As
Ainsi, Bo ={n € N | mo < un, < Mo}. On pose
M,
i:{nGBg|n>w(O)etm0<un<%}
M
Bé:{nEBo|n>¢(0)etwéungMo}

BiUB; ={n€ B|n>¢0)}=DBo\{p0)}
Bo \ {(0)} est infini donc Bj ou Bj est infini. On pose

B, — B! si Bj est infini
Bl sinon

Bj est infini donc non vide et admet un plus petit élément :
¢(1) = min(B1)

»(1) € By donc ¢(1) > ¢(0)

On pose

mo si By = B

mi = M,
L= Mot M g — B

2

mo + Mo . /
——— siB; =B
M; = 2 ! .
Mo si By = B}

On construit une suite décroissante (By,), deux suites de réels (my,) et (My) et
une suite d’entiers (p(n)) telles que

Bny1 ={k € Bn | k> pn) et mpt1 <up < Mpia1}
Vn € N, { ¢(n+1) =min(Bni1) > ¢(n)
MnJrl — Mn41 = 5(Mn - mn)
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La suite (my) est croissante, (My) est décroissante et

1 n
lim M, —my = lim (7) (Mo —mg) =0

n—-+oo n—-+oo \ 2
Donc, (my) et (My,) sont adjacentes donc convergentes avec la méme limite £ € R
Vn € ]N7 mn g uw(n) S Mn

w(n) n——+o0o 8

METHODE 2 On pose A ={n € N |Vk > n,un > ui}
Cas 1 On suppose A infini.
On pose ¢(0) = min(A). Soit n € IN. On suppose ¢(0),¢(1),...,¢(n) soient
déja construits. On pose

p(n+1) = min(A\ {¢(0), ¢(1),. .., ¢(n)})

Par encadrement, u

Soit n € IN,
e(n+1) € A\{p(0),¢(1),...,0(n)}
donc
p(n+1) € A\ {(0), 9(1), .., p(n — 1)}
donc

p(n+1) > p(n)

Or, par définition, ¢(n + 1) # ¢(n) donc p(n + 1) > ¢(n)
On a aussi ¢(1) € A donc ¢(1) > ¢(0) Or, on sait que ¢(1) # ¢(0). Donc,
»(1) > ¢(0) Soit n € IN, p(n) € A donc

Vk > ¢(n)7uk < Up(n)

or p(n+1) > ¢(n) donc uymi1) < Ugp(n)-
La sous suite (uw(n)) est décroissante et minorée (car u est minorée) donc
elle converge

Cas 2 On suppose A fini. Soit N = max(A),

Vn>N,n¢gA

Donc Vn > N, 3k > n,upn < ug.
Par exemple, en posant ¢(0) = N + 1, on a

A1 ={k>N+1|uny1 Sug} #92

(1) > N +1=¢(0)

On pose ¢(1) = min(A;) donc {
Up(0) < Up(1)

Avec n = (1)
Jk > n,upn) < ug

Donc, Ay ={k € N | k> ¢(1) et u,1) Sup} # @
On pose ¢(2) = min(Az). On a alors ¢(2) > ¢(1). Soit n € IN, on suppose
p(n) déja construit avec p(n) > N. On sait alors que

Ant1={k €N |k > p(n) et uym) < up} # 9

On pose ¢(n + 1) = min(4,, 1 1). Donc,

{Lp(nJr 1) > ¢(n) > N
Up(n) S Up(nt1)

On vient de construire une sous suite croissante majorée (car u est majorée)
donc convergente.

O
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5 Suites récurrentes

Définition: On dit que u est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants s’il existe (a,b) € C tels que

Vn € N, up4+2 = aup+1 + bun
L’équation caractéristique associée est

(C):22=az+baveczeC

Proposition: Avec les notations précédentes,

1. Si (C) a 2 racines simples r1 # ra alors
3(A,B) € €2,Yn € N,up, = Ar1™ + Bra"

2. Si (C) a une racine double r € C alors

3(A, B) € C%,Vn € N,up, = (An + B)r™

Preuve (Récurrence double):

Proposition: avec les notations précédentes et avec (a,b) € R? et (un) € RN

1. Si (C) a deux racines simples r1 # rg alors

(A, B) € R?,¥n € N,u,, = Ar1™ + Bra™
2. Si (C) a une racine simple r € R alors

3(A, B) € R2,Vn € N,u, = (An + B)r™

5 ™
3. Si (C) a deux racines complexes conjuguées re'? avecr € Rfetfe [0, > [ alors

3(A, B) € R, Vn € N, u,, = 7" (A cos(nb) + Bsin(nf))

REMARQUE:
Etude de un4+1 = f(un)
1. On choisit rapidement la fonction f (au moins le tableau de variation)

1’. (OPTIONNEL) on représente graphiquement la fonction f et la droite d’équation y = x
pour conjecturer sa limite

2. On utilise le tableau de variation pour vérifier que (un) est bien définie par récurrence
P(n) : "up existe et up € Z;"

3. On étudie le signe de f(z) —
4. On cherche les intervalles stables par f :

f)cI

les plus petits possible ( ¢ a permet de montrer que la suite est majorée (minorée) en
particulier ceux sur lesquels f(z) — x ne change pas de signe
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4’. Donc on utilise le théoréme de la limite monotone
4”. Sinon, on essaie 'inégalité (voir théoréme) des accroissements finis :
Soit £ un point fixe de f : f(£) =4
vn € N, [unt1 — €] = [f(un) — f(O] = M |un — £

ou M est un majorant de |f|
Si0< M <1 alors
Vn €N, |up — 4 < M™ |up — €] ———— 0
n—-+oo

donc uy, ——— ¢
n—-+oo

5. si (up) a une limite et si f continue alors lim(u, ) est une point fixe de f

EXEMPLE: 1.
Up+1 = coS(Un )
ug €10, 1[
0 1 z
x :
2
1
f
0
On pose g : © — cos(x) — x dérivable et
vz €[0,1],¢'(z) = —sin(z) —1 <0
T 0 @ 1
1 \
g 0
\
9(1) <0
z 0 «@ 1

flz) —= + 0 -

vz € [0,1], |f’(m)| = |—sin(z)|
=sin(z) <sin(l) < 1

Vi, [ins1 — o] = | (un) — F(@)] < sin(1) [un — af
donc
vn, |lun —al < sin™(1) |uo — «f
——

0

n— +o0o

Donc, uy, —— «
n—-+oo
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6 Comparaison de suites

Définition: Soient u et v deux suites réelles. On dit que u est dominée par v si
M € R,3IN € N,Vn > N, |up| < M |vy|

Dans ce cas, on note u = O(v) ou un, = O(v,) et on dit que "u est un grand o de v"

EXEMPLE:
En informatique, on dit qu'un algorithme a une complexité linéaire si son temps d’éxécution
est un O(n) Par exemple, on calcule a”

— Approche naive Complexité linéaire O(n)

1: p1

2: for i € [0,n — 1] do
38 ppXa

4: end for

5: return p

— Exponentiation rapide
On écrit n en binaire :

n=ardr_—1... ao(g)

k
E a;2"
1=0

avec (a;) € {0, 1}F+1

% .
a = azq‘,:o a;2"

k )
i1t
=0

1: s+ 0

2: pa

3: for 7€ [0,logy(n)] do

4: pP—DPXp

B if afi] =1 then

6: S s+p

it end if

8: end for

9: return s

Compléxité logarithmique O(log,(n))

Proposition: O est une relation réfléctive et transitive.
Preuve: —— Soit u une suite. On pose M =1 et

Vn € N, |un| < M |un|

Donc u = O(u).
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— Soient u, v, w trois suites telles que
u=0(v)
v = O(w)
Soient M7, Ms € R et N1, N2 € IN tels que
Vn > Ni, |un| < M [vn|
Vn > No, |’Un| < Mo |wn‘
Nécéssairement, M7 > 0 et Mo > 0.
Soit N = max(Ny, Na2).
Vn > N: |’an| < My |vn| < M1 Mo |wn|
Donc u = O(w)
O

Définition: Soient u et v deux suites. On dit que u est négligeable devant v si
Ve > 0,IN € N,Vn > N, |un| < € |vn|

Dans ce cas, on note u = o(v) ou un, = o(v,) ou on le lit "u est un petit o de v"

Proposition: o est une relation transitive, non-réfléctive
Preuve: ~ — Soient u, v et w trois suites telles que

u = o(v)

v = o(w)

Vn > Nla |un| < \/E|vn|

Soit € > 0. Soit N7 € IN tel que

Soit N2 € IN tel que
Vn > NQ: ‘Un‘ < \/g‘wnl

On pose N = max (N1, Na), alors

Vn = N, lun| < Ve |vn| < Ve X Ve [wn]
———

€

donc u = o(w)
— Soit u une suite tel qu’il existe N € IN tel que

Vn > N,up >0
On suppose que u = o(u), alors

Ve > 0,aN € N,Vn > N, |un| < € |un|
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1
On pose € = 5 alors
1
IN € N,Vn > N, |un| < 5 [tn |
une contradiction
O
Proposition: Soient u et v deux suites.
— o(u) + o(u) = o(u)
— v X o(u) = o(uv)
— o(u) X o(v) = o(uv)
— o(o(u)) = o(u)
O
Définition: Soient u et v deux suites. On dit que u et v sont équivalentes si
u = v+ o(v)
i.e.
Ve > 0,3IN € N,Vn > N, |unp — vn| < €|vn|
Dans ce cas, on le note u ~ v
O

Proposition: ~ est une relation d’équivalence

Proposition: Soient (u,v) € R™. On suppose que v ne s’annule pas & partir d’un

certain rang

Un
Un
2. u=o(v) &< — —0
Vp N—>too
Un,
3. u~v & — —1

Proposition (Suites de références): 1. In®(n) = o(n?) avec (a,B) € (]R;L)2
2. nP =o(a™) avec f>0et a>1
3. a” =o(n!) avec a > 1

4. nl=o(n™)

Lemme (Exercice 10 du TD): Soit u € (R:’)]N
Si M—)Z<1avecﬁ6]R7

Un n—-+oo

alors u, ——— 0
n——+oo
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Preuve (de la proposition): 1. par croissance comparée
nB
2. On pose Vn € N* up, = —.
a”’L
« Unt1 n+1\? 1
VneN*, —— = X —
Wi n a
1 1\*?
== (14 =
a n
1
-<1
n—+oco @a
Donc, uy, —— 0
n—-+oo
n
3. On pose Vn € N, u, = =
n!
Vnen, ot _ ¢ 0<1
Uhp, n+1 n—+oo
donc up, ———— 0
n—-+oo
n!
4. On pose Vn € N* u,, = —.
nTL
« Un+1 n"
Vn € IN*, =n+1)—————
U, ( ) (n+ 1)ntl
— n "
" \n+1
— ()

_ en ln(l-&-ﬁ)

en(— % +o(%)

— o—14o()

el <1

n—-+oo

donc u, ——— 0
n——+oo

7 Suites complexes

Définition: Soit (u,) € CN et £ € C. On dit que (uy,) converge vers £ si

Ve > 0,AN € N,Vn > N, |up — 4| < e
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JmA ¢
[ ]
//—\\
s \\
/ ° ° \
!
| ¢ o
® =
\ .,
e\
N //
\\___/
[ ]
b

Ficure 11.9 — Suite complexe convergente

Proposition: Si /) et ¢2 sont deux limites de u alors £1 = {3

JmA

-
Re

Ficure 11.10 — Unicité de la limite de suites complexes

Proposition: Les limites de somme, produit, quotient de suites complexes respectent
les mémes lois que pour les suites réelles. O

Théoréme: Soit ue CN et £ € C.

%e(un) m %e(f)

Up ——— £ <=
n—+o00 Jm(up) — TJm(L)
n—-+oo

Preuve: = On suppose u, — £.
Soit € > 0. Soit N € IN tel que

Vn = N,|up — ¢ <e
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Or,

donc
Im(un) — Im(£)

Re(uy) — Re(l)

(@]
= n suppose {ﬁm(un) - fim(é)

Alors,
Vn € N, uy = Re(upn) + iIm(uy) — Re(€) + iIm() = ¢
O
Proposition: Soit v € CN et £ € C.
Si uy, — £ alors |un| — |¢
Preuve:
On suppose uy — £
Vi € I, [un| = /962 (un) + ImZ(un) — \/9R62(0) + Im2(0) = |¢|
O

Proposition: Tous les résultats (sauf ceux avec des limites infinies!) concernant
les suites extraites sont encore valables dans C y compris le théoréme de Bolzano-

Weierstrass (mais avec une autre preuve).

Définition: Soit v € C¥. On dit que u est bornée s’il existe M € R tel que

Vn € N, |un| < M
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P! | ~ -

+
+

Ficure 11.11 — Suite complexe bornée

Théoréme (Bolzano Weierstrass): Soit u € CY bornée. Tl existe ¢ : IN — IN stricte-

ment croissante telle que (ng(n)) converge.

Preuve:
Soit M € RT tel que
Vn € N, |un| < M
Donc, Vn € W, [Re(un)| < |un| < M Donc (Re(un)), c est bornée. Donc, il existe
¢ : IN — IN strictement croissante telle que (9% (uw(n))) converge.
n € N, [Im (up(m))| < [upm| <M
donc (Jm(u@(n)) est bornée. Soit ¢ : IN — IN strictement croissante telle que (Jm (uv(w(n»))

converge. Or, (9% (“«p(w(n)))) est une sous suite de la suite convergente (9‘%2 (uw(n)

donc (ERe (uw(d)(n)))) converge.

Donc, (“w(ib(n))) converge.
Comme ¢ 0 1) est strictement croissante, (%(w@))) est une sous suite de (un) O

8 Annexe

Proposition: Soit f: I — I continue et (un)nen définie par

ug € I
Vn € ]N,un+1 = f(un)

Si (urn) converge vers £ € R
alors f(¢) = ¢ i.e. (£ est un point fixe de f)
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Preuve:
On suppose que (uy) converge vers £.

lIm wp41 =€ car (up+1) est une sous suite de (uy).
n—-+oo

Vn € N, upt1 = f(un)

Comme f est continue alors f(un) —— f(¢). Par unicité de la limite, £ = f(¢) O

n——+oo

REMARQUE:
Soit w € RN et f: R — R dérivable telle que Unt1 = f(un).
Soit £ € R un point fixe de f. Donc, f(¢) = £.

|f/@>1:
l
1 < s [ .
J 7 L o
-
répulsion
|[F/@) <1:
l
1 ¢ I .
J 7 ~ L o
-
bassin d’attraction
Par contre, si |f'(€)} = 1, on ne sait pas.

REMARQUE (Suite arithético-géométrique):

(%) :Vn € N, up4+1 = aup + b = f(un)

METHODE 1

— On cherche v une suite constante solution de (x) :
iC € R,Vn € N,v, =C
donc
VYneN,C =aC+b= f(C)
b
Sia#1:C=——
1—a
— Soit u qui vérifie (x). On pose w = u — v.
Vn € N, wp41 = Un+1 — Vnt1
—aunp +b—avy, — b
= a(Un — Vn)

= awn,

Donc Vn € N, wy4+1 = awn, + 0 : équation homogeéne associée a (x)
(wp) est géométrique donc
Vn € N, w, = wpa™

et donc

Vn € N, un, = woa™ +
1—a
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11.8

METHODE 2

@ : RN — RN
(un) — (Unt1 — aun)

 morphisme de groupes additifs

p(u) = (b) <= u=v+w avec w € Ker(p)

w € Ker(p) <= ¢(w) =0

< VTLE Nywn+1 — QWn, =0
<= Vn € IN7w7L+1 = awn
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CHAPITRE

12

STRUCTURES ALGEBRIQUES
USUELLES

1 Groupes

Principe de symétrie (Pierre Curie)
La symétrie des causes se retrouvent dans les effets.

On fait tomber un caillou dans un plan d’eau ce qui crée une onde qui se propage.

— Symétries des "causes"
(conserver O en place)

— translation de vecteur 0
— rotations de centre O d’angle quelconque
— symétries d’axe passant par O

191



12.1 Structures algébriques usuelles MP21

O

— Symétries des "effets"
(conserver les ondes en place)

— translation de vecteur 0
— rotations de centre O d’angle quelconque
— symétries d’axe passant par O

— translation de vecteur 0
3
s Ty =

— 4 rotations de centre O d’angle 0, g 3

— 4 symétries axiales
— Causes

q — =1
— translations de vecteur u € D
— rotations d’axe D
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!

— Effet

Définition: Soit G un ensemble, muni d’une loi de composition interne .
On dit que (G, ¢) est un groupe si :

— ¢ est associative

— © aun neutree € G

— Ve eG,yeGzoy=yox=e

ExemPLE ((A connaitre)): 1. E un ensemble. S(E) Pensemble des bijections de E dans E.

(S(F),0) est un groupe appelé groupe symétrique de E.
Si, E = [1,n], alors noté S(E) est noté Sy (ou parfois &)

2. (Z,+) est un groupe mais (IN, +) n’est pas un groupe.
(Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes
4. (R, x) n’est pas un groupe car 0 n’a pas d’inverse.
(Qx, %), (R, x), (Cx, x) sont des groupes.
(Z«, x) n’est pas un groupe.
5. (Mn(C),+) est un groupe
(An(C), x) n’est pas un groupe

€9

Définition: On dit que (G, ¢) est un groupe commutatif ou abélien si c’est un groupe
et ¢ est une loi commutative.

Définition: Soit (G,-) un groupe (d’élément neutre e) et H C G. On dit que H est
un sous groupe de G si

1. Y(z,y) €e H®,z -y € H

2. ee H

3.VeeHa teH
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Proposition: Soit H un sous groupe de (G, -). Alors, (H,-) est un groupe. O
Proposition: Soit (G, ) un groupe et H C G.

v(z, Haz-yteH
H est un sous groupe de G <= (@,y) € Hyz-y™" €
H+#o
Preuve: " =" e€ H donc H # @.
Soit (x,y) € H?.
y € H donc y_1 € H.
zEHdoncx-y71 € H.
n — n H # g.
Soit a € H, (a,a) € H? donc a-a~! € H donc e € H.
Soit @ € H, (e,x) € H?> donc e-e~! € H donc ™! € H.
Soit (z,y) € H2. Comme y € H, y € y~* € H donc (z,y~ 1) € H>.
Donc, x - (y_1)71 € H.
Donc, z -y € H.
O
EXEMPLE:

27 est un sous groupe de (Z,+).

En effet,

— 2 € 2Z donc 2Z # &

— Soit (z,y) € (2Z)?, {

z=0 (2]
y=0[2]

donc z —y =0 [2] donc z — y € 2Z

de G. Alors,

Preuve:

Donc, e € m
el

Soit (z,y) €

donc,

donc

Proposition: Soit (G,-) un groupe et (H;);cs une famille non vide de sous groupes

m H; est un sous groupe de G.
i€l

On sait que Vi € I,e € H; et I # &

H; donc (| Hi # @
1€l
2

i

icl

Viel,z-y~'eH;

:t-y71 € ﬂHZ
iel
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Proposition: Soit (G, ) un groupe.
{e} et G sont des sous groupes de G

REMARQUE:
Une réunion de sous groupes n’est pas nécessairement un sous groupe.

(G7 ) = (Z7 +)

220372 = A
2€Aet3 € Amais2+3=5¢ A.
Donc, A n’est pas un sous groupe de Z

Proposition — Définition: Soit (G, ) un groupe et A C G. Alors,

N H

H sous groupe de G
ACH

est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous groupe de G qui contient A. On dit que
c’est le sous groupe engendré par A et on le note (A)

Preuve:
On pose 4 = {H € Z(G) | H sous groupe contenant A}.
G € 9 donc 4 # @ donc ﬂ H est un sous groupe de G.

He9
Soit a € A. Alors
VHeY,ac ACH
et donc a € ﬂ H.
Hey
Donc, A C m H.
He9
Soit H un sous groupe de G qui contient A.
Alors, H € ¢4 alors H D m H O
HeY
EXEMPLE:
A=27U37

(A) = Z (d’apreés le théoréme de Bézout).
On généralise (aZ U bZ) = (a AN b)Z

Définition: Soit (G, ) un groupe et A C G.
On dit que A est une partie génératrice de G ou que A engendre G si G = (A)

ExeEMPLE (Rubik’s cube):

EXEMPLE:
Soit (G, ) un groupe.
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— (9) ={e}
(G) =G
— Soit a € G\ {e}.
(a) = ({a}) ={a" | n €2}
— Soit a # b deux éléments de G \ {e}

({a,b}) = {z € G | 3n € N, 3 (a1, a3, .., an) € {a,b}",

J(e1,e2,...,6n) €{-1,1}" ;x =af' xa3? x ... x a3}

REMARQUE (Notation):
Soit (G, ) un groupe et a € G.

Pour n € Ny, on pose a" =a-a-...-a.
———
n fois
On pose a® = ¢ et pourn € Z_,

REMARQUE:
Si le groupe est noté additivement. On note na (n € Z,a € G) a la place de a™

G = (a)

On dit alors que a est un générateur de G

Définition: On dit qu’un groupe (G, ) est monogene s’il existe a € G tel que

EXEMPLE:
(Z,+) est engendré par 1.
(2Z,+) est engendré par 2

Définition: Un groupe monogéne fini est cyclique.

k € IN tel que
G= {e,a,a2,...ak71}

Preuve:
G est fini donc il existe p < q tels que a? = a%. On a alors e = a9 P.
On pose alors, k = min {n € N, | a” = e}.

n=kq+r
GEZ,0<r <k
z=a" = a1t = (ak>q><arzar

On a prouvé

GC {e,a,...,ek_l}

On sait déja que {e, a,.. .,akfl} C G.
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EXEMPLE:
(Z/nZ,+) est un groupe cyclique :

Z/nZ ={0,1,2,...,n — 1}

Définition: Soit (G, ) un groupe et a € G.
Si (a) est fini, le cardinal de (a) est appelé ordre de a : c’est le plus petit entier strictement
positif n tel que a™ = e

EXEMPLE:

(S(Cx),o0) est un groupe
z +— Z est d’ordre de 2

z — —z est d’ordre de 2

z — — est d’ordre de 2
z

ExeMPLE: — Gp = (Uyg, X) ou

Us={z€C|zt=1}

= {17i> _11 _l}
v 1 7 —1 —1
Y
1 1 7 —1 —1
7 7 -1 —1 1
—1 —1 —1 1 i
—1 —1 1 7 -1
(10

— G2 l'ensemble des rotations planes qui laissent globalement invariant un carré.

G = {idwgvpmps?w}

= .

Y id pz pr | Pix
id id px Pr par

2 2

pz Pz Pr p:%r id

pr pr | P3x id Pz

P 2

p3x p3m id px pr

2 2 2

Gs = (Z/2Z) x (Z)2Z)
(z1,22) + (y1,92) = (1 + y1, 22 + y2)
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(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
G0 [ (0.0) | 6.0 [ (L0 [ (L1)
C) G0 (00 [ 61 [ (D)
GO [ @) [ @D [ (0.0 [ (1)
O @) (L) [ @D (0.0

Définition: Soient (G, -) et (G2, *) deux groupes et f : Gi — Ga2. On dit que f est
un (homo)morphisme de groupes si

V(z,y) € G, f(z - y) = f(z) * f(y)

EXEMPLE:
exp : (R, +) — (R, x) est un morphisme de groupes

Proposition: Avec les notations précédentes,
— l’image directe d’un sous groupe de G est un sous groupe de Ga
— l’image réciproque d’un sous groupe de G2 est un sous groupe de G

Preuve: — Soit H; un sous groupe de Gi.
e1 € Hy donc f(e1) € f(H1) donc Hyi # & Soient x € f(H1) et y € f(H2).

z = f(u) avec u € Hy
On pose
y = f(v) avec v € H;

zxyt = f(u)* fv)!
= fxf ()
:f(u~’u71)
::Ii? donc u-v~! € Hy donc zx~1 € f(Hy)

— Soit Hy un sous groupe de Ga.

(z,y) € [~ (H2)?

z-y e fYH) = f(ac-y_l) € Ho
< fx)*f(y™') € Ha
— f(z)* f(y)~' € Hy

fy) € Hz
Comme Hs est un sous groupe de Ga,

f@)*fy)~" € Ha

o {f(z) € Hy

et donc,
z-y~'e fT (H2)
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Lemme:

{f(81) =€
Vue Gy, f(u) = (f(u)

Preuve:

fle1) = f(e1-e1) = f(er) * f(e1)

On multiplie par f(el)*1 (possible car G2 est un groupe) et on trouve f(e1) = ea.
Soit u € G1.

Fu)x fu™) = flu-u™) = fler) = eaf(u™") x f(u) = fu™" -u) = fler) = e2
Donc, f (u™!) = (f(u) ™! O

Corollaire: Soit f: (G1,:) — (G2, *) un morphisme de groupes. Alors, Im(f) est un
sous groupe de Ga.

Ker(f) = {z € G1 | f(z) = e2} = f ' ({e2})

est un sous groupe de G;. O

Théoréme: Avec les notations précédentes,

f injective <= Ker(f) = {e1}

Preuwve: " == " On suppose f injective.

f(e1) = e2 donc e € Ker(f)
donc {e1} C Ker(f)

Soit « € Ker(f). On a alors f(z) = ez = f(e1)
Comme f injective, z = ej.
"<=" On suppose Ker(f) = {e1}
r € Gy

Soient {y ca, On suppose f(z) = f(y)

f@)=Ffly) = f@)*fly) " =e2
= f@)xf(y ") =e2

— f(a%y*l) — z.y ! € Ker(f) = {e1}
— {E~y_1:61
— =y

Donc, f est injective

ExeMPLE ((équation diophantienne)):
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2c+ 5y =1
(z,y) € Z°

On trouve une solution particuliére (Bézout) : (—1,1) = (x0,yo)

20 + 5y =1 < 2z + 5y = 2z9 + Syo
<~ 2(x —x0)+5(y—yo)=0
< 2(z —20) = 5(y0 — y)

(Gaufk)

f:7? —7
(z,y) — 2x + 5y

(Z2, +) est un groupe avec + qui est I’addition composante par composante.
f est un morphisme de groupes.

f(z,y) =1= f(zo,y0) <= f(z,y) — f(z0,y0) =0
< f(z —z0,y—yo) =0
<~ (z— 0,y — yo) € Ker(f)

Théoréme: Soit f : (G1,:) — (G2,*) un morphisme de groupes, y € G2 et (&)
I’équation
f@) =y
d’inconnue = € G1.
Siy & Im(f), alors (&) n’a pas de solution.
Sinon, soit zg € G1 tel que f(xg) =y (xo est une solution particuliére de (&))

f(@)=y < 3hecKer(f),z =10 h

Preuve:

f(@) =y < f(z) = f(zo)
= flzo) ' f(z) = e2
= f(z") xf(@) =e2
< f(a:51~:c):eg
— x5!z € Ker(f)
— FnheKer(f),zg  z=h
< 3JheKer(f),z =10 h

Proposition: Soient f: G — G2 et g : Go — G'3 deux morphisme de groupes. Alors,
go f est un morphisme de groupes.
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Preuve:
Soient x € G et y € Ga.

go f(z-y) =g(f(z) * f(y)) = 9(f(x)) x g(f(v))
=go f(z) X go f(y)

Définition: Soit G un groupe.
— Un endomorphisme de G est un morphisme de groupes de G dans G.

— Un isomorphisme de G dans H un morphisme de groupes f : G — H bijectif.

— Un automorphisme de G est un endomorphisme de G bijectif.

Proposition: Soit f: G — H un isomorphisme de groupes.
Alors, f~': H — G est aussi un isomorphisme.

Preuve:
(u) =z,ueqG

Soit H2. !
oit (z,y) € On pose {f(v) I

—1

F @y ™)) =2y
= f(u)- fv)~!
=f(u-v7?)

Comme f injective,

Corollaire: On note Aut(G) I'ensemble des automorphismes de G.
Aut(G) est un sous groupe de (S(G), o).

Définition: Soit (G, -) un groupe et g € G. L’application
cg:G—G

€T — gar:g_1

est appelée conjugaison par g. On dit aussi que c’est un automorphisme intérieur.
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Proposition: Avec les notations précédentes,

cg € Aut(G)

Preuve:
Soient x € G et y € G.

cglay) =g -ay-g"

cq(@) - cg(y) = gzg ™ gyg™" = gryg~' = cg(zy)

Donc, ¢4 est un morphisme de groupes.

De plus,
Vz € G,c -1 0¢g(z) = gt (gacgflg) =g
Donc, Cg—10Cg = idg.
De méme, ¢4 o Cg—1 = idg
Donc, ¢ bijective et (cg) * = Cy—1 O
Corollaire:
Vz € G,Yn € Z,cq(z™) = (cg(z))"
O
Proposition: L’application
G — Aut(G)
g — Cg
est un morphisme de groupes.
Preuve:
Soient (g, h) € G2.
Vz € G,cgocp(z) =g (hah™t) g™t
= (gh)z(gh) ™!
= Cgh(x)
Donc, ¢g 0 cp, = cgp O

Proposition (Rappel):
Vg,h € G,(gh)~t =h1g7!

Preuve:
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(gh) (h"tg™1)
(R 'g7") (gh) =e

Il
)

Proposition — Définition: Soient (G1, *) et (G2, *) deux groupes. On définit une loi
sur G1 X Ga en posant

(z1,22) - (y1,92) = (T1Y1, T2y2)
Alors, G1 X G est un groupe pour cette loi appelée groupe produit.

Preuve: — Soient (z1,y1) € G12 et (z2,y2) € Go?.
On sait que z1 xy1 € G1 et que x2 *x y2 € Ga.
Donc, (z1,22) - (y1,92) = (2122, %1y2) € G1 X G2

2 Anneaux

Définition: Un anneau (A, +, X) est un ensemble A muni de deux lois de compositions
internes notées + et x vérifiant

1. (A, +) est un groupe commutatif (son neutre est noté 04)
2. (A, X) est un monoide

(a) X est associative

(b) X a un neutre 14 € A

3. distributivité a gauche et a droite :

ax(b+c)=(axb)+ (axc)

3
V(a,b,c) € A ’{(b+c)><a=(b><a)+(c><a)

REMARQUE (Convention):
Soit (A, +, X) un anneau.
On convient que la multiplication est prioritaire sur I’addition.

(axb)+(axc)=axb+axc
et 'exponentiation est prioritaire sur la multiplication (n € IN)

axb®=ax(bxbx---Xxb)
N————
n fois

#(ax b

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau. Alors, 04 est absorbant

Va€e Ajax04 =04 Xxa=04y

Preuve:
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Soit a € A. On pose b=a x 04 € A.

b:aXOA:aX(OAJrOA):aXOAJraXOA

=b+b(=2b)
Donc,
—b+b=-b+b+d
donc 04 = b
De méme, 04 X a =04. O
REMARQUE:
axb=04
On peut imaginer < a # 04
b#04
EXEMPLE: — (Z/4Z,+, X) est un anneau

2x2=0 car4=0[4]
240 car 2 # 0 [4]

— (A#2(C),+, X) est un anneau (non commutatif)
0 1 0 0
4=(0 0)#(0 o) =0s
s (0 0
2= 3)

Définition: On dit qu’un anneau (A, +, X) est intégre si

V(a,b) € A2, (axb=04 => a=04 oub=04)

ExempPLE: — (Z,+, X) est intégre

— Vp premier, (Z/pZ,+, x) est intégre (car tout élément non nul de Z/pZ est inversible
donc simplifiable)

EXEMPLE:
Soit (A, 4, x) un anneau et (a,b) € A2.

(a+0b)? = (a+b) X (a+b)
=(a+b)xa+(a+b)xb
=a’+bxa+axb+b?

Si a et b commutent, alors, a X b= b x a et donc (a + b)? = a? + b% + 2ab

(a+b)3 =(a+b) x (a+b) x (a+Db)
=a®+a’xb+axbxa+bxa®

+b2xa+bxaxb+axb®+b
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Si a et b commutent,
(a+b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3

Proposition: Soient (A, +, X) un anneau, (a,b) € A%, n € Z. Alors,

n(a x b) = (na) X b =a x (nb)

Preuve: — Evident sin =0
— On suppose n > 0.

(nlaxb)=axb+---+axb
—_————

n fois

= (axb)
k=1
=ax 2”: =a % (nb)
k=1

= <2n:a> X b= (na) xXb

Ja=il

— On suppose n < 0. On pose n = —p avec p = IN,.
n(a x b) = (=p)(a x b) = — (p(a x b))
= —((pa) x b) = (=p)a x b= (na) x b
— —(ax (pb) = a x (—pb) = a x (nb)

En effet,
V(a',b') € A%2(—a’) x b +a' xb =(—d +ad')xb =04 xb' =04

donc — (a' X b/) = (—a/) x b

Théoréme (Formule du binéme de Newton): Soient (A, 4, x) un anneau, (a,b) € A2,
n € IN.
Si a et b commutent alors

n

(a+b)" = Z (:)akbn_k

k=0

Preuve (par récurrence sur n):

Proposition: Soient (A, +, X) un anneau, (a,b) € A% et n € N,.
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Si a et b commutent, alors

n—1
a® — b = (a o b) Z akbnflfk
k=0

Proposition: On note A* I’ensemble des éléments inversibles d’un anneau (A, +, x).
(A%, x) est un groupe.

ExempLE: — ZX ={-1,1}
— Mn(C)F = GLy(C)
— (z/4z)* = {1,3}

Définition: Soit (A, +, X) un anneau commutatif.

1. Soient (a,b) € A%. On dit que a divise b s'il existe k € A tel que b = a x k. On
dit aussi que a est un diviseur de b et que b est un multiple de a.

2. On dit que a et b sont associés s’il existe k € A* tel que ak = b (dans ce cas,
albetb]|a)

REMARQUE:

Le théoréeme des deux carrés peut se démontrer en exploitant les propriétés arithmétiques de
Panneau (Z[i], +, x) ou Z[i] = {a+1ib|a € Z,b € Z}.

Z[i]>< ={1,-1,%,—i}

Théoréme des deux carrés :

1. Soit p un nombre premier.
J(a,b) e N2, p=0a? +b? < p=1[4]
2. Soit n € Ny, n = H po‘(p>
peEP

J(a,b) € N2, n=a? +b? <= Vp € P tel que ap) # 0,p=1 [4]

Définition: Soit (A, +, X) un anneau et B C A. On dit que B est un sous anneau de
A si

1. B est un sous groupe de (A, +)
2. Y(a,b) € B2,axb€e B
3. 14 €B

EXEMPLE:
Z[i] est un sous anneau de (C, +, X)

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau et B un sous anneau de A. Alors, (B, +, X)
est un anneau. O

Exercice (Exercice a connaitre):
Soit (A, +, X) un anneau. Le centre de A est

Z(A)={z € A|Va€ Ajaxz=1x X a}

Z(A) est un sous anneau de A.
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Proposition: Soit (A, +, X) un anneau.
Si04 =14 alors A= {04}. On dit alors que A est ’anneau nul.

Preuve:

Soit a € A.
a=aXxXlg=ax04 =04

Définition: Soient (A, +, X) et (B, +, x) deux anneaux (les lois notés de la méme
fa ¢ on mais ne sont pas forcément les mémes!).
Soit f: A — B. On dit que f est un (homo)morphisme d’anneaux si

1. Y(a,b) € A%, f(a + b) = f(a) + f(b)
2. Y(a,b) € A%, f(a x b) = f(a) x f(b)
3. f(la) =18

Proposition: Avec les notations précédentes, si a € A* alors f(a) € B* et dans ce

fl@ ™t =f(a)

cas,

Preuve:
On suppose a € A*.

fla™h) x fla)=f(a7! x a) = f(la) =1p
fl@) x f@a) =f(axat)=f1la)=1p

Donc, f(a) € BX et f(a)™' = f (a™)

Définition: Soient (A, +, X) et (B, +, x) deux anneaux et f : A — B un morphisme

d’anneaux.
On dit que f est un
— isomorphisme d’anneaux si f est bijective

A=DB
— endomorphisme d’anneaux si ¢ + = +
X = X

— automorphisme d’anneaux si f est a la fois un isomorphisme et un endomorphisme

d’anneaux

EXEMPLE: 1. Soit a € Z et

7 —7
T — azx

f endomorphisme d’anneaux <= a =1

f i tn(C) — Mn(C)

Ar—s A2
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f n’est pas un morphisme d’anneaux car

(A+ B)2 # A% 4+ B?

3.
f:C—C
Z—>Z
est un automorphisme d’anneaux
4.
:Z—R
T
f est un morphisme d’anneaux mais ce n’est pas un endomorphisme.
5.

f:72Z — 7Z/nZ
k— k
f est un morphisme d’anneaux surjectif.

Proposition: La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’an-
neaux. O

Proposition: La réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme d’an-
neaux. O

Proposition: L’ensemble des automorphismes d’anneaux de A est un sous groupe de

(5(A), 0).

Proposition: L’image directe ou réciproque d’un sous anneau par un morphisme
d’anneaux est un sous anneaux.

Définition: Soi f: A — B un morphisme d’anneaux. Le noyau de f est

Ker(f) ={a€ A| f(a) =0p}

Proposition: Avec les notations précédents,

f injective <= Ker(f) ={0a}

REMARQUE:
Ker(f) n’est pas un sous anneau en général (car 14 ¢ Ker(f) sauf si A ={04})
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Définition: Soit (A, +, X) un anneau et a € A\ {04}.
On dit que a est un diviseur de zéro s’il existe b€ A\ {04} tel que a xb=bxa =04

‘ Proposition: Les diviseurs de zéro ne sont pas inversibles. O

EXEMPLE:
A= -(C)
M = (8 é) est un diviseur de zéro
car M x M = (8 8)
3 Corps
ExempLe (Probléme): — avec A = Z/9Z, résoudre T> = 0
z |[0[1]]2|3|4[5]6|7][8]9
zZ (0| 1|40 |7 [7]0]4]T1]0
On a trouvé 3 soluttons—0; 3;6.
— Z/8Z
z |0|1[2|3|4|5[6]|T7
9 Lz2 |0 L1 |4 |1|0|1|4]|1
z° =T a 4 solutions : 1; 7,3, et5

— A=H={a+bi+cj+dk| (abecd) cR*}
=32 =k>=-1

ij=k jk=i ji=j
ji=—k kj=—i ik=—j

Dans cet anneau, —1 a 6 racines !

Définition: Soit (KK, +, X) un ensemble muni de deux lois de composition internes. On
dit que c’est un corps si

1. (K, x) est un groupe abélien

. (K, x) est un monoide commutatif
Ve e K\ {0k}, Iy € K,zy = 1k
Ok # 1k

AW N

ExempLE:  — (C,+, X) est un corps
— (R, +, X) est un corps
— (Q,+, X) est un corps
— (Z,+, x) n’est pas un corps

Proposition: (Z/nZ,+, X) est un corps si et seulement si n est premier.

Preuve:

(Z/nZ)* = {E\k/\n: 1}
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Proposition: Tout corps est un anneau intégre.

Preuve:
Soit (IK,+, x) un corps. Soient (a,b) € K2 tel que a x b = Ok.
On suppose a # Ok. Alors, a est inversible et donc

b=a'xaxb=a"'x0g =0x

EXEMPLE:
Soit (KK, +, X) un corps.
Résoudre

962:1]K
z e K

2

= (z— 1) (= + 1k) = Ok
< z—1g =0k ou x + 1g = Ok
<— z=1gouzx=—1g

Il y a au plus 2 solutions.

n. Alors, 'équation P(z) = Ok a au plus n solutions dans KK

Corollaire ((Théoréme de Wilson)): voir exercice 16 du TD 12

Proposition: Soit (K, +, X) un corps et P un polyndéme a coefficients dans K de degré

O

Définition: Soit (K, +, X) un corps et L C K.
On dit que L est un sous corps de K si
1. L est un anneau de (K, +, X) non nul

2. Ve € L\ {0k}, 2"t €L

en d’autres termes si
1. Y(z,y) € L2 z—yelL
2. Y(z,y) e L2 exy tel

On dit aussi que K est une extension de L.

Proposition: Tout sous corps est un corps.

Définition: Soient (K1, +, X) et (Kg, 4, X) deux corps et f: K; — Ks.
On dit que f est un morphisme de corps si f est un morphisme d’anneaux.
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; {V(m,wem% f@+y) = @)+ F@)
V(z,y) € Ki?, f(zxy)=f(z)x f(y)

Proposition: Tout morphisme de corps est injectif.

Preuve:
Soit f : K1 — K2 un morphisme de corps.

— Ker(f) est un sous groupe de (K1, +)
— Soit € Ker(f) et y € K1

fl@xy) = f(z) x fy) =0k, X fy) = Ok,
— Soit z € Ker(f) \ {0k, }

Alors, x est inversible.

z € Ker(f

, < donc z x 71 € Ker(f)
z €Ky

donc 1k, € Ker(f)

donc f(1k,) = Ok,

OI’, f(llKl) = 1]K2 # 0]K‘2
Donc, Ker(f) = {0k, } donc f est injective. O

EXEMPLE:

cC —C .
_ est un morphisme de corps
z >z

4 Actions de groupes

Définition: Soit (G, ) un groupe et X un ensemble non vide. Une action de G sur X
est une application
p:GXX — X
(9,2) — gz
ce n’est pas la loi de G

qui vérifie

1. Vz € X,p(e,z) =e-z ==z

2. Vz € X,Vg,heG,g-(h-z)=(g9-h) =z

G — S(X)

Dans ce cas, X — X est un morphisme de groupes.
— (9,7) ¢ — g-w

Preuve:

VgeGxrg-x) ' = O
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5 Bilan

Groupe

Sous-groupe engendré

On dit que (G, ¢) est un groupe si
— ¢ est associative;
— ¢ aun neutre e € G;
— tout élément x € E a un inverse
yekbE:
rToyYy=yox=e.

Sous-groupe

On dit que H C G est un sous-groupe
de G si

— e€H;

— Vz,y € H, x oy € H,;

— Vz€H,z '€H.

Si ¢ est commutative, on dit que (G, ©)
est un groupe commutatif ou abélien.

Pour monter que H est un sous-groupe
de G, on montre

— H#g;

— Vz,y e H, z oy leH.

L’intersection de sous-groupes est un
sous-groupe. Attention, 'union de sous-
groupes n’est pas forcément un sous-
groupe.

Le sous-groupe engendré par A, (A), est
le plus petit sous groupe de G contenant

A.

S’il existe a € G tel que G = (a), on dit
que G est monogeéne et a est un généra-
teur de G.

Soit a € G. L’ordre de a est # (a) i.e.

a” =e.

Morphisme de groupes

-

Soit f : G1 — G2 ou (G1,~) et (GQ, ><)
sont des groupes. f est un morphisme
de groupes si
Vz,y € G1, f(z-y) = f(z) x f(y).

L’image directe d’un sous-groupe de G
est un sous-groupe de Ga. L’image réci-
proque d’un sous-groupe de G2 est un
sous-groupe de G7.

Vue Gi; f(uh) = flw)™h

J

[ f injective <= Ker f = {e1}. ]
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CHAPITRE

13

SYSTEMES LINEAIRES ET
CALCULS MATRICIELS

EXEMPLE:

Ly« Lo — 14 { ty  +z —t =1
L« Ly — L, y 42z +2t=-1

— =z = =2
L1+ Li—L» +2z 42t =-1
Lg < L3 + L2 2z 43t =0
L ? L +Z2:2 x:2_22
1 L1+ L3 s —_1-2,
. . . +3z— 1 — (Y , 3
2 2+§ 8 +2z:0 t:_gz

L’ensemble des solutions est

2 2
{(27z,71772,z,77z> |z€IK}
3 3
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zt+yt+z—t=1
r+2y+3z4+t=0

.7:-‘1-:2
— [v]-t=-1
Ly« L1 —Ls —2x+2y+t=—6

L2<7L273L3 CC+=2

PN —t:—l

3

L2<—7L2 722[/1 _5t22
B a:+:2
ft_fl
= — =2
L3(—L3*L2
[z]+zt=0
y=-1+t
3
= T=2+7t
3
z=—=t
2

3
(2+—t —1+t—2tt|t6]K}

{(2,-1,0 0)+t(2 1 —%,1) |t e K}
—_————

u

EXEMPLE:
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r+y+2=0
z—yt+z=1
20 —y+z=2
z—y—2=3
y+3z=1
+y+z:0

— 1
e Bon @)

—2 —3y—z=2
L3<—L3—2L1 9 9y —
L4(7L47L1 ey - z=3

y+3z=1
El+==3
z|+tz==
<~ 12
L1+ L1 — Lo :7¥
L3<—7(L373L2) :_7
L4y < L4g+3Lo 2
Ls < Ls — Lo *2Z=32
3z=—
2
E]=1
1
— :—7
L1(—L1*L3 %
Ly« La+2Ls |[2]=—3
Ls < Ls —3L3 0=1
incompatibilité
0=3

Il n’y a pas de solution!

ExXEMPLE:

[l =2=1

(52) :qy+2z=0

z+2y=0
[g]+y—z=1
<~ . o
L3<—L3—L1 (32) +Z_O
Wz ==l
— [z]-2:=1
Li+ L1 — Loy y|+z=0
L3<—L3—L2 = —1ql
EXEMPLE:

1 1 1 0

1= —1 1 az 1

(S1) <= |2 -1 1 y| =12
! z &

0 1 S 7 1

—_— ~——
A B
<~ AX =B
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1 1 -1\ /= 1
(SQ)<=> 0 1 1 y| =10
1 2 0 z 0
N’
A
1 1 -1\ /(= 1
(84) <—= |0 1 1 yl=1[0
0 1 1 z —1l
N/
A/
1 0 0\ /1 1 -1 1 1 -1
o 1 ofJf{o 1 1])]=(0o 1 1
-1 0 1 1 2 0 0 1 1
A A’

€ GL3(K) € GL3(K)

1 0 -2
A€ GLg(]K) <~ <0 1 1 ) & GLg(]K)
0 0

©

EXEMPLE:

b

Il
/

=[=]

- o

— =
N——

[y
—

N 0 0
03%03701 U L !
0 -1
~ 1 0 0
Cl<—C1—Cg 1
c C3 — Cs
? 2 0 0
. 0 0
Ci+Ci+Cs [0 0
CQ(—CQ—C3 0 0

~

Co <—>C3 I3
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1 0 0
1 0 -1 1 1 0 1 0 0
13:A010*11¥ 1 0o]lo o 1
0 0 1 o o0 = 1 -1 1 0 1 0
2
B
AcCGL3(K)et A=t =13 x B
1 0 0
0 1 0
0 0 1
- 1 0 -1
0 1 0
C3 = C3 = Cl 0 0 1
1
-~ 1 0 —=
2
C1 <+ C1 —C> 1 1 1
Cs + C:
C5 e BT 2
0o 0 =
2
1 1 1
~ 2 % 2
1 1
C1+ C1+C3 —— — —
CQ = CQ = Cg 1 21 %
2 2 2
1 1 1
~ 21 12 %
Cy + C3 D) 2 2
TR
2
A1
REMARQUE (Résumé): — Méthode du pivot : opérations sur les lignes :
1. Li < Li+ AL; (A€ K)
2. Li pL; (€ K\ {0})
3. Li <« L]‘
En appliquant la méthode du pivot on obtient
T3y él(lev"wxjn*'f)
Ty = Lo(T5y, -, Thp—r)
(S) —
Tip = Lr(@jy, o T, )
0 *
Les inconnues x;,, ...,z sont les inconnues principales, les autres sont appelées pa-

rameétre.
On peut supprimer les équations 0 = 0. S’il y a une équation 0 = X avec A # 0, il n’y
a pas de solution : le systéme est incompatible.
Les inconnues principales dépendent des choix de pivots !
— Représentation matricielle
(S) <= AX =B
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1

ou A est la matrice du systéme, X = . et B est le second membre

Tp
(S) a n équations et p inconnues donc A a n lignes et p colonnes.
La matrice (A | B) est la matrice augmentée du systéme.
— Faire un opération L sur les lignes d’'une matrice M revient & multiplier M & gauche
par une matrice R ou R est obtenue en appliquant L sur I,,.
— La méthode du pivot matriciel par lignes :

EXEMPLE
5 4 4
=12 1 0 O
7T 2 3 4

~ 5 3 4
Lo < L2 — 11 -3 0 -3 —4
L3« Ls—2L7 \-3 0

(S
S =

w o w
= O

~

5 4

1 0 1 é

Lo+ ——1Lo 3
3 -3 0 -3 -4

8

0 T p——

I LN 5L I
DD =S I Y B R R
L3 < L3+ 3L . 3
0 0 0 0

L1(—>L2

matrice échelonnée réduite par lignes

Définition (Rang d’une matrice): Soit M une matrice et R la matrice échelonnée
réduite par lignes associée & M. Le nombre de lignes non nulles de R (le nombre de
pivots) est appelée rang de M.

Soit S un systéme de matrice augmentée (A | B). Le rang de S est le rang de la matrice

A.

Le rang est noté rg.

Proposition (Interprétation): — Soit S un systéme de n équations, p inconnues
de rang r.
r est le nombre d’inconnues principales, il y a p — r paramétres.
— Soit M € My p(K) de rang 7.
r est le nombre de lignes indépendantes : il y a n—r lignes combinaisons linéaires
des r lignes indépendantes.

Corollaire: Soit S un systéme de n_équations, p inconnues de rang n. Alors S a au
moins une solution.

Sin = p alors S a exactement une solution.

Sip > n, il y a une infinité de solutions.
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Définition: Soit S un systéme a n équations, n inconnues et de rang n. On dit que S
est un systéme de Cramer (il a une unique solution)

Proposition: Soit S un systéme de n équations, p inconnues de rang r.
— Si r < n alors le systéme peut-étre incompatible : il y a n — r équations de la
forme 0 = * aprés la méthode du pivot.
— Sir < palorsilyap—r paramétres : si le systéme n’est pas incompatible, il y
aura une infinité de solutions.

O
EXEMPLE:
1 2 3
A=1|5 1
1 1 1
1 2 3 ~ -9 0
5 2| Li+Li—-2L |5
1 1 1 L3 <= L3 + Lo 4 0
0 o
L1+ L1+ Ls 5 2
i
0 0
Li+ L5 | 3 2
i 0
L2<—L2—5L1 (1] ? 8
L3<7L374L1 0 0 1
Lo < Lo+ 2L3
EXEMPLE:
zt+y+z+i=1
T —Yy+2z+26=0
)15 "
y—t=1
20 +2z+3t=1
[zl+y+z+t=1 [z]+y+z+t=1
<~
= 2t = - ==l
x y+Z+ g LQ(—LQ—Ll 2y+
2y —t=1 Ly« Li—2L, 2u—t=1
20 +2z+3t=1 —2y+t=-1

<
L3 <+ L3+ Lo
L4<—L4—L2

E+grat=1
—2y+=—1

0=0
0=0

Systéme triangulaire

=1

t=—142y
r=2—-3y—=z
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13.0 Systémes linéaires et calculs matriciels MP21

La matrice du systéme triangulaire est

o

@
o O o
2 e = =

Elle n’est pas échelonnée réduite par lignes!

Proposition: Soit A € 4, () et C' une opération élémentaire sur les colonnes de
A. On pose A’ la matrice obtenue en appliquant C' sur les colonnes de A.

rg(A) = rg(4’)

O
EXEMPLE:
1 2 3
A=|5 1 2
1 1 1
1 2 3 ~ 1 2
5 1 2 Cor+ Cy—Cy 5 —4 -3
1 Cs + C3 — C1 0 0
1 0
. 5 —4
C! Cs — 2C
3+ C3 2 . 7
Donc rg(A) =3
EXEMPLE:
1 1 1
rg 1 1 1 =1
1 1 1

Proposition: Le rang d’une matrice est aussi le nombre de colonnes indépendantes.

O

Définition: Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée avec des coef-
ficients nuls sous sa diagonale :

diagonale

N O S 0

T=
.0

P
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13.0 MP2I

Un systéme triangulaire est de la forme
a1y +aierz +... Haprpy = b +..
+azers +... Hagzprpy = b2 +..
apptp = bp +
0 = qos

REMARQUE:

AX =B

(S) —=

X € Mp1(K),B € Mni1(K), A€ Mnp(K)

On pose

o Mp1(K) —> Mp,1(K)
X r— AX

On cherche =1 ({B})

On sait que
— (AMp,1(K),+) est un groupe
— (Mn1(K),+) aussi

Soient X,Y € ., 1(K)

P(X+Y)=AX +Y) = AX + AY = o(X) + o(Y)

Donc ¢ est un morphisme de groupes.

On peut résoudre (S) de la fa ¢ on suivante :
— On cherche X € #},1(K) tel que p(Xo) =B
— On résout p(X) =0 (X € Ker(p))

C’est le systéme homogéne associé :

p(X)=B <= 3JH € Ker(p),X =Xo+ H

Proposition:

A= (aij)1gign € Mnp(K)
1<j<p

B = (br,e)1<ksp € Mp,q(K)
120<g

AB = (cie)1<i<n € Mn,q(K)

1<6<q
n

cie =Y = aijbje
=1
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CHAPITRE

14
CONTINUITE

1 Définition d’une limite de fonctions

Définition: Soit a € R = RU {+00, —c0} et V € Z(R).
1. Sia € R, on dit que V est un voisinage si
In>0,]Ja—n,a+n[CV.

! 7
T =

v R

Ul
>
-~
=
a

2. Sia = 400, on dit que V est un voisinage de a si
IM € R, |M,+oo[ C V.

3. Sia= —o0, on dit que V est un voisinage de a si
dm e R, ]—oco,m[C V.

On note 7, ’ensemble des voisinages de a.

L’utilisation des voisinages permet d’exprimer une limite finie ou infinie plus simplement, sans
disjonction de cas.

EXEMPLE: -
Soit w € RN de limite a € R.

— Sia€eR,

Ve >0,IN e N,Vn > N, |up —a| <e
ie.Ve>0,ANeN,Vn > N,a—e<up <a+e
ie. VV € ¥, AN € N, Vn > N, uy, € V.
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14.1 Continuité MP2I

— Sia=+4o0,
VM eR,IN € N,Vn > N, u, > M
ie. VM € R,IN € N, Vn > N, u, € [M,+oo|
ie.VV € ¥,,dAN € N, Vn > N, u, € V.
— Sia=—o0,

Vm € R, IN € N, Vn > N
ie. Ym € R, AN € N, Vn > N, u, €] — 00, m]
ie.VV € ¥,,AN € N, Vn > N, u, € V.

, Un <M

Meéme si, dans chacun des cas, la définition de limite de la suite u est différente, en utilisant
les voisinages, la notation est identique :

VYV € %, AN € N, Vn > N, up € V.

En utilisant cette nouvelle notation, on peut redéfinir la limite plus simplement.

Définition: Soit f une fonction définie sur D C R a valeurs réelles. Soit a € D =
{x e R|VV € ¥, VN D # &} (on “rajoute” chacune des bornes exclues des intervalles

composant D) :

|

D 'R

rh
m
8 §)
Y

-
—
D

On dit que f(z) tends vers ¢ si

YV €%, AW € Yo, Vo € WN D, f(z) € V.

EXEMPLE:
Soit f: R — R telle que f(x) —1> 1.
T——

YVWen,IWev_ 1,V eW, f(z) eV

donc
Ve>0,In>0,Vee]—1—n, =1+, f(z) €[l —¢,1+¢]

i.e.
Ve>0,3n>0,Vz €R, (Jx—(-1)|<n = |f(z) — 1| <e).

Si f(z) ——— +o0,
T——00

YV € Voo, W € Voo,V €W, f(x) €V

VM € R, 3m € R, Vo €] — oo, m], f(z) € [M,+o0[

i.e.
VM eR,ImeR,Vz R, (z<m = f(z) > M).

Définition: Soit a € R.
Un voisinage & gauche de a est une partie de R qui contient un inveralle Ja — 7, a] avec
n > 0.

Un voisinage & droite de a est une partie de R qui contient un inveralle [a,a + 7| avec
n > 0.
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14.1 Continuité MP2I

EXEMPLE: "
= ) 0
Soit f:x+— < siz #0,
0 siz = 0.
1. lim f(x) existe 2 Si oui, que vaut elle ?
z—0
2. lim f(z) existe ¢ Si oui, que vaut elle ?
acz>0

Réponse : lim0 f(z) n’existe pas. Pour le prouver, on raisonne par ’absurde.
T—r
t= (Vv
Ve,

Si /¢ existe, alors £ = f(0).
Or, 0 # lirnO f(x)
z—

\[

Proposition: Si f admet une limite finie en a € I, alors cette limite vaut f(a).

Preuve:
Soit £ = lim et a € .
r—a

On sait que
YV € %, 3W € ¥, Ve e WN P, f(x) € V.

Soit V € ¥;. Alors, f(a) € V.

flaye (| V=

(%] si £ = Foo.

{{e} sifeR,

veY,
Donc ¢ € R et £ = f(a). O
REMARQUE:
De méme si a € 7 et si lim f(z) existe (resp. lim f(x)) alors f(a) = lim f(z) (resp f(a) =
< < <

lim f(x) )

=

EXEMPLE:
lim §(z) n’existe pas
z—0

lim §(z) et lim n’existent pas non plus.
z—0F z—0"
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14.1 Continuité MP2I

lim 6(x)

z—0

lim §(z) = 0, lim §(z) =0
z—0 z—0
< >

Définition: Soit f définie sur D et a € D. On dit que f est continue en a si lim f(x)
r—ra

existe ou si a!lgna f(z) = f(a).

4
EXEMPLE: in(z)
sin(z .
Soit f :z — ez
1 six=0
. .. osin(z)
ilﬁmof(a:)—glﬁrrbelff(O)

Donc f est continue en 0.

Proposition: f est continue en a si et seulement si

lim, f(2) = Jim, = f(a)
< >

Preuve (unicité de la limite):
On suppose que f(z) — a, f(z) — b avec a # b.
T—ru rT—u

Soient V' et W conne dans le lemme (suivant),

IV € Yu,Ve e W1N 2, f(z) eV
IWs € ¥,V € WanN 2, f(x) e W

Donc
Vee WinWan2 flz)eVnNnW=9g
—_————

#@ car WiNWo €Y,

Lemme: Soient a # b deux éléments de R
Alors AV € ¥4, 3W € %, VNW =2

Preuve: Cas 1 (a,b) € R2. On suppose que a < b.
b—a

2

On pose € =

)

V =la—¢g;a+e¢|
W =]b—e;b+¢|

On vérifie que VNW =g
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14.1 Continuité

MP2I

1 1 b

< NG
S~ S~
\% w

\J

Cas 2 a€Retb=+o00

V=la—1;a+1]
W =]a + 2; 40|

] [
]

\J

1
[ | S

1% W
Cas 3 a=—00, b=+

V =] — o0; 0]
W =]0; +o0[

Théoréme: Soit f définie sur Z et a € 2, £ € R

f@) = £ <= Y(zm) € N (a:n e = fxn) —— ¢

n—-+oo n—-+oo

Preuve: “ = ” On suppose que f(x) — £.
r—a
Soit (zr,) € 9N telle que z,, ——

n—-+oo

Soit V € ¥;. Soit W € ¥, tel que
YVee WN2,f(z) eV

rn, ——— a donc il existe N € IN tel que
n——+oo

Vn> N,z, e WNZD
Donc
Vn = N, f(zn) €V

D ou, f(ll‘n) m y4

“ <= 7 On suppose que f(z) jL) Y4
AV e %, VW € Yo, Jc e WN D, f(z) €V
Soit V' comme ci dessus. Soit W7 € 7.

Casl aeZetVee Wn22\{a}, f(z) e V.
On le prouve par la contraposée. On suppose f(x) f e R
€T a

Donc,
Je > 0,Vn > 0,3x €la —n,a+n, |f(z) — £ > €

On considére un tel € donc

1 1
Vnem*,axne]a—f,a+f[,\f(xn)—€|>s
n n

226



14.1 Continuité MP2I

Par encadrement, £, ——— a et f(xn) —F— £
n—-+oo n——+oo
Cas 2 Soit z1 € W1 N2 tel que f(x1) €V

{Z;f@@ donc x1 # a

Cas 3 Iz e WiNZ\{a}, f(x) ¢V
Soit 1 un tel élément :

1 EW1ING
1 #a
f(z1) ¢V

Dans les cas 2 et 3, on pose Wa € 7, tel que
Wy C Wi\ {z1}
En itérant ce procédé, on construit une suite (z,) qui tend vers a et telle que
Vn €N, f(zn) €V
et donc f(zn) TL—> 4

—+oo
O
Proposition: Si f(x) - let g(z) = Lo
alors
L f@) +g(@) —= b+l
2. f(z) X g(z) —— €1 X L2
r—a
14
3. sitp20 i@ 0
g(x) z—a fo
Preuve: 1. Soit (x) une suite qui tends vers a alors f(zy) S 41 et g(zn) S
n——+oo n— 100
lo
Donc, f(zn) + g(zn) P £y + Lo
Donc f(z) + g(x) ——— 41 + 42
n—-+oo
O
Proposition: Si f(z) —— ¢1 et g(@) —— £ alors g(f(x)) —— £
Tr—a x—01 Tr—a
Preuve:
Soit (zr) une suite qui tend vers a. Alors, f(zn) —+> £y donc g(f(xn)) P 12
n——+oo n——+400
donc g(f(x)) 2 U |

Corollaire: Une somme, un produit, une composée de fonctions continues sont conti-
nues. O
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REMARQUE:
Pour démontrer que f(z) n’a pas de limite quands z tend vers a. On cherche deux suites (z,)
et (yn) de limite a avec

f(a}n) — Zl

Flyn) — L2

£ # Lo
EXEMPLE:

Vn € N,sin(2rn) =0 ——— 0
n—-+4oo
sin<z+27rn) =1—1
2 n——+oo

Or,

2mrn —— 400

n——+oo

T + 2mn — 40
2 n—4oo

Donc, sin n’a pas de limite en +oco

Théoréme (Limite monotone): Soit f une fonction croissante sur |a, b[ avec a # b €
R.

1. Si f est majorée,
M € R,Vz €la, b|, f(z) < M

alors lim f(z) = sup f(z) € R
z—b z€]a,b[
<
2. Si f n’est pas majorée,
lim f(z) = +o0
aczb

3. Si f est minorée,
Im € R,V €la, b, f(x) <m

alors lim f(z) = ]ial?zg[f eER

>
4. Si f n’est pas minorée, lim f(z) = —oo
>
Preuve: 1. sup f existe
la,b[

Ve > 0,3z €]a, b], f(z) > sup(f) — ¢
Ja,b]

donc

Ve > 0,3z €la, b[, Yy € [z, b, sup(f) — & < f(y) < sup(f) < sup(f) +¢
]a,b[ ]a,b[ J]a,b]

donc f(x) —— sup(f)
9021) la,b[

2. f n’est pas majorée
VM € R,3x €]a,b|, f(z) > M
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donc
VM € R, 3z €]a,b],Vy € [z,b], f(y) € [M, +o0[

REMARQUE:

Avec les hypotheéses ci-dessus, pour tout = €|a, b],

f est croissante sur |a, z[, et majorée par f(x) donc tlim fit) eRr
—x

<
f est croissante sur |z, b[ et minorée par f(z) donc tlim ft) eR
—z
>
lim f(t) < f(z) < lim f(¢)

t—x t—x
< >

\J

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires): Soit f une fonction continue sur
un intervalle I, a < b deux éléments de I.

vy € [f(a), FBO]V[£(b), f(a)], 3z € [a,b], y = f(=)

Lemme: Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a < b deux éléments de I
tels que f(a) <0< f(b). Alors,

Jz € [a,b], f(z) =0

Preuve (du lemme):
On pose A = {z € [a,b] | f(z) <0}
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A # @ car a € A et A est majorée par b.

On pose u = sup(A). Soit (x,) € AN qui converge vers w.
a<xn <b
f(xn) <0

On sait que zn, — uw et f(xn) —> f(u) par continuité de f.

<u <
Donc, asush (donc u = max(A))
flu) <0

Vn € N, z, € A donc Vn € IN,

De plus,
Va €lu,bl, f(z) > 0

donc

lim f(z) = f(u)

T—u
>

lim f(z) >0

T—ru
>

Donc, f(u) > 0 donc f(u) =0
O

Preuve (du théoréme):

On pose g :  — f(z) —y. g est continue sur I.

<

Si f(a) < £(b) alors {zEZ))gg

D’aprés le lemme, il existe = € [a, b] tel que g(x) = 0 et donc f(z) =y

Si f(a) < f(b) alors h(a) <O ou h:xw— —g(x) f(zx) est continue

if(a T U h:x— —g(z) =y — f(x) est continu
si h(b) > 0 g y
D’aprés le lemme, il existe « € [a, b] tel que h(z) = 0 et donc f(z) =y O

Corollaire: Soit f continue sur un intervalle I. Alors, f(I) est un intervalle.

y

Preuve:
Montrons que f(I) est convexe
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Soit a € f(I),B € f(I) avec o < B. Montrons que
vy € o, 8], f(7) € f(I)

Or a€ f(I) Ja€l,a= f(a)
“Befld) IBbel,B=f(b)

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe = € [a, b] tel que v = f(x) donc,

fy) e 1) O
Corollaire: On peut généraliser le théoréme des valeurs intermédiaires au cas ou
R
Z:ﬁ en rempla ¢ ant f(a) par lim f(z) et f(b) par a%linb f(x)

> <

Théoréme (Théoréme de la bijection): Soit f continue, strictement monotone sur un
intervalle I. Alors, J = f(I) est un intervalle de méme nature (ouvert, semi-ouvert ou
fermé) et f établit une bijection de I sur J.

Preuve:

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, J est un intervalle. f est strictement
monotone donc f injective. Donc f établit une bijection de I sur J.

Cas 1 I = [a,b] et f croissante
Vrel,a<z<b
done Vz € I, f(a) < f(z) < f(b)
donc J C [£(a), f(b)]

Or, [f(a), f(b)] C J d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires

Donc J = [f(a), f(b)]

Les autres cas se démontrent de la méme fa ¢ on. O

Théoréme: Soit f continue sur un segment [a,b]. Alors, f est bornée et atteint ses
bornes, i.e.

3(m, M) € R2, f([a,b]) = [m, M]

/\ On peut avoir m # f(a) et M # f(b)
A

M
f(®)

f(a)

\J
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Preuve:
On suppose que f n’est pas majorée :

VM € R,3z € [a,b], f(x) > M

En particulier,
Vn € N, 3z, € [a,b], f(zn) 2 n
Donc, f(zn) — 40
n—-+oo
La suite (zn)nen est minorée apr a et majorée par b donc bornée.
D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe ¢ : IN — IN strictement croissante
telle que (z,(n))en converge. On pose £ = lim ;). On a bien £ € [a,b] et f({) =
n——+oo
ngl}rloo f (:%(n)) par continuité de f.

Or, (f (xW")))ne]N est une sous-suite de (f(zn)) donc f (a:y,(n)) S +00 : une

contradiction
Donc f est majorée et on pose
M= sup f(x)
a<z<b

On prouve de méme que f est minorée. On pose donc

m= inf f(=)

Soit (yn) € [a, b)Y telle que f(yn) —— M.

n—-+oo
(yn) est bornée donc il existe une sous-suite (yy(n)) de (yn) convergente. On pose
y= lim Yap(n) € [a7 b}

n—-+oo
Comme f continue sur y,

fy) = _lim £ (yy(n))

n—-+oo

Or, (f (yw(n))) est une sous-suite de (f(yn)) donc

M= lim f(yy(n))

n—-+oo

Par unicité de la limite, M = f(y)
Donc, M = Igaicbf(x). De méme, m € f([a,b])
a<z<

M= f(y) avecy € [a,b] .
Enfin, en posant {m _f(z)  avec z € [a,}] , on obtient
[m7 M} = [f(Z), f(y)] \C/f([av b]) \C,J[mv M}

théoréme des valeurs intermédiaires m minimum

M maximum

donc f([a,b]) = [m, M] O

2 Continuité uniforme

REMARQUE:
f:R — R continue,

Vz € R,Ve > 0,30 > 0,Vy €]z —n,z + [, [f(z) — fF(y)| <e

Ici, 7 dépend de € et de x
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Dans certaines situations, il serait préférable d’avoir

Ve >0,In>0,¥(z,y) €R?, jz—y|<n = |f(z) — fy)| <e

\J

Soit f uniformément continue sur un intervalle I. Soient (zn)nenN, (Yn)neN

Lemme:
deux suites d’éléments dans I telles que xp, — yp ——— 0
n—-+oo
Alors, lim (f(zn)—f(yn)) =0 O
n—-+oo
EXEMPLE:
f:Rt — R
s (== x2
A
$ >
Ty =N 1
On pose Vn € IN,, 1 .OnabienVn € Ny, 2y, —yn = —
n =N+ — n m—-+4oo

1
Vne]N*,an—yHQZnQ—nQ——Q—2—>—27$O
n n—-+oo

Donc, f n’est pas uniformément continue.

Théoréme (Théoréme de Heine): Soit f une function continue sur [a,b]. Alors, f est
uniformément continue sur [a, b].
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Preuve:
On suppose f continue sur [a, b] mais pas uniformément continue.

Je >0,V > 0,3(z,y) € [a,8]” avec |z —y| <net |f(z) — fly)| >
Soit € > 0 comme ci-dessus. Alors,
2 1
Vn € N, I(xn, yn) € [a,b]” avec |Tn, —yn < ] et |f(zn) — flyn)| > ¢
(zn) est bornée donc il existe une sous-suite (xw(n)) de (xzn) convergente. On note £ =

ngrfoo Ty (n) € [a,0] (yv(n)) est bornée, (ywm a une sous-suite (yw(w(n))) convergente.

On pose ¢ = ngl:r‘,—loo Yo (d(n))- (mww(n)))nem est une autre sous-suite de (xw(n)) donc
To(n) 7 Sree b
De plus,
1
Vn € N, |z -,  —
[etsm) ~Yewon| < ST

On a vu que

vn € N, o(4(n)) 2 n
car o o1 est strictement croissante & valeurs dans IN.
Done, zy(y(n)) = Ye(w(n) 570" O

On en déduit que £ — ¢ = 0. De plus

Vn € I | f (2o(pn)) = F (@owmn)| > €
En passant a la limite,
0=1f(&) —f(O)| >e>0
car f continue en /
On a obtenu une contradiction. ¢ O

A /
CRE i

)

|
|
|
|
|
°
T

n>0
e>0

{w -yl <n
|f(z) = f(y)| <e

REMARQUE:

Définition: Soit f : I — R ou [ est un intervalle et k € R. On dit que f est k-lip-
schitzienne si

V(z,y) € I%,|f(2) — )| < k| —yl
On dit que f est lipschitzienne s’il existe k € R tel que f soit k-lipschitzienne.

Proposition: Soit f une fonction lipschitzienne sur I. Alors, f est uniformément
continue sur I donc continue sur I.
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Preuve:
Soit k£ € R tel que
V(z,y) € I?,|f(z) = f(y)| < klz -y

Soit € > 0.
Si k = 0 alors f est constante donc uniformément continue.

On suppose k # 0. Soit € > 0. On pose n = % > 0 car k > 0.

ne dépend pas de =

Soit (x,y) € I?. On suppose |z — y < 7. Alors,

[f(z) = fy)| <klz—y|<kn=c¢

O
EXEMPLE:
x +— |z| est 1-lipschitzienne sur R.
V(z,y) € R?, ||z| — |y]| < & — y|
(inégalité triangulaire)
Théoréme: Soit f: I — R dérivable sur I telle qu’il existe M € R vérifiant
Vo e L, |f'(x)| < M
Alors
V(a,b) € I%,|f(a) = f(b)] < M |a —b]
donc f est M-lipschitzienne.
Corollaire: Soit f de classe € sur [a,b]. Alors f est lipschitzienne.
Preuve:
f’ est continue sur un segment donc bornée. O
EXEMPLE:
f:RT — RT
T — VT
vz > 0,|f (z)| = L — 400
2\/5 z—0t
Par contre,

N | =

vz > 1, |f(z)] <

1
Donc f est —-lipschitzienne sur [1,+o0o[ donc uniformément continue sur [1, +oco|.

f est continue sur [0, 1] donc uniformément continue sur [0, 1] (théoréme de Heine).
Soit € > 0. Soient 71,72 € R tels que

€
Y(z,y) € 0,1 Je—yl <m = Vo — V| <5
V(z,y) € [1,+ool, |z —y| <m2 = |VZ — 3| <
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<
Cas 1 {%% !
y<1
Alors, |z —y| < n < nm1 donc |\/E—\/§<82| <e
>
Cas 2 {m >1
y=>1
Alors, |z —y| < n < n2 donc ‘\/E—\/Qégéa’
Cas3 z<1<y
IV~ val = |va - VI+ VI
< |va-Vi|+|vi-Vi|
o =1 <o —yl <n<m done |v&-vi|<Z
ly = 1| < |z —y| <n < m2 donc ‘\/ﬂ—ﬁ( <§
E €
Donc!f—\/ﬂ}ég—i-i:s
3 Fonctions a valeurs dans C
JmA
D
\Va
e
Définition: Re
V est un voisinage de ¢ s’il existe r > 0 tel que V' D D(¢,r)
ou D(l,r)={z€C||z—4 <7}
Proposition: Soit f: I —-Ceta€el, e C.
Re(f(z)) — Re(0)
flz) — 1l <= T
z—a Jm(f(z)) —— TIm(¢)
r—a
O

REMARQUE (Rappel):
On dit que : I — C est bornée s’il existe M € R tel que
Vo e LIf(@)] < M

4 Annexe
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Théoréme: Théoréme 2.11
f I — J bijective monotone avec I et J deux intervalles.
Alors, f~1 est continue (et f aussi)

Preuve:

f monotone donc f(I) =J
donc f continue (d’aprés 2.10).
F~! monotone, fﬁl(J) =1
donc f~! est continue

Définition: Un homéomorphisme est une application bijective, continue dont la réci-
proque est continue.

REMARQUE:
Preuve du programme de colle

Preuve:

In > 0,Yh €] —n,+n], f(a) = f(a+ h)

A

flath)=fl@ _  flath) -fla) .
h—0 h h—0 h -

>
fla+h) =@ _
h =

= lim
h—0
<

Donc, f(a) =0
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CHAPITRE

15
ESPACES VECTORIELS

1 Définition et premiéres propriétés

Définition: Soit E un ensemble muni d’une loi interne + et d’une loi - définie sur
K x E a valeurs dans E ou IK est un corps.
On dit que (F,+, -) est un K-espace vectoriel (ou un espace vectoriel sur IK) si

1. (E,+) est un groupe abélien
2. (a)

Yu € E,V(\, p) € K2,

() -w) = .

pe ) = (1 x_N) - u
X de K
(b) Vu €e E\1g -u=1u
3. (a)
Vu € E,V(\, ) € K2

- o) = .
(AW (e w) = A+ ) u
+ de E + de K

VA € K,V(u,v) € E2,
Ac(utv)=A-u)+ (M)

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs et les éléments de K sont dits scalaires.
Par convention, - est prioritaire sur +.

EXEMPLE:
Soit IK corps, K est un K-espace vectoriel

EXEM_P;LE: .
Soit. & ’ensemble des vecteurs du plan. & est un RR-espace vectoriel.

EXEMPLE:
C est un R-espace vectoriel.

238



15.1 Espaces vectoriels MP21

En généralisant, tout corps K est un IL-espace vectoriel pour IL un sous-corps de K

EXEMPLE:
(K™, +, -) avec
(@1, ®n) + (Y1, yn) = (1441, .., TntYn)
X1, yn) = Ay, Ayn)

est un espace vectoriel.

EXEMPLE:
Soient (E,+,+) un K-espace vectoriel et Z un ensemble non vide.
(E?,+, ) est un K-espace vectoriel ot pour f,g € EZ et A € K
f+9: 2 —FE
z— f(z) +g(z)

A2 — K
z— X\ f(x)

Par exemple, C™ est un RR-espace vectoriel
¢°(2,R) est un R-espace vectoriel

ExempLE: — RT n’est pas un R-espace vectoriel
— {(z,0) |z € R} U{(0,y) | y € R} n’est pas un R-espace vectoriel pour les lois usuelles
A

T-———*

\J

\J

Proposition: Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel.

1. Vue E,0g -u=0g
2. VAeK,A-0p =0g
3. VeK,Vue EEX-u=0 = A=0gouu=0g
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Preuve: 1. Soit u € E.
O]K“U,:(O]K-‘r()]l()-u
=0k -u+0K: u
(E,+) est un groupe donc 0 = O - u
2. Soit A € K.
A Og :A‘(OE'i‘OE) =A-0g+X-0g
A - O est régulier pour + :
Og =X-0g
3. Soit \eKetueFE tel que \-u=0g
Cas1 A= O]K
Cas 2 X # 0k Alors, A~! € K et donc
ANu=0g = A1\ -u) =271
— (A"l x\)-u=0p daprés 2.
— 1k -u=0g
— u=0g
O
Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et u € E. Alors, —u = (—1g) - u
Preuve:
u+ (—1lg)-u=(1g -uw) + (-1k) - v
= (I + (-1k)) - u
= Oku
=05
Donc —u = (—1k) - u O

2 Sous-espaces vectoriels

Définition: Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel. Soit F' C E.
On dit que F' est un sous-IK-espace vectoriel de E si

1. F40
2. Y(u,v) € F2,u+veF
3. VAeK,Vue F,\u e F

Proposition: Avec les notations précédentes, (F, +,-) est un K-espace vectoriel
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Preuve: — D’aprés 2., + est interne dans F'
— (B, +) est un groupe abélien donc + est associative et commutative dans E donc
dans F
— F # @. Soit uw € F. D’aprés 3.,

Og-u€F
Comme u € F et (E,+,-) est un K-espace vectoriel,
O]K U = OE

Donc, 0g € F
— Soit u € F. Comme u € E,

—u = —(1g) -u € F d’aprés 3.

— Les autres axiomes sont aisément vérifiés.

Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et F C E.
F est un sous-espace vectoriel de (E, +, ) si et seulement si

1. F#£0
2. YO\ p) € K2 Y(u,v) € F2 N -u+p-veF

Preuve: “ = ” On sait déja que F' est non vide.

Au e F
Yu,v € F,V\, p € K, donc A\u + pv € F
pwv € F

“ <= 7 — On sait déja que F' est non-vide
— Soient u,v € F
utv=1lg-u+1lg-veF

— Soit u € F, A € K.
Au=Au+0g-u€eF

Définition: Soient (F, +, ) un K-espace vectoriel et (u1,...,un) € E™. Une combinai-
n
son linéaire de (uy, ..., uy) est un vecteur de E de la forme Z Aitg ot (A1, ..., A\n) € K"
i=1

REMARQUE:
On peut aussi démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

F#ZetVu,ve FFYANEK Au+veEF

ExEMPLE: 1. F={z€ C|Re(z)+Im(z) =1} CC
F' est un sous-R-espace vectoriel de C?
Non car 0 € F
2. F = {z € C|Re(z) +Im(z) =0} est un sous-R-espace vectoriel de C mais pas un
sous-C-espace vectoriel.
Eneffet, | —i€ Fi(l—i)=i+1¢F
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3. E=RY est un R-espace vectoriel.
F = {u e RN [ Vn € N,upt1 = Sun} est un sous-espace vectoriel de E.

G = {ueRN | Vn € N, up+1 = 3un +2} n’est pas un sous-espace vectoriel de E
puique Op € G.

4. E=RP est un RR-espace vectoriel
F = %%(D,R) est un sous-espace vectoriel de E (fonctions continues)
G = 2(D,R) est un sous-espace vectoriel de E (fonctions dérivables)
SiD=]—a,alaveca € R, H={f € E | f impaire } est un sous-espace vectoriel de E
SiD=R,L={f¢€E|f lpériodique } est un sous-espace vectoriel de F
M = {f € E | f périodique } n’est pas un sous-ensemble vectoriel de E

5. L’ensemble des solutions sur un intervalle I d’une équation différentielle linéaire est un
sous-espace vectoriel de R!

Exercice (Exercice):
Trouver tous les sous-R-espaces vectoriels de R?

\J

— {(0,0)} est un sous-espace vectoriel de R?
— Les droites passant par O sont des sous-espaces vectoriels de R?
— R? est un sous-espace vectoriel de R?

et rien d’autre!

Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et .# une famille non vide de sous-

espaces vectoriels de E. Alors m F est un sous-espace vectoriel de E.
Fe&

Preuve:
On pose G = m F.
Fe%¥
— VF € #,0g € F car F est un sous espace vectoriel de E donc Og € G.
— Soient u,v € G et A\, € K. On pose w = Au + po.

u€eF
VF € Z#, donc w € F
veEF

donc w € G

REMARQUE (Attention A\ ):
Une réunion de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel en général.
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EXERCICE:
F' U G est un sous-espace vectoriel de £ <— F C Gou G C F

Définition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On définit leur somme
F + G par
F+G={z+y|xzecFyeG}

Proposition: Avec les notations précédentes, F' 4+ G est le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant F'U G.

Preuve: — — Og=0g +0g € F4+G
~ ~~
EFr €G
— Soilentu e F+G,ve F+G,\peK
On pose
rzeF
u =+ Yy avec
yeG
F
v =a+ b avec @ e
beG

Donc,

Au+ pv = Mz +y) + pla +b)
= Az + \y + pa + pb
=X +pa)+Ay+ppe F+G
—_— ~——\—
€EF €G

Ainsi F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

— Soit z € FUG.
Si =
iz € F alors x r +0Og € F+G
SN le
Si =
iz€e€Galorsx= 0 + =z € F+G
€F €G

Donc, FUG C F+ G
— Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que FUG C H
eF
eqG

{xGFCFUGCH

Soit u € F'+ G. On pose u = x + y avec {:):
Yy

yeGCFUGCH

H est un sous-espace vectoriel de E donc =z +y € H.
On a montré que FF+ G C H

Définition: Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et (F;),; une famille quelconque non
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MP2I

vide de sous-espaces vectoriels de E. On définit Z F; par
i€l

ZFi = sz | (z3);er € H F;; (z;) presque nulle

el i€l i€l

Zzi | (x:) € HFi;{iEI\:ci7£OE} est fini

i€l i€l

Z F; est ’ensemble de sommes finies obtenues & partir d’éléments de H F;
iel i€l

EXEMPLE:

E=RF

Vi e N, F; = {z+ az’ | a € R}

Z F}; est ’ensemble des fonctions polynomiales
i€IN

espace vectoriel contenant leur réunion.

Proposition: Une somme quelconque de sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-

O

somme directe si
Vu€e F+G,3(z,y) e FxGu=x+y

Dans ce cas, ’espace F'+ G est noté F & G

Définition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont en

EXEMPLE:
E=R3
F={(z,0,2) | z € R}

G{<z,y,z>|(s>:{“y“:° }
y—2z=0

FoGg?

— (0,0,0) € Fcar 0 e R
u=(z,0,)

Soient z,y € R,
{v = (y,0,y)

Soient A\, p € R

Au A+ pv = A(z,0,0) + u(y, 0,y)
= (A, 0, \z) + (py, 0, y)
= (Az + py,0, Az + py) € F

Donc F' est un sous-espace vectoriel de F/
— (0,0,0) € G car (S) est homogéne
u=(x,y,2) € G
v=(a,b,c) €G
Soient A\, p € R
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Au+pv € G <= Az,y,2) + p(a,b,c) € G
<— (Az + pa,\y + pb, Az + pc) € G
(Ax 4+ pa) + (Ay + pb) + (Az+ pe) =0
(Ay + pb) — (A\z + pc) =0
AMz+y+z)+p(a+b+c)
Aly—2)+p(b—c)=0
=0 =0

0=0
A
{020

— Soit w € E. On pose w = (z,y, 2)

weEF+G < I(u,v) e FxGw=u+v
W= (xlzov xl) + (a7 b: C)
< 3x'6R,3(a,b,c)€R37 a+b+c=0
b—c=0
(z,9,2) = (a+2',b,c+ )
<:>3(J:',a,b,c)€]R4, a+b+c=0

b—c=0
at+2' =z
b=y
< 3(2,a,b,c) eR (S :{c+a' ==z
a+b+c=0
b—c=0

(S") est un systéme linéaire a 4 inconnues (', a, b, ¢), 5 équations, 3 paramétres (z,y, z)

b=y

c=Yy
() = Sa'=z—y

a=zrz—2+Yy

z+3y—2z=0

Si x + 3y — 2 # 0 alors (S’) n’a pas de solutions et donc w & F + G
Si x + 3y — 2z = 0 alors (S’) a une unique solution alors

(u,v) € F X G,w=u+v

On a montré que
F@G:{(r,y,z)eR3|:c+3y—z:0}

Proposition: Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vecto-
riels de E
F et G sont en somme directe si et seuelement si F NG = {0g}

Preuve: “ = ” On suppose la somme directe.
Soit z € FNG.
D’une part, 0 = O + Op
~— =~
eFr €qG
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D’autre part, O = \xfﬂr@
€F  ec
Par unicité, z = 0g
“ <= 7 On suppose FNG ={0g}
Soit x € F' 4+ G et on supoise que z a deux décompositions :

r=u-+v, u€e FvedG
z=u +v, W eEFVEQ
Dot, u—u =v" —v
u—u €F
v—v €G
Donc, u —u € FNG = {0g}
donc u —u' = 0g donc u =« donc v’ = v

Or,

REMARQUE:
Ce résultat est inutile pour I'instant (en I’absence d’arguments dimensionnels) pour prouver
un resultat de la forme E = F @& G

EXEMPLE:
E =R~
F={f € E|f paire} et F ={f € E| f impaire}
Prouvons que £ = F & G
Soit f € F'N G donc
Vo € R, f(—z) = f(z) = —f(=)
Donc
Vz € R, f(z) = —f(z)

et donc

Ve e R, f(z) =0
donc f =0g
Ainsi, la somme de F est G est directe

F+G=F&®G
Montrons que E = F + G. Soit f € E.

ANALYSE Soient g € G et g € F telles que

f=g9+h
Donc
g @) = 9@) + h@)
? eﬁ{(—w=—mm+hm>
et donc

Donc F+G=F&G.
SyNTHESE On pose

gio— L(f@) - f(~2))
R (@) + (o)

geEF
On vérifie que ¢ h € F

g+h=f
On a prouvé que £ = F 4+ G
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EXEMPLE:
E = #>(C)

Fzsxcy:{(z g\mhceﬁ}

E=FaG

Définition: Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. On dit que F' et G sont supplémen-
taires dans E si
E=F®G

en d’autres termes,
Ve e E,A(y,z) e FXG,z=y+=z

EXEMPLE:
E=R?
F={(z,y) e R* y=a}
G1A F
Ga

Gi®F=FetGa®dF=F
Soit (z,y) € E

(m,y) = (sz) + (O)y - :E)
S~ ——
er €Gqy

[Tty z+y n r+y r+vyY
N 2 7 2 2 7 2

EF €Go
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Définition: Soit (Fj);c; une famille non vide de sous-espaces vectoriels de (E, +, ).
On dit qu’ils sont en somme directe si

Vx € Z F;,3(z:)ier € H F; presque nulle telle que xz = sz
i€l i€l el

Dans ce cas, on écrit @ F; a la place de Z F;
i€l i€l

EXEMPLE:
E : I’espace des fonctions polynomiales

Vi e N,F; = {z — az’ | a € K}

E:@Fi

i€N
EXEMPLE:
E=R2?
G1A F
G2

F={(z,z) |z € R}
G={(0,z) |z € R}
F={(z,~2) |z € R}

On a FNGNH = {0g} mais leur somme n’est pas directe

Em €G €H
R N
(0,0) = (1,1) +(0,—-2) + (=1,1)
—— ——— N —

S €eG €H

3 Familles de vecteurs

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et A € Z(FE). Le sous-espace vectoriel
engendré par A est le plus petit sous espace vectoriel V de F tel que A C V.
On le note Vect(A)

EXEMPLE:
E un K-espace vectoriel.
— Vect ({0g}) = {0g}
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— Vect(E) = E
— Soit u € E\ {0g
Vect({u}) = {Au | A € K} = Ku
— Solent u,v € 3\ {0g}
Vect({u,v}) = {du+pv | (A, p) € K?} = Ku + Ko

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et u € E\{0g }. La droite (vectorielle)
engendrée par u est IKu = Vect(u) = Vect ({u}). Soit v € E. On dit que u et v sont
colinéaires si v € IKu. Si v n’est pas colinéaire a u alors, Vect(u,v) = Ku+Kv est appelé

plan (vectoriel) engendré par u et v.

EXEMPLE:
L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 est une

droite vectorielle.

L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 a coefficiants
constants est un plan vectoriel.

{y € F2(R) |y +y = 0} = Vect(cos, sin)

Proposition: Soit (e;);c; un famille non vide de vecteurs d’un K-espace vectoriel
(E,+,-). Alors,

Vect ((ei)ier)

Z)‘iei | (A\i)ier € KI et (\;) presque nulle
i€l

= Z]Kei

i€l

Preuve:
On pose F = Z]Kei
1l
F' est un sous espace vectoriel de E.

. 0 sit#j
Viel,e = Aje; ou \j =
‘ Z” / {1 sii=j
JeI
——
EF

= d;,j (symbole de Kronecker)

Soit G un sous espace vectoriel de F tel que

Viel,e €G
Soit u € F. Soit (\;);es une famille presque nulle de scalaires telle que u = Z Aie;
el

Soit {il,...,ik} = {Z el | i # 0]}(}

Donc,

k
w = Z /\ijeij cdG
=l ea
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Donc FF C G O

Définition: On dit que (e;);er est une famille génératrice de E si

E = Vect ((ei)ic1)

EXEMPLE:
E=R?
€1 = (17 Oa 1)
€2 = (07 1 1)
€3 (17 17 1)
€4 = (1707 0)
es = (07 1,2)

Soit (z,y,2) € R3. On cherche (M,...,A5) € R tels que

5
(B): (2,4,2) =) e
i=1

(B) <= (2,9,2) = (A1 4+ X3+ Xa, A2 + A3 + A5, A1 + A2 + A3 + 2)5)
>\1+>\3+=x
= St x|+ =y
[ |+ 22 + 23 + 225 =2
M=2—A — )3
= (A3 =y—Aa— X5
A =2— X2 — A3 —2X5

Par exemple, (A1 =z —y, A2 = 0,3 =y, \s = = — 2, A5 = 0) est solution

Donc
Vect(e1,e2,€3,€4,€5) = E

EXEMPLE:
E=R*

€1 = (1707 170)

ez = (0,1,0,1)

es =(1,1,1,1)

€4 = (1, 717 17 71)

es = (1,1,0,0)

Soit (z,y,2,t) € RY, (A1, A2, A3, A4, A5) € RP
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T=M+A3+ M+ X5
y=X+A3— A1+ A5
z=XM+A3+ N\
t=X+ A3 — X\

5
(E) (.’L’,y,Z,t) = Z)"Lez —
i=1

A5 = — 2

= As=y—t
g=lim=15
el M+ Xst+a=z

Ao+ A3 — =1t
As =2 — 2

— O=y—t—z+2z2
LyeLo—L1 | X\ 43+ =2
AMF+A3 =M=t

Par exemple; (1,0,0,0) ¢ Vect (e1, e2, €3, €4, €5)

Proposition: Soit (e;);c; une famille génératrice de E et (uj);cs une surfamille de
(e:);er constituée de vecteurs de E :

Viel,3j € J,e = uy

Alors, (uj);cs engendre E. O

Proposition: Soit (e;);cr une famille génératrice de E et ig € [

(ei)ier\{io} engendre B <= e;, € Vect ((6i)iel\{i0})

<= e;, est une combinaison linéaire des e; (i € I,i # i)

Prewve: “ => 7 E = Vect ((e;)ixi,) €t €i, € E
“ <= 7 Soit u € E. Soit (\;);er une famille presque nulle de scalaires telle que

W= Z Ai€;
el
Soit (14i)izi, une famille de scalaires telle que
€y = Z i€
ieI\{ip}
D’ou,
U = Ajy€iy + Z Aie;
i€I\{io}

= Xig Z ie; + Z Aie;
ieI\{io} i€I\{io}
= Z (Nigti + Xi) e
i€I\{io}
€ Vect ((ei)ser\fig})

251



15.3 Espaces vectoriels MP21

O
Proposition: Soit (e;);cr une famille génératrice de E, ig € I.
1. On pose u; = “ STl?élO ou X € K\ {0k}
Aej,  sinon
Alors, (u;);es engendre E
2. Soit v € Vect ((ei)iel\ {’LO})
On pose u; = “ S%Zim ou A € K\ {0k}
€j, +v  sinon
Alors, (u;);csr engendre E
Preuve: 1. Soit w € E. On pose
u = Z >\i€i
el
ot (A\;) € K! presque nulle
u= A€ + Z i€
i€I\{ip}
=XigA Mg+ Y Aus
i€I\{io}
€ Vect ((ui)ier)
2. Soit u=»_ \ie; € E
iel
u = Xig€ig + Z
i€l\{io}Xe;
=Xip (wig —0) + D Aius
i€I\{ip}
Or, v = Z [M5@g = Z wiw; ot (pi)ier € K! presque nulle
i€I\{ip} i€I\{ip}
Donc, u = X, + Z (A — Xig i) g € Vect ((ui)ier)
i€I\{io}
O
Définition: Soit (e;);cs une famille de vecteurs. On dit que (e;);es est libre si au-
cun vecteur de cette famille n’est une combinaison linéaire des autres vecteurs de cette
famille :
Vi€ I, e; € Vect ((ej)jel\{i})
On dit aussi que les e; sont linéairement indépendants
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Proposition:

(ei)ier est libre <= V(\;) € K’ presque nulle , Z)‘iei =0 = Viel,\; =0k

i€l
Preuve: ¢ = 7 Soit (\;) € K presque nulle. On suppose que
D Xiei =0g

el

On suppose aussi qu’il existe ig € I tel que \;, # Ok
On a alors

Nip€ig — — Z Aiei

i€I\{io}
Aig # Ok donc il a un inverse )\;01 donc
€ip = Z (7)\2')\;01> e; € Vect ((ei)iel\{io})
i€I\{ig}

une contradiction 4
“ <= 7 On suppose que (e;);cr n’est pas libre. On considére ig € I tel que e;, soit
une combinaison linéaire des e;,7 € I\ {io}

€y = Z Hi€q
ieI\{ig}

avec (fi)ier\{i,} famille presque nulle de scalaires.
Alors, 1ke;, — Z pie; = 0p Par hypothése
i€I\{ip}

1k =0k
Vi # ig, —pi = OK

une contradiction 4

EXEMPLE:

E = RR3 On pose {61 =110

ez = (1,0,1)
Soit (A1,A2) € R2.

Aer +Age2 =0 <= (A1 + A2, A1, A2) = (0,0,0)

AM+X=0
<~ A =0
Ao =0

<= A =X2=0
Donc, (e1,e2) est libre.

EXEMPLE:
E = ]R]R, e} = cos, ez = sin
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Soit (A1,A2) € R2.
Arer + Agep = 0p <= Vo € R, A1 cos(x) + Az sin(z) =0
{)\1 =0 (z=0)

A2 =0 (z =0 dans la dérivée)

Donc (e, e2) est libre.

Proposition: Soit (e;);cr une famille libre de E. Alors

Z ]Kei = EB]KeZ

i€l i€l
ie.
Yu € Z]Kei, () € K presque nulle telle que u = Z Aieq
il i€l
En d’autres termes, tout vecteur de E a au plus une décomposition en combinaisons

linéaires des e;,i € I

Preuve:
Soit u € Z Ke;
iel
On suppose que u a au plus 2 décompositions

u = Z)\iei = Zuiei

i€l iel
avec (A\;) et (u;) presque nulles.
Alors,
Og=u—u= ZAiei = Z#iei = Z(Az — pi)e;
i€l i€l i€l

Or, (ei)icr est libre donc
Vie I, \ip; =0k

Proposition: Soit (e;);cr une famille libre de E.
1. Toute sous famille de (e;) est encore libre

2. Soitu € E, & = (e; |1 € I)U{u}.
F est libre <= u & Vect(e; | i € I)

3. (a) Quand on remplace un vecteur e; par Ae; avec A # O, la famille obtenue est
libre.
(b) Quand on remplace un vecteur e; par v + e; avec v € Vect(e; | j # 1), la
famille obtenue est libre.

Définition: Soit (e;);c7 une famille de vecteurs de E. On dit que (e;) est une base de
E si c’est a la fois une famille libre et génératrice de E'; i.e. si

E:@]Kei

i€l
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i.e. si
Yu € E,3l(\;) € K! presque nulle telle que u = Z Aie;
iel

Dans ce cas, on dit que les \; sont les coordonnées de u dans la base (e;);er

EXEMPLE: 1. (1,%) est une base de C en tant que RR-espace vectoriel

2. (1) est une base de C en tant que C-espace vectoriel

3.
u=1+1
v=1—1
(u,v) est une R-base de C
En effet, soit z = a + ib € C avec (a,b) € R2. Soient A,y € R.
z=Au+p <= a+ib=A+p+i(A—p)
a=A+pu
b=A—p
P —2|— b
_a—b
=
AUTREMETHODE
(1,7) base
donc (1,1 + i) base
donc (1 — (1 +14),1+ 1) base
donc (—2i,1 + i) base
donc (1+4 — 2i,1+ i) base
donc (1 —4,1+14) base
ExeMmPLE (Bases canoniques): 1. La base canonique de K" est (e1,...,en) ou Vi,e; =
(0K, .-, 0K, 1k ,0K,- .., 0K) car
~~

en iémeposition
Vu € K", 3(z1,...,2n) € K", u= (z1,...,2n) = 21(1K, 0Kk, - - - , OK)
+12(0]K7 1k, .. 70]}{)

+ zn (0K, OK, - - -, 1K)

n
=> @i
=il

2. E l’ensemble des fonctions polynomiales de IK dans K a coefficiants dans K ou K est
infini.
La base canonique de E est (z +— z™), oy car

n

VP € E,3n € N,3(ao, ..., an) € K", Vz € K, P(z) = ) _ a;a’

3. E = Mnp(K)

La base canonique de E est (E; j)1<i<n O
1<j<p

. 5 k.l
Vi € IILTL]] ’Vj € lep]]aEiJ = <Ui,j)1$k§n
1<
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j
1
O co00000 Ok
Ei’j - 1k —1
O cosaaoo 0K
VA = (ai;) € Mnp, A= > ai;E;;
1<i<n
1<5<p
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CHAPITRE

16
DERIVATION

1 Définition et premiéres propriétés

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction définie sur un intervalle ouvert non vide I a valeurs
réelles.

f(@) = f(a)

r—a

Définition: Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si a une limite

qui est finie quand = — a.
Dans ce cas, cette limite est notée f'(a) et est appelée nombre dérivée de f en a
On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout a € I.

I — R . ,
“ f’(a) est la dérivée de f et est notée f

L’application

Proposition:

f est dérivable en a <= f a un développement limité d’ordre 1 au voisinage de a

Preuwve: “ = " f’(a) = lim f(@) ~ f(a)
donc M —_ f’(a)—f— ® (1)
T—a r—a

done f(z) - f(a) = (&~ @)f'(a) + e (z—a)
done f(z) = f(a) + (@~ @)f'(@) + e (x—a)

“ <=7 f(z)=ao+ai(z—a) +zga(x —a)
Alors, avec = a, ap = f(a) et donc

f@) = f(a) _ai(z—a)+e(z—a)

r—a r—a

=a1 +0(1) — a1 €R
Tr—a
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| -
‘ Proposition: Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
Preuve:
Vz, f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + 8 (@—a)
donc
lim f(z) = f(a) + f'(a) x 0+ 0 = f(a)
~
O

Proposition: Soient f et g dérivables en a
1. f+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢’(a)
2. f X g est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a)

3. Sig(a) # 0, alors / est dérivable en a et
g

£ Plagla) - Fla)d(a)
(E) (a) = (9(@)?

Preuve:
f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + o(z — a)
9(z) = g(a) + ¢'(a)(z — a) + o(z — a)
f(@) +g(x) = f(a) + g(a) + (z — a) (f'(a) + ¢’ (a)) +o(z — a)
S ——
(f+9) (a)
2.

f(z) x g(x) = f(a)g(a) + (z — a) (f(a)g'(a) + g(a) f'(a)) +o(z — a)
(f9)!(a)

3. On suppose g(a) # 0

S !
9(2)  g(a) + (z — a)g'(a) + o(z — a)
1
g(a) : 1+(xfa)gg/(<;)) + oz —a)
7i - x—aM o\Tr —a
=< (1-e-0f G ree-a)
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16.2 Dérivation
D’ou,
f@ 1 (L F@d@ Y
FEREC) (f(a”(’” N T ”)) (z—a)
i@ @@+ @) |
=) TE@Y (9(@) =)

Proposition: Soit f dérivable en a et g dérivable en f(a). Alors, f o g est dérivable

en a et

(go ) (a) =g (f(a)f'(a)

Preuve:

{w, f@) =f@)+@-af @+ o (@—a)
Yy, 9(y) = g(f(a)) + (y = f(a))g'(f(a)) + yJ}<a>(y — f(a))
Donc,
9(f (@) = 9((@)) + (f(@) — F(@)g (f(@)) + s _(f(x) = (a)) car f est continue en a
= 9(f(@) + @ - a)f (@g (f@) + s (z-a)f' @+ s (v-a))
= 9(f(@) + (@ — a)f (@) (f(@) + s (v —a)

On suppose que f est bijective dérivable en a et f’(a) # 0. Si f~1 est

Proposition:
continue, alors f~! est dérivable en f(a) et
_1y/ 1

(F71) (fla) = @
Preuve:
Vy # f(a) on pose z = f~(y).
y—— f(a) et z ———— a

T—a y—f(a)
- U@) _ w—a 1 1
v— 1@ f@—f@  I@I@ we 7la)

2 Théoréme de Rolle et accroissements finis

Théoréme (Théoréme de Rolle): Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable

sur ]a, b[. On suppose que f(a) = f(b).
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16.2 Dérivation MP2I

Alors,
Jc €la, b], f'(c) =0
' '
I I
[ \\/
L L >
Preuve:
f est continue sur le segment [a, b]. On pose
= e
m= fg}g]l(f)
Cas 1
Je €la, b[, M = f(c)
fl(c)— lim M 200ar‘v’x<c7{f(x)f(c)<0
T—cC r—c )
_lm,ﬂ@—fﬁﬂSOCmvx>Q{fm)—f@)<o
Donc, f'(c) =0
Cas 2
Je €la, bl,m = f(c)
f'(c) = lim <0 car Vo < C{f(x) —fle 20
xzm rz—c<O0
o S@ 1O
x;)c r—c
Donc f/(c) =0
Cas 3
Ve €]a, b, f(c) & {m, M}
Alors

{Me{ﬂ@J@H
m e {f(a), f(b)}

Or, f(a) = f(b) donc M = m donc f est constante donc

Vz € [a,b], f/(z) =0

Définition: On dit que f présente un maximum local en a s’il existe n > 0 tel que

Vz €la —n,a+ [, f(z) < f(a)
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et un minimum local en a s’il existe n > 0 tel que

Vz €la —n,a+ [, f(z) = f(a)

Un extremum local est un minimum local ou un maximum local.

Proposition: Soit a € I tel que f(a) est un extremum local de f ou f est dérivable
en a. Alors, f'(a) =0 O

Définition: Soit f dérivable et a € I. On dit que a est un point critique de f si
f(a) = 0. On dit que f(a) est une valeur critique.

EXEMPLE:

z - xd
£/(0) = 0 mais 0 n’est pas un extremum local

Théoréme (Théoréme des accroissements finis):  Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b]
et dérivable sur ]a, bl.
Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que
f(b) — f(a
( l)) ( ) — f/(c)
—a
A
|
|
| |
| |
|
: \ |
| | |
. : —
a @ b
Preuve:
o _ 0~ i)
n pose T = ————=

b—a

g:x+— f(x) — Ta continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[.

g(a) —g(b) = f(a) = f(b) —7(a—b) =0

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que g’ (c) = 0.

vz, g'(z) = f'(z) — 7
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Donc, f'(c) =T O

Proposition: Soit f: I — R dérivable avec I un intervalle non vide.
1. f est croissante sur I <= Vz €I, f'(z) >0
2. f est décroissante sur I <= Vz € I, f'(z) <0
3. Vz €I, f'(z) >0 = f strictement croissante
4. Ve €1, f'(x) <0 = f strictement décroissante
5. f constante <= Vz € I, f'(z) =0

Preuve: 1. “ = 7 On suppose [ croissante.

Soit x € I.
f’(ac) — Lim fy) — f(z)

y—r W = @B

Or, Yy, f(y) — f(z) et y — x sont de méme signe donc W = f@) > 0.
y—z
Et donc f/(z) > 0.
“ <= 7 On suppose que
Vo e, f'(z) >0

Soit (a,b) € I%. On suppose que a < b.

f est continue sur [a, b]

f est dérivable sur ]a, b[

donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b] tel que

fla) = f(b) = f'(c) (a—b) <O
—

>0 <0
done f(a) < ()
Donc f est croissante.
On procéde de la méme maniére pour les autres propositions O

Théoréme (Théoréme de la limite de la dérivée): Soit f : I — R continue (sur I),
a € I. On suppose f dérivable sur I'\ {a} et que lim f/(z) existe.
#

Alors,
J(@) — f(a)

r—a

— lim f(a)

T—ra T—a

Preuve: -
On pose £ = lim f'(z) € R.

#
Soit x € I'\ {a}.
f est continue sur I donc sur [a,z] si x > a et sur [z,a] siz < a
f est dérivable sur I\ {a} donc sur ]a,z[ si © > a et sur |z,a[ siz < a
D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢z €]a, z[U]z, af tel que

f(z) — f(a)

T —

= f/(cx)

— Ver<a,onaz<cy<a
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Par encadrement, c; —— a
r—a

— Vz >a,onazx>cy >a
Par encadrement, c; —— a
Tr—ra
>
Donc,
lim ¢, = a
r—a

donc
7
Flea) o £

(compositions des limites)

Proposition: Soit f: I — R dérivable. On suppose qu’il existe M € R tel que
Vo e L, |f'(z)| < M

Alors f est M-lipschitzienne sur I.

Preuve:
Soient (a,b) € I2.
D’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € I tel que

fla) = f(b) = f'(c)(a—b)
donc

|f(a) = f®) = [f' ()| la —b]
< Mla—b|

3 Dérivées n-iémes

M la fonction f'.

dérivable une fois. Dans ce cas, f(") = (f("fl))’.

Définition: On dit que f est une fois dérivable si f est dérivable. Dans ce cas, on note

Pour n € IN4, on dit que f est dérivable n fois si f est dérivable n — 1 fois et f(”_l) est

REMARQUE (Convention):

fO =y

Définition: f est de classe € si f est dérivables n fois et f<") est continue.

Proposition: Soit f dérivable n fois et k < n.

n—k
Alors f est dérivables k fois et f<"> = <f<k)>< )
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Proposition: Soit f et g deux fonctions dérivables n fois en a.
Alors, f + g est dérivable n fois en a et

(f +9)™ (@) = f™(a) + ¢ (a)

Si f et g sont de classe €, alors, f + g est de classe €™

Preuve (Récurrence immédiate sur n ):

Proposition (Leibniz): Soient f et g dérivables n fois en a. Alors, f X g est dérivables
n fois en a. et

(%) : (f x 9)™(a) = > (:)f(n)(a)g(n—k)(a)
k=0

Si f et g sont de classe €™ alors f X g est de classe €.

Preuve (par récurrence sur n ): — Soient f et g deux fonctions

(f x9)? (@) = (f x 9) (a) = J(@)g(a)
et
2 /0
> ()P @9 M@ = £V (a)g™ () = f(a)g(a)
k=0

— Soit n € IN. On suppose (x) vraie quelles que soient les fonctions f et g dérivables

n fois en a.
Soient f et g dérivables n — 1 fois en a. En particulier, elles sont dérivables n fois

en a. Donc

(f x 9)™(a) = Z (Z) 7% (2)g(=*) (a)

k=0

I () est dérivables en a
Vk € [0,n], {g("_k)

est dérivables en a

Donc, (f x g)(™ est dérivable en a donc f X g est dérivables n + 1 fois en a.

(7 x 9@ = 3 (1) (£ (@)™ (@) + 79 (a)g "+ (@)

= Z <k i 1)f(k)( ) X g(n7k+1)(a) + Z (Z) f<k)(a)g("’k+1)(a)
k=1 =

=> (” ;L 1)f(k)(a)g(n+1—k) + £t (a)g(a) + f(a)g™ T (a)
k=1

= n+1 (n ;r l)f(k>(a)g("+1—k)(a)
k=0
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Proposition: Soient f et g dérivables n fois (resp. de classe €™). On suppose g(a) # 0.

Alors, ! est dérivables n fois (resp. €"*) en a.

Preuve (par récurrence sur n):
Le résultat est vrai pour n =0 et n = 1.

Soit n € IN tel que pour toutes fonctions f et g dérivables n fois en a avec g(a) # 0, =
g

est aussi dérivables n fois en a.
Soient f et g dérivables n + 1 fois en a telles que g(a) # 0. Alors, i dérivable en a. et
g

(j)’m):fTMQW)*fWMTM
g

— £’ est dérivables n fois en a
— g est dérivables n fois en a
— f est dérivables n fois en a
— ¢’ est dérivables n fois en a
Donc, f' X g— f X g’ et g° sont dérivables n fois en a et g(a)2 #0
. . ) f'xg—fxg - )
D’aprés I’hypothése de récurrence, ———5  est dérivable n fois en a donc ;

g
dérivable n + 1 fois en a O

Proposition: Soit f dérivable n fois en a et g dérivable n fois en f(a) (resp. f et g

de classe ™).
Alors, g o f est dérivable n fois en a (resp. de classe ™).

Preuve (similaire a la précédente):

Définition: On dit que f est de classe ¥ si f est de classe €™ pour tout n € IN, i.e.
f est dérivable une infinité de fois.

Proposition (formule de Taylor avec reste intégral): Soit f : I — R de classe #" !
et a € I. Alors

() Vaelf Zn:f()(a) 0 + [Tt a
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Preuve (par récurrence sur n): — Soit f: I — R de classe €' et a € I. Soit = € I.

0 (k) (q 2 z —t)° *
> 06wyt [T 00 = s+ [Trw @
= | a ! a

= f(a) + f(z) — f(a)
= f(=z)

— Soit n € IN tel que (%) est vraie pour toute fonction f de classe ¢t sur I 5 a.
Soit f de classe €™ 2. Alors, f est de classe €™ donc

Vo € I, f(=x Z —a)* + /z f<"+1>(t)(x;7f)n dt

PN ) s

u: -

Soit € I. On pose (n+1)!
v = frtD)

Les fonctions u et v sont de classe ¢! donc

/m o (D)o(t) dt = [u(t)o(t)]° — /m w(tW! (t) dt

donc
/ FOHD () [ (z —t)ntt FtD (¢ ] / F+2) (3 (I—t)”H o
(n+1)! n+1)!
w f T " " n+1
ZT z—a)k+((%l)f< =i +/ 1 +2)(t)((+) dt

Proposition (Inégalité de Taylor-Lagrange): Soit f : I — R de classe ¢"tlet M eR
tel que
Vrel, ’f("+1)(z)‘ <M

Alors, pour tout a € I,

o n+1
Vx eI, f(k)(a) < I-Z’ a|
= (n+1)!
Preuve:
D’apreés la formule de Taylor avec reste intégral,
Vz € I,|f(z) — Z f*®(a ’ / £ @) ) dt‘
<[ f(n+1>‘ (t)u dt
- n
— @
|z — | dt’
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On suppose = > a.

=M@,
’f(:v) gik! (z —a) (n+ D)

(z —a)*t?!
(n+1)!

On suppose = < a.

) (a)
rl

z—a)k

a o n
gM/ELjLﬁ
o n!

<[],

(@=2)™*1 _  Je—a"t!

(n+1)! (n+1)!

n oo
Pm—zf
k=0

EXEMPLE:
] : - Ik
Vr e R,e®* = lim —
n—+oo i k!

On pose

fR—R
T — e”

. Soit n € N et a = 0.
f est de classe ¢! sur R. Soit « € RT et I = [0, x]

vt € I, ’f(”+1)(t)‘ =|e*| =€’ < e”

n tk tn+1
Vtel, eth— <er— — 0
k! (n+1)! n—=+too
k=0
donc
Vtel, lim Z o =e
k=0
donc .
e’ = lim £
n—+oco k!
EXERCICE:
n k+1
-1
Montrer que In2 = lim Z L
n—-+oo i k

4 Fonctions a valeurs complexes

a2 AL _tn+1 z
gM/EigLﬂ:MPszﬁ
@ n! o

Définition: Soient f: I — C, (I intervalle de R) et a € I.
1@~ @) ¢

f est dérivable en a si lim
- r—ra T —a
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Proposition:
f est dérivable en a <= Re(f) et IJm(f) sont dérivables en a

Dans ce cas, f'(a) = Re(f) (a) +iIm(f)’ (a) O

Proposition: La somme, le produit, de fonctions dérivables sont dérivables; le quo-
tient également si le dénominateur ne s’annule pas. O

Proposition: idem avec les dérivées n-iémes O

REMARQUE (Attention A\ ):
Le théoréme de Rolle n’est plus vraie.

JmA

f:R—C

t—s et

f(0)=f@m) =1
f est continue sur [0, 27| et dérivable sur ]0, 27|

vt, f1(t) = it #£0

Proposition: La formule de Taylor avec reste intégral et I’inégalité de Taylor-Lagrange
sont aussi vrais dans C. O
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17
DIMENSION FINIE

Définition: Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie si £ a
au moins une famille génératrice finie. On dit que E est de dimension infinie sinon.

Théoréme (Théoréme de la base extraite): Soit £ un K-espace vectoriel non nul de
dimension finie. Soit ¢ une famille génératrice finie de E. Alors, il existe une base # de
& telle que Z C 9.

Preuve (par récurrence sur #G = Card(G)): — Soit E un K-espace vectoriel non nul
engendré par 4 = (u).
Siu=0g, alors E = {0g} : une contradiction ¢
Donc u # O donc (u) est libre. En effet,

VAeK,\u=0g = \=0g

Donc ¢4 est une base de E.

— Soit n € IN«. Soit E un K-espace vectoriel. On suppose que si E a une famille
génératrice constituée de n vecteurs, alors on peut extraire de cette famille une
base de E.

Soit ¢ une famille génératrice de E avec n + 1 vecteurs.

Si & est libre, alors ¢4 est une base de E.

Si & n’est pas libre, alors il existe u € ¥ tel que u € Vect(¥ \ {u})

Donc ¢ \ {u} engendre E. Or, 4 \ {u} posséde n vecteurs. D’aprés I’hypothése
de récurrence, il existe une base # de E telle que

BCG\{u} CY

Corollaire: Tout espace de dimension finie a une base. O
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Théoréme (Théoréme de la base incompléte): Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie, ¥ une famille génératrice finie de E. ¥ une famille libre de E. Alors, il
existe une base # de E telle que

L CBet B\LCY

Preuve (par récurrence sur #(4 \ .£)): — Avec les notations précédentes, on sup-
pose que ¥\ & # &
Yu e, uel
Donc ¢ C .2 donc .Z est génératrice donc .Z est une base de E. On pose # = .2

et alors
L CHhBet B\NL=0CY

— Soit n € IN. On suppose que si 4 est génératrice et £ libre avec #(4 \ £) =n
alors il existe une base % de E telle que

LCRBtB\LCY

Soient a présent ¢ une famille génératrice de E et £ une famille libre de E telles
que #(¥\.L)=n+1>0
Si . engendre E, alors .Z est une base de E. On pose # = £ et on a bien

L CHBet B\NL=0CY
On suppose que .Z n’engendre pas E. Il existe u € 4 tel que u & Tf) (car sinon,
4 C Vect(Z) et donc Vect(¥) C Vect(.L)
—_——  ——
=FE CE
Donc £ U {u} est libre. On pose ¢’ = £ U {u}

I\ZL' =9\ (LU{u}) =@\ 2)\{u}

donc #(9\ L )=n+1—-1=n
D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe % une base de E telle que

LCL CBet B\NYL CY

B\L=B\L'U0 {u}
——
c¥ C% car ue¥Y
OnaAB\ZLCY

Théoréme: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E
ont le méme cardinal.

Preuve:
Soit ¢ une famille génératrice finie de E et £ C ¢ une base de E. On note n = #%
Soit %’ une base de E. On pose p = n — #(% N %’). Montrons par récurrence sur p que
HB=H#B
— On suppose que p = 0. Alors, #(ZNH') =n
Or, # NP C % donc BNAB =% donc B C A et donc B =%’
— Soit p € IN. On suppose que si %’ est une base de E telle que n — #(#N%’) = p,
alors #%' =n
Aoit %' une base de F telle que n — #(#N%')=p+1>0
Donc Z N % # A. Soit u € #' \ #B. D’aprés le lemme d’échange, il existe
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v € B\ B tel que B\ {u}U{v} est une base de E. On pose "' = %'\ {u}U{v}

B'NB=((#\{u}) NB)U{v}
= (%' nA)u {v}

donc,

n—#AB' NB)=n—(#B NB)+1)

=p+1-1
=P
D’aprés ’hypothése de récurrence,
4B =n
Or, #%B" = #%
O
Lemme: Soient Z et &’ deux bases de E telles que 8 C #’. Alors, B = %'.
Preuve:
On suppose B’ # . Soit u € '\ B u € E = Vect(#) donc % U {u} n’est pas libre.
Donc Z U {u} C #' et %' est libre donc Z U {u} est libre : une contradiction 4 O

Lemme (Lemme d’échange): Soient %1 et %2 deux bases de E et u € %1 \ HBs. Alors,
il existe v € Ay tel que (A1 \ {u}) U {v} soit une base de E.

Preuve (1"¢ méthode):
On suppose que pout tout v € Ha, (%1 \ {u})U{v} n’est pas une base de E Soit v € Hs.
— Supposons (%1 \ {u})U{v} non libre. %1 \ {u} est libre. Donc v € Vect(#1 \ {u})
— Supposons (%1 \{u})U{v} non génératrice. Comme %, engendre E, u & Vect(%H1\
{v}). On suppose que % # Bo. Yv € Bo \ %1, Vect(B1 \ {v}) = Vect(%1) =
E > u donc, (% \ {u}) U{v} engendre E et donc

v € Vect(%1 \ {u})

On a aussi
Yv € Pgl \ {’U,},’l} € VeCt(E%l \ {’lL})

Comme u € s, on a
Yv € Ba,v € Vect(#1 \ {u})

docn
E = Vect(#B2) C Vect(% \ {u})

donc % \ {u} engendre E donc % \ {u} est une base de E. Or, %; \ {u} C %1,
donc %1 \ {u} = %
O
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Preuve (2°9° méthode):

On suppose que pout tout v € %2, (%1 \ {u}) U {v} n’est pas une base de E
— Comme u € $; \ B2, nécéssairement %1 # Bs donc By ¢ %1, donc B\ %1 # O
— Soit v € B2 \ H1. 1l existe (Aw)wem, une famille de scalaires presque nulle telle

que
v = Z AwW — g + + Z AwW
wER weHB1\{u}

Si Ay # 0p, alors

u = A;l v — Z AwW
weAB1\{u}

€ Vect(#1 \ {u} Uv)

donc %1 C Vect(%#1 \ {u} U {v})

et donc E C Vect(#1 \ {u} U {v})

et donc % \ {u} U {v} engendre E

donc % \ {u} U {v} n’est pas libre

donc v € Vect(% \ {u}) (car %1 \ {u} est libre
donc A\, =0 4

Donc, Ay = Ok, docn v € Vect(# \ {u})

On vient de prouver que
PBo \ $B1 C Vect(%1 \ {u})
P11\ {u} C Vect(#1 \ {u})

Comme u & Ao,
By C Vect($1 \ {u})

donc
E = Vect(%2) C Vect(#1 \ {u})

donc % \ {u} engendre E. Donc, % \ {u} est une base de E.
Or, %1 \ {u} C %1, donc % \ {u} = %1

Définition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal commun a
toutes les bases de E est appelé dimension de E est notée dim(E) ou dimg (F)

C’est donc aussi le nombre de coordonnées de n’importe quel vecteur dans n’importe
quelle base.

ExemprLE: 1. dimg(C) = 2 et dim¢(C) =1
2. dimg(K") =n
3. dimg (An,p(K)) = np

Corollaire: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, . une famille libre de
E, 4 une famille génératrice de E. On note n = dim(E)

1. #9 >net (#9 =n —> ¥ est une base de E)
2. #ZL <net(#ZL=n = £ est une base de E)
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17.0 Dimension finie MP2I

Corollaire: RT est de dimension infinie. Vi € N,e; : x>z
(ei)ien est libre dans RE

Proposition: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E' X F'
est de dimension finie et dim(FE x F) = dim(FE) + dim(F)

Preuve:
Soit (e1,...,en) une base de E, (f1,..., fp) une base de F'. On pose

ur = (e1,0p)
up = (e2,0p)
Un = (en7 OF)
unt1 = (Og,f1)
unt2 = (0g, f2)
untp = (0, fp)

Soit (z,y) € E X F.

i=1 j=1

n P
{H(ml,...,zn) e K"z = Zzieﬂ(yl,...,yn) ceK" z= Zyjfj

n
(z,y) = <Z$ieivzyjfj>
i=1 i=1
n p
= ai(ei +0r) + > 405, f;)
i=1 j=1
n P
= szuz + Z YjUn+j
i=1 j=1
Donc, E x F = Vect(u1,...,uptp) donc E X F est de dimension finie.
Soit (A1, ..., Antp) € K" P tel que
n+p
(*): > Mup =0pxr = (0m,0F)
k=1

n P
(*) <= > Mler,0r)+ > M(0B, fo—n) = (0g,0r)

k=1 k=n+1
n
Z Axer =0g
= {5
> Mefeen=0r
k=n+1
Vk € [1,n], A = 0K (car (e1,...,en) est libre)
Vk € n+1,n+p],\k =0 (car (fi,...,fn) est libre)
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Donc (u1,...,Un+tp) est une base de E X F. Donc, dim(E X F') = n + p = dim(E) +
dim(F) O

REMARQUE (Convention):

dim ({0g}) =0

Théoréme: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vecto-
riel de E. Alors, F est de dimension finie et dim(F') < dim(E)
Si dim(F) = dim(E), alors F = E

Preuve:
On considére

A = {k € IN | il existe une famille libre de F' & k éléments}

On suppose F # {0g}.

— Soit u € F\ {0g}. (u) est libre donc 1 € A et donc A # &

— Soit .Z une famille libre de F. Alors, .£ est une famille libre de E
donc #.¥ < dim(F)
Donc A est majorée par dim(E)
On en déduit que A a un plus grand élément p.

— Soit .Z une famille libre de F' avec p éléments.
Si.Z n’engendre pas F, alors il existe u € F' tel que u ¢ Vect(.Z) et donc L U{u}
est une famille libre de F', donc p+ 1 € A en contradiction avec la maximalité de
D.
Donc .Z est une base de F' donc F est de dimension finie et dim(F) = p < dim(F)

Soit Z une base de F. Alors, 4 est aussi une famille de libre de de E. Donc #% < dim(FE)
donc dim(F') = dim(E)
Si dim(F) = dim(FE), alors % est une base de F, et donc F = Vect(%#) = FE O

Proposition (Formule de Grassmann): Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, F' et G deux sous-espace vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Preuve:

Soit (e1,...,ep) une base de FNG. (e1,...,ep) est une famille libre de F.

On compléte (e1,...,ep) en une base (e1,...,ep,u1,...,uq) de F.

De méme, on compléte (e1,...,ep) en une base (e1,...,ep,v1,...,v,) de G.

On pose # = (e1,...,€p,Ul,...,Uq, V1,...,Vr). Montrons que # est une base de ' + G

— Soitu € F+G
veF

On pose u = v + w avec
P {wEG

P q
On pose v = Z)‘iei +Z,u¢ui avec (A1, .-, Ap, f11, -+ -, Ag) € KPTY

=il i=1

14 T
On pose aussi w = E Nei + E v;jvj avec (M, - .,)\;), Vly...,Vr) € KPt"
i=1 =1
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D’ou,
P q 7
u= Z()\Z + \)e; + Z Hiuj + Z Vv € Vect(A)
i=1 j=1 k=1
— i p+q+r
Soient (A1,...,Ap, H1,- -\ Hg, V1,--.,0r) €K .
On suppose
P q 7
(*) D Nei+ Y mjuj+ Y vkvp =0p
i=1 j=1 k=1
D’ou,
P q 7
DoNiei D mug == > vk
i=1 j=1 k=1
—_———
EF €eqG
Donc,
P q
f:Z)\iei—&-Zujuj eFNG
i=1 j=1
Comme (eq,...,ep) est une base de FNG, 3(\],.. .,)\;,) € K? tel que
P P q
= Z)\;ei = Z}\gei + ZO]KU,J‘
i=1 i=1 j=1
Comme (e1,...,€p,u1,...,uq) est une base de F,
Vk € [1,4], p; = Ok
De méme,

Vk € [[1,7’]],Vk =0k

On remplace dans (x) pour trouver

P
Z )\iei = OE
i=1

Comme (e, ...,ep) est libre,

Donc £ est libre.
Donc,

dim(F+G)=p+q+r
=+ta+@+r)-p
= dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G)

Corollaire: Avec les hypothése précédentes,

FNG={0g}

E=F&G < {dim(E) = dim(F) + dim(G)

Preuwve: “ =" On suppose E=F @G
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Comme la somme est directe, F NG = {0g}
dim(F) = dim(F)
= dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G)
= dim(F) + dim(G)
“ <=7 On suppose FNG = {0g} et dim(E) = dim(F') + dim(G).
On sait déjaque F+G=F & G
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(E)
Donc F+G=E
O
Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit 8 = (e1,...,¢en)

une base de F'. L’application
K" —F

n
(Al,...,/\n) — Z)\iei
p=1l

est bijective.
Si K est infini, K™ aussi et donc F' aussi.
Si #K =p € N,

#K" =p"

Il
#F
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CHAPITRE

18
POLYNOMES FORMELS

Dans ce chapitre, K désigne un corps

1 Définition

Définition: — Un polynéme & coefficients dans K est une suite presque nulle de

]K]N

— Le polynéme nul, noté 0 est la suite nulle.

— Soit P = (an)nen un polyndéme non nul.
{n € N | a,, # Ok} est non-vide et majoré. Le degré de P est max{n € IN | a,, #
Ok}, et on le note deg(P) et ageg(py est le coefficient dominant de P, il est noté

dom(P).

— Le degré du polynoéme nul est —oo

Proposition — Définition: Soient P = (an)nen €t @ = (bn)nen deux polyndmes a
coefficients dans K. Alors, P+ Q = (an + bn), ¢y est un polynéme appelé somme de P

et Q.

Preuve:
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On pose N = max (N1, N2) donc
Vn > N,anp +b,=04+0=0

donc P + @ est une suite presque nulle. O

Proposition — Définition: Soient P = (an)nen €t @ = (bn)nen deux polynémes a
coefficients dans IK. On pose

n
Vn € N,cn, = Z apbn, K
k=0

La suite (cn)nen est presque nulle. Ce polynome est appelé produit de P et @ et noté
PQ.

Preuve:

dN1 € N,Vn > Ny,an, =0
dN2 € IN,Vn > Na,b, =0

On pose N = N1 + N2

n N1 n
Vn 2> N,cn = Z apbp—k = Z agbn—k + Z apbn—k
k=0 k=0 k=Ny+1

n
Vk > N1+ 1, ap = 0 donc Z apby_ =0
k=N;+1
Ve < Ni,b—k >n— N1 > N1 + N2 — N1 > Na donc Vk < Ni,b,_; = 0 et donc

Ny
> agbp_k =0
=)

Donc

ReEMARQUE (Notation):
Soit P = (@n)nenN, un polynome a coefficients dans K et A € K. Le polynéome (Aan)nen est
noté AP

REMARQUE (Notation):
On pose X = (0K, 1k, 0K, - -.) = (01,n)nenN

EXEMPLE:

X2 =XX
=(0x0,0x14+1x0,0x0+1x1+4+0x0,0,...)
=(0,0,1,0,...)
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Théoréme: Soit P = (an)nen un polyndme non nul & coefficients dans K. Alors

n
P=>Y arX" oun=deg(P)et X°=(1,0,...)
k=0

Preuve:

1 in=k
Pour k € N, 2(n) : “xk = ((Sk,n)E]N77 ou 6k,n - { i

0 sin#k

— do.n = (1,0,...) = X% donc 2(0) est vrai
— Soit k € IN. On suppose Z(k) vraie.

Xkl = X% X = (cp)nen

ou

n
Vn € Nyen = ) 6k,j81,n—;
=0

Donc, pour tout n € IN et pour tout j € [0, n]

k=j
l=n—j

I8 = 4
<~
n=k+1

Vj € [0,n] . 0k,501,n—; =0

(5}67]‘51,”,]' 750 <~ {

Donc, si n # k + 1, alors

et donc ¢, =0
k+1

Ckt1 = Zék,jél,jJrlfj =0p,k01,1 =1
i=0

Donc
Vn € N, cn = Ski1,n

donc Z(k + 1) est vraie
Ainsi, Z(k) est vraie pour tout k& € IN. Soit P = (ao,...,an,0,...) un polynéome de
degré n.

n
> arX® =a0(1,0,0,0,...)
k=0

+a1(0,1,0,0,...)
+a2(0,0,1,0,...)

+an(0,...,0,1,0,...)
= (ag,a1,...,an,0,...)
= /2

REMARQUE (Notation):
On note K[X] I’ensemble des polynémes a coefficients dans K dont I'indéterminée (0, 1,0,...)
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est notée X.

Proposition: (]K[X], +, X, ) est une K-algébre commutative i.e.

1. (K[X],+, x) est un anneau commutatif

2. (]K[X], —+, ) est un K-espace vectoriel
3. VAEK,Y(P,Q) € (KIX)ZA- (PxQ) =(\-P)xQ=Px (A Q)

Preuve: 1. (K[X],+) est un groupe abélien car (K[X], +, -) est un K-espace vectoriel

— XY =(1,0,...) est le neutre de x
En effet, VP = (an)nen € K[X], en posant (¢n)nenx = PXY on a

n
Vn € N, ¢, = E a0k n—k = Q,
k=0

donc PX° =P
— X est commutative : VP = (an)nen € K[X],VQ = (bn)nen € K[X], on pose
R = (cn)nen = PQ, S = (dn)nen = QP alors

donc PQ = QP

— Soient
P = (an)nen € K[X]
Q= (bn)nelN € ]K[X}
R = (cn)nen € K[X]
On pose

(dn)nelN =PQ
(en)new = SR = (PQ)R
(fn)nEIN =QR
(9n)new = PU = P(QR)

< T H®
Il
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Donc,

n
Vn € N,e, = Z diCn_k
k=0

k
Zajbk—j Cn—k
o \j=

ajbg_jcn_g

[
NE

k

()
(=}

[
WE

<
I
<)
>
I

[
Pjs
1=

bp—jcn—k
Pt

<.
Il
=
Il

.S

3
d

beCrn—j—¢ (t=k—j)
0

I
]z
=}
<.

<
Il
<)
o~
Il

[
WE

ajfn—j

<.
Il
<)

I
Q
3

Donc T'=V
— Soient P = (an)nen, @ = (bn)nen, R = (Cn)nen trois polyndémes et P(Q +
R) = (dn)nen et PQ + PR = (én)nen-

n

Vn € N,dn =) ak(bnk + cn—k)

k=0
n n

= E agby—k + E agCn—k
k=0 k=0

=en

Donc, (K[X],+, X) est un anneau commutatif
2. K[X] c KN
(]K]N, +, ) est un K-espace vectoriel. D’aprés la propriété précédente,

K[X] = Vect ((X" | n € IN))

donc K[X] est un sous-espace vectoriel de KN

3. Soit A € K, P = (an)nen; @ = (bn)nen deux polynémes. On pose (cn)nen =
PQ, R = (dn)nen = MPQ),S = (en)nen = (AP)Q, T = (fn)nen = P(AQ).

Vn € N,dn =Acn =AY agbn_g
k=0

= (Aag)bn_k =en

0

>
Il

[
M=

ag ()‘bnfk) = fn

>
Il

0
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REMARQUE:
(Mn(K),+, X, ) est une K-algébre non commutative (si n > 1)

K — KX]

A o AXO est un morphisme d’algébre injectif, i.e.

Proposition: i:

i+ ) = i(0) + i(u)

VA e K, {i(A cp) = i(A) X i(p)

et ¢ est injective.

REMARQUE (Notation):
On identifie A € K avec A X© € K[X]. Ainsi, on peut écrire X° = 1, on peut écrire 2+ X +3X2
au lieu de 2X° + X + 3X?

Proposition: Soient P,Q € K[X]

— deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q))
— Si deg(P) # deg(Q), alors

— deg(P + Q) = max (deg(P), deg(Q))

dom(P) si deg(P) > deg(Q)

dom(Q) si deg(P) < deg(Q)

— Si deg(P) = deg(Q) et dom(P) + dom(Q) # 0,

deg(P + Q) = deg(P) = deg(Q)

dom(P 4 Q) = dom(P) + dom(Q)

— Si deg(P) = deg(Q) et deg(P) + deg(Q) = 0, alors deg(P + Q) < deg(P)

— dom(P + Q) =

alors

Preuve: — Si P =0, alors deg(P + Q) = deg(Q) et donc max (deg(P),deg(Q)) =
max ( — oo, deg(Q))
On a bien deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q))
— De méme avec Q =0
— On suppose P #0et Q #0
P

P= Zaka p = deg(P)
On pose kjo
Q=> bX" g=deg(Q)

k=0
On peut supposer p > q. On pose bg11 =...=bp, =0sip>gq

P
Ainsi, Q = > bp X*
k=0

P
P+Q= Z(ak + b)) X* donc deg(P + Q) < p et p = max (deg(P), deg(Q))
k=0
dom(P) sip>q
De plus, ap + b, = ¢ #0
dom(P) + dom(Q) si p =gq

Proposition: Soient P,Q € K[X]. Alors

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
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Preuve:
Si P ou @ est nul, alors la formule est vraie car

deg(PQ) = —o0

cste — oo = —oo
deg(P) + deg(Q) = ¢ —o0 + cste = —o0
—00 — 00 = —00

P q
On suppose P # 0 et Q # 0. On pose P = Zaka avec ap #0 et Q = Zkak avec

k=0 k=0
by # 0

q
PQ = <Z aka> < ng’3>
k=0 £=0

q
Z akngk’"'Z
04=0

[
M'U

k

donc deg(PQ) < p+ g et le coefficient devant XPT7 est apby # 0 (car K est intégre)
donc deg(PQ) =p+q O

2 Evaluation

n
Définition: Soit A une K-algébre et P € IK[X]. On pose P = Z er X", Soit a € A.
k=0
On pose

n
P(a) = Z epak
k=0

=eplg+eratea®+ - +ea” €A

On dit qu’on a évalué P en a, ou spécialisé X avec la valeur de a, ou remplacé X par a,
substitué a & X.

Définition: Soit P € K[X] et a € K.
On dit que a est une racine de P si P(a) = Ok.

Définition: Soit P € K[X] € .#,(KK). On dit que c’est un polynéme de matrices.

EXEMPLE:

283
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P:1+2X—3X2,A:(1 0)

6 D+ D20 Y
gé D+ 2)-2( 9)

n
Définition: Soient P,Q € K[X], P = > apX".
k=0
n
Alors P(Q) = Z apQF e K[X]
k=0
C’est la composée de P et Q.
REMARQUE (A\ Attention):
Ne pas confondre P(X + 1) et P(X + 1).
—_— Y~
composée produit
OnaPX+1)=(X+1)P=PX)(X+1)=Px(X+1)
——

produit

Q#0

.On a
P#0

Proposition: Soient P, Q € K[X] avec {

deg (P(Q)) = deg(P) x deg(Q)

EXEI\{[PLE: L
K =%/57 = {0,1}

P=X24+X+1cK[X]etQ=1¢K[X]

P#Q
fp %o —%/2z
x — P(x)
fo: %/ — %/
z— Q(x)
£ (0) =T = o (0
fP(M)=1+1+1=1= fo (1)
donc fp = fq alors que P # Q
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Théoréme: Soit A une IK-algébre. L’application

o : K[X] — A4
A A
a P(a)

—
P+— fp: o

vérifie

1. VP,Q € K[X], (P + Q) = ¢(P) + »(Q)
2. VP,Q € K[X],p(PQ) = ¢(P) x ¢(Q)
3. VA € K,VP € K[X], o(AP) = Ap(P)

EXEMPLE:
K=R
X2 - 1=(X-1)(X+1)
— C est une R-algebre donc

VzeC, 22 —1=(2—1)(z+1)
— M2(R) est une R-algebre
VA € Ma(R), A% — I3 = (A — ) (A + I2)

Définition: Soit P € K[X],
n
P=> apX"
k=0
Le polynéme dérivé de P est

n n
P'=> kapXF 1 =" kapx*!
=) k=1

ou
Vk € [1,n],kar = ar + - - + ag,
k fois
Onar = Ok
REMARQUE:
SiPeR[X], f,: & — B

x — P(x)
Fpr R — R
Pl — Pla

) alors fpr = fp

Proposition:

[e¢) sinon

VP € K[X],deg(P') = {

Proposition: Soient P,Q € K[X] et A € K.
L (P+Q) =P +@
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2. (PQ) = P'Q+PQ

3. (AP) =P’
Preuve:
On pose
P q
P=> aX"* Q=> bx*
k=0 k=0
1. On peut supposer p > ¢
Sip>gq,onposebgi1=---=bp,=0
P
P+Q=7 (ak +bp)X*
k=0
donc
P
(P+Q) = k(ap +bp)X*1
k=0
P P
= kapXFTU 4> " kb X!
k=0 k=0
—p +Q/
2.
P q
PQ=3"3 aub Xt
k=04£¢=0
D’apres 1.,
P g ,
PQ =33 (akngk'M)
k=0£=0
P q
=D apbe(k+ o XFHT
k=0£=0
P q P q
= 30 S kahXE £33 bk
k=04¢=0 k=04¢=0
P a j a
=3 kXS R XE 4 3 a XRS5t x
k=0 £=0 k=0 £=0
_p! +—PQ/
3
P
AP =" Xap X"
k=0
donc

P P
(AP) = XapkX* 1 =2 kap XFT1 = AP
k=0 k=0
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Définition: Pour k € IN, on définit la dérivée k-iéme d’un polynéme P € K[X] par
— sik=0P® =p
— sik=1, PV =p
— sik>1, P® = (PUC*U)/

Proposition:

NN et
, _ . k!
Vk,]elN,(X) k(k—1)- - (k—j+1)XFI =

Preuve (par récurrence sur j a k fixé):

O
Proposition: Soient P,Q € K[X], A € K
1. Vke N, (P+ Q)™ = pk) 4 Q)
bk
(k) — (3) y(k—1i)
2. Vk € N, (PQ)®) = ; (i)P Q
3. Vk € IN, \P)F) = xpk)
Preuve (par récurrence sur k):
O

3 Arithmétique dans K[X]|

Définition: Soient A, B € K[X]. On dit que A divise B (dans K[X]) s’il existe C €
K[X] tel que

AC =B

On dit dans ce cas que A est un diviseur de B ou que B est un multiple de A. On le
note alors A | B

On dit que A et B sont associés s’il existe A € K\ {0} tel que A = AB. Il s’agit d’une
relation d’équivalence.

Proposition: Soient A, B € K[X].

A|B

<= A et B sont associés
B|A

Preuwve:  “ = 7 Soit C € K[X] tel que AC = B et D € K[X] tel que BD = A.
D’ou,
A=BD=ACD

Or, K[X] est un anneau intégre.
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D’ou
A1-CD)=0

donc A=0ouCD =1
SiA=0,alors B=0xC =0=1x A donc A et B sont associés
Si CD = 1, on sait que K[X]* =K\ {0}
Alors, A et B sont associés.
“ <= 7 évident

Lemme: K[X] est un anneau intégre.

Preuve:

Soient P, Q € K[X] tels que PQ = 0. On suppose que P # 0 et Q # 0
Alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) > 0

Or, PQ =0 et deg(0) = —o0o : 4 une contradiction

Lemme:
K[X]* = K\ {0}

Preuve:

Soient P, Q € K[X] tels que PQ = 1.

Alors, 0 = deg(1) = deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Comme P # 0, deg(P) > 0. De méme, deg(Q) >0

Done deg(P) = deg(Q) = 0 Dong, il existe A\, u € K tels que Ap =1
Donc A € K* =K\ {0}

Proposition: | est une relation réflexive et transitive.

Proposition: Soient A, B,C € K[X] tels que A | B et A | C. Alors

V(P,Q) € K[X]?,A| BQ +CP

Proposition — Définition: Soit A € K[X], B € K[X] \ {0}.

, [A=PQ+R
P, Q) € KX, {deg(R) < deg(B)

On dit que @ est le quotient et R le reste de la division (euclidienne) de A par B.

Preuve: — On prouve l’existence par récurrence sur le degré de A. On fixe B €
K[XT\ {0}

288



18.3

Polynémes formels MP2I

Vn € N, Z(n) : “ VA € K[X] tel que deg(A) =n,

A=BQ+R
deg(R) < deg(B)

”

ﬂ@&eﬁwﬁ{

— Soit A € K[X]. On suppose deg(A) =0
BQ+R=A
deg(R) = 0 < deg(B)
Si deg(B) =0, alors A = X et B = p avec (\, ) € (K \ {0})2.
Q=p""x BQ+R=pp 'A=A=A

. Alors,
R=0 deg(R) = —oco < 0 = deg(B)

Si deg(B) > 0 alors on pose @ = 0 et R = A. Ainsi {

On pose

Donc £(0) est vraie.
— Soit n € IN. On suppose Z(k) pour tout k£ < n. Soit A € K[X] tel que
deg(A) = n + 1. On pose p = deg(B)

Sip>mn+1, on pose g:g et on a
BQ+R=A
deg(R) =n+1 < p = deg(B)
= b Lxntl=p — dom(A
Sip<n—+1. On pose Q@ = ant1b, . ) ant+a om(A) -
R=A—-BQ ap = dom(b)

aA=BQ+R
. deg(BQ)=p+n+1—p=n+1=deg(A)
" | dom(BQ) = bpb;Ian_H = an+1 = dom(A)
donc deg(R) < deg(A) donc deg(R) < n
D’aprés Z(n),

R=BQ1+ R

2
H(QI:Rl) € ]K[X] ’ {deg(Rl) < deg(B)

D’ou,
A=BQ+ R

=BQ+ BQ1+ Ry
=B(Q+ Q1)+ R

et deg(R1) < deg(B) donc & (n + 1) est vraie.
Donc, Z(n) est vraire pour tout n € IN par récurrence forte. Si A = 0, on pose
Q=R=0etonabien BQ+ R=0= A et deg(R) = —oo < deg(B)
— Unicité
Soient A, B € K[X] avec B # 0. On suppse que A = BQ1 + R1 = BQ2 + R2 avec
deg(R1) < deg(B)
s ) € W G {deg(Rz) < deg(B)
D’ou,
B(@Q1—Q2) =Rz — Ry
Or,
deg(Rz — R1) < max (deg(Rz),deg(R1)) < deg(B)
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Or,
deg (B(Q1 — Q2)) = deg(B) + deg(Q1 — Q2)
> deg(B) si Q1 — Q2 #0
Donc,
Q1—Q2=0
Ry — R =B(Q2-Q1)=0
et donc
Q1 =0Q2
Ro = R1
O
EXEMPLE: 0
Division euclidienne de A = X® + X3 — X2 +1 par B = X2 + §X — 1 dans R[X]
1
XP+x3-Xx2+1 X2+§X—1
1 1 9 21
X4 5% = %° ‘X3—7X2 S
* 2 2 + 4 8
1 Ro—
x4 4ox3 o x241 quotient
- 1 1 1
_oxt_Sx3 4 —x?
2 4 2
9 _. 3
-X%3-=x?+1
4 2 *
N 2)(3 + gXZ _ gX
4 8 4
21 9
—=—X24+-X+1
8 * 4 *
- 21, 21 21
3N Tt
57 13
16 8
Théoréme: Soit P € K[X] et a € K.
Pla)=0 <= X —a|P
Preuve: ¢ <= 7 On suppose P = (X — A) x Q avec Q € K[/]. On substitue a & X

P(a) = (a—a) X Q(a) =0k X Q(a) =0k

“ = 7 On suppose que P(a) = 0. On réalise la division euclidienne de P par
X —a:
P=(X—-a)xXQ+R
deg(R) < deg(X —a) =1
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donc R = X avec A € K

D’ou,
0=P(a)=(a—a) xQ(a) + R(a) = A
donc
P=(X—-a)xQ
et donc

X—a|P

Corollaire: Soit P € K[X] non nul de degré n. Alors, P a au plus n racines distinctes
dans K

Preuve (par récurrence sur n): — C’est évident pour n =0
— Soit n € IN. On suppose la proposition vraie pour les polynémes de degré n.

Soit P € K[X] de degré n+ 1
Si P n’a pas de racine alors le résultat est trivialement vrai pour P
Si P a une racine a, alors il existe @ € K[X] non nul tel que P = (X —a) X Q
n+1=deg(P) =1+ deg(Q) donc deg(Q) =n
D’aprés ’hypothése de récurrence, @ a au plus n racines distinctes
Soit b une racine de P différente de a. Alors,

donc Q(b) =0

Donc P a bien au plus n + 1 racines. O

Définition: Soient A et B deux polynémes dont I'un au moins est non nul, D € K[X].
On dit que D est un PGCD de A et B si D est un diviseur commun de A et B et de
degré maximal.

Proposition: Avec les hypothése précédents, deux PGCD quelconques de A et B sont
nécessairement associés

Preuve:

On forme
E={AU+ BV | (U,V) € K[X]?}

— E est un sous-groupe de (K[X], +)
— VP e EVQ e K[X],PQEE
On dit que E est un idéal de K[X]

Soit D € E un polynéme non nul de degré minimal. Soit P € E On divise P par D :

P=DQ+R
deg(R) < deg(D)
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D’ou
R= P —DQCE
€E cE
deg(R) < deg(D) donc R =0
Donc,
VPeE,D|P

A€ Edonc D | A
B e E donc D | B

Soit A un diviseur commun quelconque de A et B. On pose D = AU + BV
AlA

A| B

donc deg(A) < deg(D)

donc A | AU + BV donc A | D

Ainsi, D est un PGCD de A et B. De plus, A est un PGCD de A et B alors

A|D
deg(A) = deg(D)

K[X
Donc D = AQ avec Q € K[X]
deg(Q) =0
donc D et A sont associés. O
REMARQUE:

Dans la preuve précédente, on a aussi montré les deux propositions suivantes.

Théoréme (Théoréme de Bézout): Soient A, B € K[X] tels que A # 0 ou B # 0
Soit D un PGCD de A et B. Alors
3(U,V) € K[X])?, AU + BV =D
u
Proposition: Avec les hypothéses précédents,
VA € K[X],
AlA
<~ A|D
A|B
]

Définition: On dit qu'un polynéme est unitaire si sont coefficient dominant vaut 1.

Proposition — Définition: Soient A et B deux polynémes dont 'un au moins est
non nul. Parmi tous les PGCD de A et B, un seul est unitaire. On le note A A B.

Preuve:
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Soit D un PGCD de A et B. Alors dom(D)™'D est associé & D, donc c’est un PGCD
de A et B et il est unitaire. Soient D et A deux PGCD unitaires de A et B. Ils sont
associés
A = XD avec X € K\ {0}
D’ou,
1 =dom(A) = Adom(D) = A

Donc A = D O

Proposition: Soient A, B € K[X] avec B # 0. Soit R le reste de la division de A par
B. Alors,
AANB=BAR

Preuve (idem que dans Z):

EXEMPLE:
D=(5X2+4+3X -1)A (X +3)

X243X-1| X+3 S 35
= Y - 1 3
X2 + 15X X = 1% X || =x+=
_XTH X |5 35 +35
—1BK =1
12X —36 -
35 0

D=(X+3)A35=1

Théoréme (Théoréme de GauR): Soient A, B,C trois polyndémes non nuls tels que

A|BC
ANB =1
Alors, A | C

Preuve (idem que dans Z):

Corollaire: Avec les notations précédentses,
A|B
B|C = AB|C
AANB=1

Proposition: Soient A et B deux polynémes non nuls et D un PGCD de A et B. Soit
z € K.
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A(z) = B(z) =0 <= D(X)=0

Preuve: ¢ = ” On suppose A(z) = B(z) =0
D’aprés le théoréme de Bézout,

D = AU + BV avec (U, V) € K[X]?

Donc,
D(z) = A(z)U(z) + B(z)V(z) =0+0=0
A=DA;

B— DB, avec (A1, B1) € K[X]?

“ <= 7 On suppose D(z) = 0. On pose {
D’ou,

A(z) = D(z)A1(xz) =0
B(z) = D(z)Bi(z) =0

Définition: Soit P € K[X].

On dit que P n’est pas irréductible si il existe (Q, R) € K[X]? non constants tels que
P = QR ou si P est constant.

Sinon, on dit que P est irréductible.

EXEMPLE: 1. X2 41 est irréductible dans R[X]
On suppose que
X2 4+1=QR avec (Q,R) € R[X]?

deg(Q) >0
deg(R) > 0

Donc, P et @Q sont de degré 1, donc ont chacun une racine réelle donc X2 + 1 a au
moins une racine réelle : 4 une contradiction.

2. X2 41 n’est pas irréductible dans C[X] :
X241 =(X—i)(X +1)
3. X% 4+ 1 n’est pas irréductible dans R[X] et pourtant il n’a aucune racine réelle.
X2 +1=X*+2X%+1-2X2
= (x2+1)? —2x?
= (X2 +1-v2X) (X2 +1+ V2X)

ER[X] ER[X]

Théoréme (Théoréme de D’Alembert - Gauk):

VP € C[X] non constant, Ja € C, P(a) =0
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Corollaire: Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactemenent les polynémes de

degré 1.

Preuve:
Les polynoémes de degré 1 sont évidemment irréductibles.
Soit P € K[X] tel que deg(P) > 2. Soit a € C une racine de P.

Donc X —a | P.
P=(X—-a)xQ
Q € C[X]
de >1
&(@) donc P n’est pas irréductible. O
deg(X —a) =1
EXEMPLE:
Factoriser X4 + 1 dans C
V2 2 2 2 V2 2 2 2
I i lexes de X* + 1 sont ~—— 4 i~——, —~= 4 i—— = — i~ et ——— — j—
es racines complexes de + 1 son 3 +1 2 2 +1 2 3 7 2 e 2 7 2

Donc,

X+ = +i—
2 2 2 2

o) e 1)
-208)

PR ERE)
X(ﬁﬁ) V3 V2

Définition: Soit P € K[X] et a € K, u € IN.
On dit que a est une racine de P de multiplicité u si

X —a)f | P
(X —a)ttyp

Si =1, on dit que a est une racine simple.
Sip = 2, on dit que a est une racine double.

REMARQUE:
a est une racine de multiplicité O si et seulement si P(a) # 0

Lemme: Soient (A, B) € R[X]? non nuls. On suppose que A divise B dans C[X]
Alors, A divise B dans R[X]

Preuve:
On suppose que

(%) B = AQ avec Q € C[X]
On divise B par A dans R[X] :

(Q1,Q2) € R[X]?

(%) B = AQ1 + Ry avec {deg(Rl) < deg(A)

Comme R[X] C C[X], (x*) est aussi le résultat de la division euclidienne de B par A
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dans C[X].
(*) correspond aussi & une division euclidienne dans C[X]
Par unicité, Q=GCi€ ]R[X}
R1 =0
Donc A divise B dans R[X] O

Proposition: Soit P € R[X]eta € C\ R, p € N.

Si a est une racine de P de multiplicité p alors @ est une racine de P de multiplicité pu.

Preuve (par récurrence sur p):
On pose

VYn e N, Z(n): VP € R[X] et a € C\ R racine de P de multiplicité n,

alors @ est aussi une racine de P de multiplicité p”

— Soit P € R[X] et a € C\ R tel que P(a) # 0.
P

On pose P = ZaiXi avec ag,...,ap € R
=0

o
I
<}

ajat

M 1M

s
Il
<}

P
a;a’

(a)

Il
YOS

o

7

S
© 'y

Donc Z2(0) est vraie
— Soit p € N. On suppose Z(u) vraie.

Soit P € R[X] et a € C\ R une racine de P de multiplicité p + 1. On pose

P=(X—-a)**tQ

Q € CIX]
Q(a) #0
p .
On pose aussi P = Zaia’ avec ag,...,op € R
=0

u+1>1donc P(a) =0. Do, P(@) = P(a)=0=0

donc (@ —a)*T1 Q@) =0

#£0
Donc, Q = (X —@)Q1 avec Q1 € C[X]
D’ou

P=(X-a)*T (X —a)Q1

=X -a)(X —a)(X —a)*C1
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Or,

(X —a)(X —a)=X?—(a+a)X +aa
= X2 - 2%e(a)X = |a|?> € R[X]

D’apreés le lemme précédent, (X — a)* Q1 € R[X]
De plus,
0# Q(a) = (@—a)Qi(a)

docn Q1(a) #0

Donc a est une racine de (X — a)*Q1 € R[X]| de multiplicité p.
D’aprés & (p), @ est aussi une racine de (X — a)* Q1 de multiplicité p.
Donc, on peut écrire

Q2 € C[X]

(X —a)Q1 = (X —2)*Q2 aveC{Q2(a) 40

Donc,
P=(X-a)(X-a)*Q2

Donc @ est une racine de P de multiplicité p + 1

Corollaire: Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les
polynémes de degré 2 a discriminant strictement négatifs.

Preuve:  — Les polynomes de de degré 1 sont évidemment irréductibles

Les polynoémes constants ne sont pas irréductibles par définition

Les polynémes de degré 2 ayant au moins une racine réelle peuvent s’écrire comme
produit de deux polynoémes réels de degré 1 a coefficients réels

Réciproquement, si un polyndéme de degré 2 n’est pas irreductible, c’est forcémet
un produit de 2 polynoémes de degré 1 a coefficients réels et donc ce polynéme a
au moins une racine réelle

Soit P € R[X] tel que deg(P) > 3

On note ay,...,ar les racines réelles distictes de P,

Qr41,0r+41,0r42,0r42,...,0s,Qqs
les récines non réelles distictes de P. On note aussi
Vk € [1, s], px la multiplicité de ay,
Donc

P =dom(P)(X —a1)"t - - (X — ar)"" (X — apg1)P" 1 (X — Gpyq)Hr 2
X oo X (X —as)Hs (X —as)He

Or,

Vk 21+ 1,(X = ap)"* (X —ag)'t = ((z — a)(z —a))**
= (X2 — 2%Re(a)X + |al?
€ R[X]

297



18.3 Polynoémes formels MP21

D’ou,

™ S
P =dom(P) [[(X —ax)** ] (X2 — 2%%e(ag) X + mﬁ)“’“
=il k=r+1

S8 €R[X]

ER[X]

il y a une unique racine réelle simple
et aucune racine non réelle
P irréductible <= ou
il n’y a aucune racine réelle et 2 racines
non réelles conjuguées simples

Théoréme: Soit K =R ou C.
Tout polynéme de K se découpe en produit de facteurs irréductibles dans K[X] et cette
décomposition est unique a multiplication par une constante non nulle prés.

Proposition: Soient A, B € C[X]| non nuls.

Va € C, si a est une racine de A de multiplicité p € IN,

A|B <— . e
| alors a est racine de B avec une multiplicité > p

Preuve: “ = ” On suppose A | B
Soit a € C une racine de A de multiplicité u
Alors, (X —a)” | A donc (X —a)” | B
Donc a est une racine de B de multiplicité > p
“ <= 7 On décompose A et B en produit de facteurs irréductibles sur C[X] :

B =dom(B) [[ (X —a)™
aEZA
ol Z est ’ensemble des racines de B ; et
A=dom(A) J] (X —a)*e
a€S

ou . est I’ensemble des racines de A
S CA

On suppose que
PP E Vaey,uaél/a

D’ou,
dom(B) v .
= Som(@) m(A) [ (X —a)te x [ (X —a)a™#e x J] (X-a)=
acs acs a€EZ\S
A eC[x]
Donc, A | B
O
EXERCICE:

Montrer que 14+ X + X2 | X3" —1
Les racines de 1 + X + X2 sont jet j2
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PBr—-1=0(%"-1=1-1=0
G =" -1=1-1=0

Proposition: Soit P € C[X]| de degré n >0
Alors P a exactement n racines comptées avec multiplicité.

Preuve:
P =dom(P) x [] (X —a)e
aEZR

ol Z est ’ensemble des racines distinctes de P
n=deg(P) = deg((X-a)'*) =) pa
aEXR a€EZR

4 L’espace vectoriel K[X]

REMARQUE (Rappel):
(K[X],+,-) est un K-espace vectoriel engendré par (1, X, X2,...)

Proposition: La famille (X™),cn est libre.

Preuve:
Soit (An)nen une famille presque nulle de scalairees telle que Z A X™ =0
nelN
(An)nen est un polynoéme de IK[X] : on le note P.
Or,
> AX™ = (A0, A1, An,y ) =P
nclN

Donc P = 0 donc
Vn € IN,A\p, =0

Corollaire:
dim (K[X]) = +o0

Définition: Pour n € IN, on note

K, [X] = {P € K[X] | deg(P) < n}

Théoréme: K, [X] est un sous-espace vectoriel de IK[X] de dimension n + 1
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Preuve:
Kn[X] = Vect (1, X,...,X") O

Proposition: Soit (P;);cs une famille de polynémes non nuls telle que
Vi # j, deg(P;) # deg(P;)

Alors (P;);er est libre.

Preuve:
Soit n € IN et 41,...,in des éléments distincts de T

Soient A1,..., A\, € IK. On suppose
APyt AP, =0
Quitte a renuméroter les polynoémes, on peut supposer que

Vk € [1,n] ,deg (P;,) > deg (P;,)

Si Ap #0,
deg (M1 P;; + -+ AnF;,) =deg (F;,) # —o0

Donc A\, =0
Donc M P, + -+ Ap—1F;, , =0

On conclut par récurrence sur n.

Théoréme (Formule de Taylor): Soit P € K,[X] et a € K.

n p(k) (g
P =Y T (x— apt

k=0

Preuve:

(1, X —a,...,(X— a)”) est libre.

Comme dim (K, [X]) =n + 1, c’est une base de K, [X].
Dongc, il existe (Mg, ..., An) € K" tel que

n
P=> M(X-a)F
k=0

On remarque que

300
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n

vie Ll PO@ =Y (- )@

k=0 S——

0 sik <1
Jar sik=i
= |
ﬁ(x s
—1):
= A\;i!
p)
Donc \; = "(a) O
3!
Proposition: Soit P € K[X] et a € K.
a est une racine de P Vk < p— LP(k)(a) =0
de multiplicité p P(u)(a) £0
Preuve:
On pose n = deg(P)
“ <: ”
= P (a) k
B o (X —a)
k=0
n  pk)
=5 S -t
k=p :
" P(*)(a)
= —a)™ _ k-
— (X -y (X —a)
k=p
QeK[X]

(X —a)* | P
Donc { - P (a)

Qa) = 2=
“ ” u.
—
P=(X-a)*Q
Qa) #0

<
I
o

-3 (5

| ) )
" (a—a)td Q(kﬂ>(a)
R
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18.4 Polynémes formels MP2I

P (q) = “) x u!l x 1x Q) (a)
"

Q(a)
0

RIS

Corollaire: Avec les notations précédentes, si a est une racine de P de multiplicité u,
alors a est une racine de P’ de multiplicité p — 1

O

Définition: On dit qu’un polynéme P est scindé sur K si P est un produit de poly-
némes de K[X] de degré 1, i.e. toutes les racines de P sont dans K

EXERCICE: 1. Soit P € R[X] scindé sur R a racines simples avec deg(P) > 2. Montrer que
P’ est scindé sur R a racines simple.

2. Soit P € R[X] scindé avec deg(P) > 2. Montrer que P’ est scindé.

1.
Soit P € R[X] avec deg(P) = n scindé sur R.
On note z1 < z2 < --- < xTp les n racines de
P

Soit fp : R — R la fonction polynomiale.
Aussi, fp est €°° sur R.
D’aprés le théoréme de Rolle,

Vi € [1,n — 1], 3y; €)zs, zital, fp(yi) =0

Donc 41, ...,Yn_1 sont racines de P’.
De plus,
y1 <2 <y2 <23 <y <---<Yn-1

On a donc trouvé n — 1 racines distinctes de P’. Or, deg(P’) =n — 1.
Donc, on a trouvé TOUTES les racines complexes de P’. Donc P’ est sciendé & racines
simples.

2. On note z1 < -+ < xp les racines de P et n = deg(P). On note pour tout 7 € [1,p],
i la multiplicité de z;. Donc,
P
S w =
i=1

D’aprés le théoréeme de Rolle,
Vie [1,p—1],3y; €les, wiya[, P'(y:) =0

On a trouvé p—1 racines réelles de P’. Vi € [1,p] , z; est une racine de P’ de multiplicité
pn—1.
P
Ce qui fait, Z(Mz — 1) = n — p racines réelles de P’ comptées avec multiplicité.
i=1
En tout, on a trouvé n — 1 racines réelles de P’ comptées avec multiplicité.
Comme deg(P’) =n — 1, P’ n’a pas d’autres racines donc P’ est scindé.

ExEgrcice (Probléme):

Soient (z1,...,2n) € K" tels que
Vi # 55 # 3
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18.4 Polynémes formels MP2I

Soient (y1,...,yn) € K™. On cherche P € K[X] de degré minimal tel que
(*) Vi € ﬂl,nﬂ 7P(:vl) =Y

KX] — K"

Soit ¢ : P — (P(z1),...,P(zn))

On cherche, parmi tous les antécédants de (y1,...,yn) celui de plus bas degré.
© est linéaire :

VP, Q € K[X],Va, B € K,
p(aP + Q) = (aP(z1) + fQ(z1), . .., aP(xn) + BQ(zn))
= (aP(z1),...,aP(zn)) + (BQ(z1), . .., 8Q(zn))
=a (P)+,390(Q)

— Donc ¢ est un morphisme de groues additifs.

— (Y- Yn) Zy%eZ ou (e1,...,en) est la bade canonique de K"
Si on trouve Ly, .. Ln 6 K[X] tels que p(L1) =e1, ... ¢(Ln) = en, alors
n n
. (z yiLZ) S ()
i=1 i=0

n

= Zyiei
i=1

:(y1’~"7yn)

P € Ker(p) <= ¢(P) =(0,...,0)
<~ Vi€ [l,n],P(z;) =0
= 3Q EKIX],P= (X ~2)- (X ~20)Q

Soit 7 € [1,n] et L; € K[X].

o(L;) = e; < (Li(z1), Li(z2), ..., Li(zn)) = (0,...,0, 1 ,0,...,0)

!

Li(z;) =1
Vj # i, Li(z;) =0
3QEeKX,Li= [[ (X-2)Q

1<jsn
N JFi
[[ @ —2)Q(:)
1<jsn
J#i
X — 3
g LT
D’ou,
n n
@(P) = (y1,---»yn) <= IQEK[X,,P=> wy;Li+ [[(X —x)Q
i=1 k=1
= —
solution particuliére solutions de ’équation
deg(-) <n—1 homogeéne associée

deg() > n
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18.4 Polynémes formels MP2I

Le polynéme de plus bas degré solution du probléme d’interpolation est

n
X —z;
w22

i=1  j#i Ti

Définition: Soit (z1,...,zn) € K™ avec
Vi # j,x; # xj
On pose
X —x;
vie[ln],Li= [ —=
. Tj — Ty
1<jsn
J#i
L; est le i-éme polyndme interpolateur de Lagrange associé a (z1,...,2n) :

Vi € IILTL]] 7L2‘(£Ej) = 6i7j

Proposition: Avec les notations précédentes, (L1, ..., Ly) est une base de K,,_1[X].

Preuwve: — Vi€ [1,n],deg(L;) =n—1
— Soit P € K,,—1[X]. On pose

Vi € [1,n],y; = P(z:)

n—1
On pose Q = Z y; Li. Q est le seul polynome de degré < n—1 tel que Q(z;) = y;
i=1
pour tout <.
Donc, P = Q € Vect(l1,...,Lyn). Donc (L1, ..., Ly) est une famille génératrice de
Kp—1[X]. Or, dim (K, —1[X]) = n. Donc (L1,...,Ly) est une base de KK, _1[X]

O
EXEMPLE:
]K:Z/g)z etn=3
1122 yl:i
z2 =0 y2=1
z3 = —1 Y3 =2
X —=z;

3
Le seul polynéme de degré < 2 tel que P(z;) = y; pour tout i € [[1, 2] est Z Yi H
=1 1<i<s T
J#i
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18.4 MP2I
L1 = (1‘1 fx2)71(11 — xg)il(X — IQ)(X — x3)
=3x2xX(X+1) =X (X+T)=X>+X
Lo = (.’Ez 7x1)_1(.’£2 — xg)_l(X — .’El)(X — :E3)
=2x1(X-2)x (X-1)
=2X?+3X +1
L3 = (z3 — xl)il(af/‘g — xz)fl(X —x1)(X — z2)
=3x4x (X-2)xX
=2X (X -2)
=2Xx2+ X
Donc,

P=X%24+X+2X+3X+1+4X%2+2
=2X24+X+1

Vérification :
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CHAPITRE

19
APPLICATIONS LINEAIRES

1 Premiéres propriétés

Définition: Soient E et F' deux KK-espaces vectoriels et f : E — F. On dit que f est
linéaire si
V(z,y) € B Y(a, ) € K?, f(oz + By) = af () + Bf(v)

EXEMPLE: 1. E=%"(a,b],C)

© est linéaire
2. E=9(I,0) et F=CI
p: E— F
fr—=f
© est linéaire

3. f: I est linéaire.
a

— R
— a.
flaz + By) = aazx + Bay = af(z) + Bf(y)
4. E=%¢Y(I,C) et F=%°(I,C). a € F
g — est linéaire
Yy = Y tay
Y +a(z)y =blz) <= ¢(y) =b
5. E=CN=F
) E — F
P (un) = (Unt2 —Uni1 —un)

VN, Unt2 = Unt1 +un <= o(u) =0

306
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6. E=Mp1(K), F = Mn1(K), A€ My p(K)

p: E— F
X — AX

AX =B < ¢(X)=1B

Définition: On dit qu'un probléme est linéaire s’il se présente sous la forme :

Résoudre p(z) =y

ou l'inconnue est x € E, y est un paramétre de F' avec ¢ : E — F linéaire.

EXEMPLE:
Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que

Ve ER, f(z+1)— f(z—1) =X

ol A € R est fixé.
On pose E = IR]R,

p: E—F
R — R
FroelD 0 et )= f@—1)
et
y:R— R
T —> A
Le probléme est équivalent a
o(f) =y
fekE

Soient f,g € E, \,n € R.

Vz € R, o(Af + pg)(z) = (\f + png)(z + 1) — (Af + pg)(z — 1)
=Af(z+1) —pg(x+1) = Af(z = 1) — pg(z — 1)
=Afz+1) = flz—1) +p(glz+1) — gz —1))
= Xp(f)(z) + pe(g)(z)

Donc, (A f + pg) = Ap(f) + pe(g)

REMARQUE (Notation):

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est Z(E, F).

Si F = E, alors on note plus simplement .Z(E) a la place de Z(E, E).
Les éléments de .Z(F) sont appelés endomorphismes (linéaires) de E.

Proposition: Soit f € Z(E,F), g€ Z(F,G). Alors go f € Z(E,G).

Preuve:
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19.1 Applications linéaires MP2I

Soient u,v € E et o, B € K.
(90 f)(oau+ Bv) = g(f(au + Bv))

= g(af(u) + Bf(v))
= ag(f(u)) + Bg(f(v))
=a(go f)(u) + B(go f(v)
O
Proposition: Z(F,F) est un sous-espace vectoriel de FE.
Preuve:
Soient f,g € Z(E,F) et A\, u € K. Montrons que A\f + ug € Z(E, F).
Soient u,v € F, o, 8 € K.
(A + g) (@ + pv) = Af(au+ Bv) + pglau + B)
= Maf(u) + Bf(v) + p(ag(u) + Bg(v))
= a(Af(u) + pg(w)) + B(Af(v) + pg(v))
= a((Af + pg) (W) + B((Af + 1g)(v))
- E — F R P
De plus, 0 :  — Op est linéaire donc Z(E, F) # @. O
Proposition: (Z(E),+,0,-) est une K-algébre (non commutative en général).
Preuve: — (f(E), +, ) est un IK-espace vectoriel d’aprés la proposition précédente.

— (Z(E),+) est un groupe abélien.
“0” est associative et interne sur .Z(FE).
idg € Z(E).
Soient f,g,h € L(E).
F((g+h)(2))
( (z) + h( a:))
( ) + f(h ) car f est linéaire
=(fog+ foh)(z)

Ve € E,fo(g+h)(x)=

Donc,
fo(g+h)=fog+foh

Vz € E,(g+h)o f(x) = (g+h)(f(z))
= g(f(2)) + h(f(z))
=(gof+hof)x)
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Donc,
(g+h)of=gof+hof

Donc, (Z(E),+,0) est un anneau
— Soit A € K, f,g € L(E).

Vz € E,\- (fog)(x) =\ (g9(x))
(A f)og(z) =Arf(9(x))

fo(X-9)(@) = f(Ag())
= Af(9(x)) car f € L(E)

Corollaire: Soit P € K[X] et u € Z(E). On peut former P(u) € Z(X) : on dit que
P(u) est un polynéme d’endomorphisme.

Proposition: Soit f € Z(E, F) bijective. Alors f~1 € Z(F, E).

Preuve:
Soit u,v € F, o, B € K.

f ou+ Bv) = af T (u) + B (v)
= au+pv=f(af ' (u)+Bf (V)
< au+pv=af (f(w)+8f(f ()
<= au+ fv = au + fv

Donc, f~! € Z(F, E) 0

REMARQUE (Notation):

On note GL(E) I’ensemble des endomorphismes de E bijectifs, GL(E, F') ’ensemble des ap-
plications linéaires de E' dans F' bijectives.

Les éléments de GL(FE) sont appelés automorphismes (linéaires) de E.

Corollaire: GL(E) est un sous-groupe de (S(E),o)

Définition: GL(E) est dit “ le groupe linéaire de E”.

2 Noyau et image

Proposition: Soit f € Z(E, F), U un sous-espace vectoriel de E et V un sous-espace
vectoriel de F'.

1. f(U) est un sous-espace vectoriel de F.

2. f=1(V) est un sous-espace vectoriel de E.
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MP2I

Preuve: 1. Op = f(Og) et Og € U donc Op € f(U) donc f(U) # @

z = f(a)
y = f(b)
e+ py = Af(a) + pf(b) = f(Aa + ub) car f € Z(E,F)

Soient (z,y) € f(U)?, (A, p) € K2. Soient a,b € U tels que {

U est un sous-espace vectoriel de E.
Donc Aa + pv € U
done f(Au+ pv) € f(U)
donc Az + py € f(U).
2. f(0g) =0p €V donc 0 € f~1(V). Donc f~1(V) # 2.
Soient z,y € f~1(V), \,u € K.

FOz 4 py) = X f(z) +u f(y
~—~— N~
ev ev

eV

=

donc Az + py € f=H(V).

Corollaire: Soit f € Z(E,F).

1. Ker(f) = f'({0r}) ={z € E| f(z) = 0p} est un sous-espace vectoriel de E.

2. Im(f) = f(E) = {f(u) | u € E} est un sous-espace vectoriel de E.

REMARQUE (Rappel):
Soit f € Z(E, F)

f injective <= Ker(f) ={0g}
f surjective <= Im(f)=F

EXEMPLE: 1. Soit I un intervalle, E = Z(I,R) et F = R!
p: E— F
fr—=f
Ker(¢) = {f:1 — R | f constante }
Im(p) D €°(I,R)
rFE — F

2 E=RX P=Rigs p o
0

Ker(ip) =

b
a+bX+cX2\a+§+§=O}

b
-5~ +bX+cX2\b,celR}

1 1
b(75+X)+c(f§+X2) \b,celR}

1
=Vect [ —= + X, —= + X2
ec( 2+ 3—|— )

I
FAR AR R A

Q
+
o
>
+
e}
~
[V
S|

Il

|

| o
|
o
-

—

Im(¢) = R.
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3 Théoréme du rang
Dans ce paragraphe, E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Proposition: Soit f : E — F un isomorphisme (i.e. une application linéaire bijective).

Alors, dim(E) = dim(F)

Preuve:
Soit # = (e1,...,en) une base de E. On pose

Vi € [1,n],u; = f(e;) € F

n
— Soit (A1,...,An) € K™. On suppose que Z)‘iui =0p. Don,

i=0
n n
ZAif(ei) donc f <Z >\i3i> =0F
i=1 i=1
n
donc Z)\iei € Ker(f) ={0g}
i=1
n
donc Z)‘iei =0g
i=1
donc Vi € [1,n],A\; =0
Donc (u1,...,un) est libre.

Soit y € F. Comme f est surjective, il existe € E tel que f(z) = y. Comme £
n

engendre F, il existe A\1,..., A\, € K" tel que z = Z Aie;. Comme f est linéaire,
i=1

y=f(z)=> Xif(e)) =D Nies
=il =1

Donc, F = Vect(ui,...,uUn)
Donc (u1,...,un) est une base de F' donc

dim(F) = n = dim(F)

La premiére partie de la preuve précédente justifie le résultat suivant.

Proposition: Soit f € Z(F,F) injective. £ = (e1,...,ep) une famille libre de E.
Alors (f(e1),---, f(en)) est une famille libre de F. En particulier, dim(F) > dim(E).
O

La deuxiéme partie de la preuve prouve :

‘ Proposition: Soit f € Z(E, F) surjective et 4 = (eq, ..., ep) une famille génératrice
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de E. Alors (f(el), R f(ep)) est une famille génératrice de F'. En particulier,

dim(F) < dim(E)

Théoréme (Théoréme du rang): Soit f € ZL(E, F).

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

Preuve (A connaitre):
On pose

w:U — Im(f)
ot U est un supplémentaire de Ker(f) dans E.

(U existe : voir remarque qui suit)
— u € f(U, Im(f)), en effet, soient z,y € U, A\, p € K

u(Az 4 pv) = f(Ax + po)
= Af (@) + nf(y)
= du(z) + pu(y)

— Soit y € Im(f). Soit € E tel que y = f(z). Comme E = U @ Ker(f). On peut
écrire
r=a+b
a € U,b e Ker(f)
D’ou,
y = f(z) = fla+b) = f(a) + f(b) = u(a) + 0p = u(a)
Donc u est surjective.
Soit z € U.
z € Ker(u) < u(z) =0p
<~ f(z) =0p
<~ z € Ker(f)
<= 2 =0p car U NKer(f) ={0g}

Donc wu est injective.
Ainsi, dim(U) = dim (Im(f))

Or,
dim(E) = dim (U & Ker(f))
= dim(U) + dim (Ker(f))
donc
dim(U) = dim(E) — dim ( Ker(f))
Donc,

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
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REMARQUE:
Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E.
Casl F = {0g}, alors E est un supplémentaire de F'.
Cas2 F # {0g}. Soit & = (e1,...,ep) une base de F. Alors # est une famille libre
de E. On compléte # en une base (e1,...,ep,ept1,...,en) de E. On pose G =
Vect(ep+1,...,€n). On démontre que

FOG=FE

Corollaire: Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de méme dimension finie et

feZEF).

f injective <= f surjective

<= f bijective

Preuve:
D’aprés le théoréme du rang,

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

Si f est injective, alors Ker(f) = {0g}
et donc dim (Ker(f)) =0

et donc dim (Im(f)) = dim(F)
et donc Im(f) = F
et donc f est surjective.

Si f est surjective, alors Im(f) = F

et donc dim (Im(f)) = dim(F) = dim(E)
et donc dim (Ker(f)) =0

et donc Ker(f) = {0}

et donc f est injective

EXEMPLE:
Soit (21,...,2n) € K" tel que
Vi # j,xi # xj
. K,—1[X] — K"
Soit (y1,-- ) € K. On pose "1 (P@1),..., P(an)

P € Ker(p) <= ¢(P)=0
<~ Vie[1,n],P(z;) =0
<= P=0car deg(P)<n—1

Donc ¢ est injective et donc ¢ est bijective.
Donc,
3P e ]anl[X],Vi € [[l,nﬂ ,P(acl) =Y
De plus, ¢~ % : K™ — K,,_1[X] est un isomorphisme.
Soit (e1,...,en) la base canonique d K™. (¢~ *(e1)..., '(en)) est une base de K, _1[X].
Vi € [1,n] ,<p71(ez-) = L; es tle i-éme polynéme interpolateur de Lagrange.
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i=1
n
= Z yiLi
i=1
Exercice (Interpolation de Hermite):
Soit (z1,...,zn) € K™ avec

Soit (y1,...,yn) € K" et (2z1,...,2n) € K™
Trouver un polynéme de plus bas degré tel que

P(xi) = y;

() Vieﬂl?”“’{P’(wPZ‘

Kon—1[X] — K"

et P s (P(1),...,P(&n),P'(z1),..., P (zn))

(*) — SO(P):(y17'~~7yn7z17"'72n)

P'(z;)=0
<= P =0car deg(P) <2n—1

P € Ker(p) < Vi, {

Donc ¢ est un isomorphisme.

Corollaire: Soit f € .Z(E) avec E de dimension finie. Alors,

f € GL(FE) < f injective <= f surjective

REMARQUE:
Soit f € Z(E,F), = (e1,...,en) une base de E. Alors

’Im(f) = Vect (f(e1),. .., fen)) ‘

dim (Im(f)) = rg (f(e1), - f(en))

Définition: Soit f € Z(E, F). Le rang de f est

rg(f) = dim (Im(f))

4 Formes linéaires
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Définition: Soit £ un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur £ est une application

linéaire de E dans K.
L’ensemble des formes linéaires est noté E* = Z(E,K). E* est appelé espace dual de

E.

Proposition: Toute forme linéaire est soit nulle, soit surjective.

Preuve:
Soit f € E*.
Im(f) est un sous-espace vectoriel de KK donc rg(f) < dim(IK) = 1.

Sirg(f) =0, alors Im(f) = {0} et donc
Ve € E, f(z) =0

Sirg(f) =1, alors Im(f) = K et donc f est surjective.

Proposition: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € E*\{0}. Alors

Ker(f) est de dimension n — 1.

Preuve:
Comme f # 0, donc rg(f) =1
D’aprés le théoréme du rang,

dim (Ker(f)) = dim(E) —rg(f) =n —1

Proposition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et H un sous-espace

vectoriel de E¥ de dimension n — 1. Alors,

f € E*Ker(f) = H

2 2N
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Preuve:
Soit D un supplémentaire de H dans F :

E=H®D

Nécessairement,

dim(D) = dim(F) —dim(H) =1

Soit uw € D \ {0}. D = Vect(u)
EFE — K

On pose f : z=h+ \u
(he Hrek) 7 2

Montrons que f € E*.
Soient (z,y) € E?, (a, B) € K2.

On pose
z=h+ A\u, he HXeK
y=h"+Nu, heHNcK
D’ou,
az + By = alh + \u) + B(R + Xu)
= (ah + Bh) + (aX + BN ) u
—_——— — o —
€H €K
Donc,

flaz + By) = aX + BN
=af(z) +Bf(y)

Soit x € E. On pose x = h+ Au avec h € H et A € K

z € Ker(f) < f(z)=0

<= A=0
=Y
<~z e H

Donc, H = Ker(f).

EXEMPLE:

E=R* H = Vect ((1,0,0,1),(1,1,0,0),(0,1,1,0))

Soit v = (1,2,1,1) & H.

Soit (z,y, 2,t) € E. On cherche (o, 3,7, ) € R* tels que

() (z,y,2,t) = a(1,0,0,1) + B(1,1,0,0) + (0, 1,1,0) + A(1,2,1,1)
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Plus précisément, on cherche a exprimer A en fonction de x,v, z, t.

at+B+y==x
(%) <= Fry+2r=y

Yy+A==2

at+ A=t

[G]+8+Ar=2

B+y+2x=y

= —i—)\:z

—B=t—=x

[G]+6+Ar=2

B+A=y—=z
—

]+4-+

B=x—t

A=y—z—zxz+t
<~

Donc,
(,y,2,t) EH <= y—z—z+1t=0

R* — R

it f:
Soit f (z,y,2,t) +— z—y+z—t

et H = Ker(f)

Proposition: Avec les notations précédentes,
€ er(f) = est une droite de privée de lapplication nulle. En d’autres
E* | K H} est droite de E* privée de lapplicati lle. En d’aut
termes, les équations de H sont 2 & 2 proportionelles.

Preuve:
Soient f,g € E* telles que
Ker(f) = Ker(g)

On pose H = Ker(f). Soit u ¢ H de sorte que
H @ Vect(u) = E

u ¢ H donc f(u) # 0.
_ 9 _
On pose a = =—=. Montrons que g = af.

f(w)

H
Soit z € E. On pose z = h + Au avec {he

AeK
9(z) = g(h) + Ag(u) = 0 + Aaf(u)

[
af(z) = a(f(h) + Af(u)) = Aaf(u)

Définition: Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E. On dit
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que H est un hyperplan de E s’il existe une droite D de E telle que
HeD=FE

En reprenant les démonstrations précédentes, on a encore les résultats suivants :

Proposition: Soit H un hyperplan de E. Alors, {f € E* | Ker(f) = H} est une
droite de E* privée de I’application nulle. O

Proposition: Soit f € E* non nulle. Alors Ker(f) est un hyperplan de E.

Preuve:
f non nulle. Soit z € E tel que

flz) #0
On pose H = Ker(f) et D = Vect(z). Montrons que H® D = E.

ANALYSE Soit y € E. On suppose y = h + Ax avec h € H et A € K. Alors,

B ) A Fe) done § A = T@F@ 7!
F@) = f(h) + A\f(@) = Af () d {hy—ﬂy)f(m)lx

_ =il
SyNtHESE Soit y € E. On pose A= f(y)f(z)
h=y— Az

h+Xx =y

Evidemment,
Ae K

f(h) = fly — Ax)

= f(y) — A\f(z)
=f(y) - fWf(@) " f(=z)
-0

HORS-PROGRAMME

P3(K) = {D\ {0} | D droite vectorielle de K3}

Une droite projective de IPS(]K) est un plan vectoriel de KK? privé de 0.

A faire : schéma A

P D
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K> (K?)”
P3 (K) P3 (K)*

A faire : schémas B et C
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19.5 Applications linéaires

5 Projections et symétries

Définition: Soit £ un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces de E supplémen-
taires :

E=F&¢G
Soit z € E.

I(a,b) e F x G,z =a+b

Le vecteur a est appelé projeté de x sur F' paralléelement a G.

Le vecteur b est appelé projeté de z sur G paralléelement a F'.

La projection sur F' parallelement & G est I’application qui & x € E associe son projeté
sur F' paralléelement a G.

EXEMPLE:

E=RE F={fcE|fpaire} et G = {f € E | f impaire}

Ona E=F®G.

Soient p la projection sur F' parallélement a G et ¢ la projection sur G parallélement a F'.

p) s 2 (f(@) + (=)

Vz € E, 1
a(f) s 5 (f(@) = (=)

Proposition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires et p
la projection sur F' parallélement a G.

1. pe Z(E)

2. prp=idr et pg =0

3. pop=p

4. idp —p est la projection sur G parallélement a F'.

Preuwve: 1. Vx € E,p(x) € FCE
Soit (x,y) € E?, (A, p) € K.

F F
Onposex:a—i—bavec{zgg ety:c—i—davec{ZEG
donc,

Az + py = Ma + b) + p(c+ d)
= (Aa + pc) + (Ab + ud)
N—_—— ——
€er €eG
Donc,
p(Az + py) = Aa + pb = Ap(x) + pp(y)
2. Vee F,oe=_x + _0 doncp(z) ==z
EF €G
Vee G,e=_0 + x doncp(z)=0
EF €qG
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3. Vz € E,p(x) € F donc p(p(x)) = p(x)

F
4. Soit x € E. On pose x = a+b avec {ZEG . Donc p(z) = a. D’ov, z—p(z) =b

est le projeté de z sur G parallélement a F'.

O

Définition: Soit f € Z(F). On dit que f est un projecteur si fo f = f

Proposition: Soit f un projecteur de E. Alors f est la projection sur Im(f) paralle-
lement a Ker(f). En particulier,

Im(f) ® Ker(f)=F

a € Ker(f)
b € Im(f)

Preuve:  ANALYSE Soit x € E. On suppose que = = a + b avec { D’ou,

f(z) = f(a) + f(b)
=0+ f(b)
= f(b)

Soit y € E tel que b = f(y). Donc,
f)=f(fy) =fly) =0
Donc, f(z) =b etdonca=z—b=2x — f(x)

a+b=uz
b e Im(f)

a=z— f(z)
b= f(x)

fla) = f(z — f(x))
= f(z) — f(f(@)
= f(z) = f(z)
=0

SYNTHESE Soit € E. On pose { . Evidemment, {

Donc a € Ker(f). On a montré
Im(f) ® Ker(f) = E

On considére la projection p sur Im(f) parallélement a Ker(f).
Soit x € E. On a montré que

v= f(z) + z— f(z)
€lm(f) €Ker(f)

donc p(z) = f(z) et donc p = f
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Définition: ~ Soi IRT“et‘:_G- supplémentaires dans E : E = F & G

Soit z € E. On décompose z :

r =a+ b avec @ Ew
be G

et on forme
y=a—>b

On dit que y est le symétrique de x par rapport a F' parallélement & G
La symétrie par rapport a F' parallélement a G est I'application qui a tout € E associe
son symétrique paralléelement a G par rapport a F.

Proposition: Soient F' et G supplémentaires dans E, » la symétrie par rapport a F'
parallelement a G.

1. »€ Z(E)

2. ygp= idp et dG = —idg

3. »pob=1idg

Preuve:
Soient p la projection sur F' parallélement & G et ¢ la projection sur G parallélement a

F.
On remarque que 5 = p — q.
1. p et g sont des endomorphismes donc » aussi
2. Ve € E,»(z) =p(z) —q(z) =z —-0==x
Vz € G,5(z) =p(z) —q(z) =0—z = —=x

3.
Vo € E,A(A(r)) = A(p(x) - q(r))
- s(ge) (e
EF eqG
=p(z) — (—q(=))

=T

Définition: Soit f € Z(F). On dit que f est involutive si fo f =idg.

Proposition: Soit f € Z(E) involutif. Alors f est la symétrie par rapport a Ker(f —
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idg) parallélement a Ker(f + idg). En particulier,

Ker(f —idg) @ Ker(f +idg) = FE

a € Ker(f —idg)

Preuve:  ANALYSE Soit x € E. On suppose que z = a + b avec
. bposed v {beKer(f+idE)

a €Ker(f —idg) <= (f —idg)(a) =0
<~ f(a) —a=0
< a= f(a)

beKer(f+idg) <= f+idg)(b) =0
<~ f(b)+b=0

<~ f(b) =-b
On sait que x = a +bet f(x) = f(a) + f(b) =a—b
D’ou,
1
a = §(z+f($))
1
b= g(w_f(l’))

SYNTHESE Soit x € E. On pose

1

a= 5(:):+f(x))
1

b= i(xff(x))

Alorsa+b==x

Donc a € Ker(f —idg)

1\3\»—\

o)

(f(2) = f(f(2)))
(f(=) —=)
—b

m\,_.m\,_.

donc b € Ker(f + idg)
Ainsi,
Ker(f —idg) ® Ker(f +idg) = F
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Soit » la symétrie par rapport a Ker(f — idg) parallélement a Ker(f + idg).
Soit z € E. On a vu que
1 1
T = §($+f(z)) +5(‘75*}0(51”))
€Ker(f—idg) €Ker(f+idg)
Donc,
1 1
»z) = 5(9{: + f(z)) — 5(9{; — f(@)) = f(z)
Donc » = f O
EXEMPLE:
E=RF et
»:E—FE
R — R
¥ =2(f) z —  f(—=x)

»(f) = fo(—idg)
» € Z(E), en effet :

Vf,g € Z(E),Va,B €R,
sef +Bg) = (af + Bg) o (—idr)
=a(fo(—idr) + B(go (—idr))
= as(f) + Ba(g)

De plus, 505 =idg. Donc » est une symétrie.
Ker(» —idg) = {f € E | f paire} = &
Ker(s+idg) = {f € E | f impaire} = .¥
D’ou,
PoSI=FE
EXEMPLE:
E = #n(K)
Pour A € E, on note A la transposée de A la matrice obtenue en écrivant en ligne les colonnes
de A.
Soit
b Mn(K) — Mn(K)
A A

4 est linéaire, » 0.5 = id 4, (k)

Ker(s — idg) = Sn(K)
Ker(s +idg) = An(K)
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CHAPITRE

20

FRACTIONS RATIONNELLES

1 Construction de K(X)

Proposition — Définition: On définit la relation ~ sur K[X] x (K[X]\ {0}) par
(P,Q) ~ (A,B) <= PB=QA

Cette relation est une relation d’équivalence. On note (K[X] x (K[X]\ {0}))/~. Les
éléments de IK(X) sont appelés fractions rationnelles.

On note 6 la classe d’équivalence du couple (P, Q).

Preuve:
On note E = K[X](K[X]\ {0}).
— Soit (P,Q) € E. PQ = QP car x est commutative dans K[X]. Donc (P, Q) ~
(P,Q)
— Soient (P,Q) € E, (A, B) € E. On suppose que (P,Q) ~ (A, B). Donc PB = QA
Donc, (A, B) ~ (P,Q)
— Soit ((P,Q),(A4,B),(C,D)) € E3. On suppose

{(P,Q) ~ (A, B)

(A,B) ~ (C, D)
D’ou,
PB =QA
AD = BC
Donc

PBD = QAD = QBC

donc B(PD — QC) =0
Comme B # 0 et comme K[X] est intégre,

PD—-QC =0
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et donc (P, Q) ~ (C, D)

O
Proposition: Soient (P, Q) € K[X] x (K[X]\ {0}) et R € K[X]\ {0}. Alors
L
QR Q
Preuve:
or= 5 = (PQ.QR) ~(P.Q)
<= PRQ = QRP
O

P
Définition: Soit (P, Q) € K[X]\ (K[X]\{0}). On dit que la fraction 17} est sous forme
irréductible si P A Q = 1.

Proposition — Définition: Soient (P, Q) ~ (A, B). Alors
deg(P) — deg(Q) = deg(A) — deg(B)

P 2
Le degré de 5 est deg(P) — deg(Q). On note ce “nombre” deg (6)

Preuve:
On sait que PB = QA donc

deg(P) + deg(Q) = deg(Q) + deg(A)

et donc
deg(P) — deg(Q) = deg(A) — deg(B)

Proposition — Définition: Soient (P, Q) ~ (A, B) et (R, S) ~ (C, D). Alors, (PR, QS) ~
(AC, BD).
PR

P
Le produit de é avec 3 est @

Preuve:
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On sait que PB=QA . D’ou,
RD = SC
PBRD = QASC
et donc
(PR)(BD) = (QS)(AC)
donc
(PR,QS) ~ (AC,BD)
O

Proposition — Définition: Avec les notations précédentes,

(PS + RQ,QS) ~ (AD + BC, BD)
On définit la somme de E et E par

Q S
P R_PS+RQ
Q S QS
Preuve:
On sait que PB=0QA . Donc,
RD = SC
(PS + RQ)BD = PSBD + RQBD
= QASD + SCQB
=QS(AD + BC)
O
Théoréme: (K(X),+,X) est un corps.
Preuve (partielle): 1. “+7” est associative : soient (5, E, é) e K(X)3.
QR S B
£+(E+é>_£ RB+AS  PSB+QRB+ QAS
Q s B) Q sB QSB

I
A_PS+RQ A _ PSB+RQB+AQS

L 5
(Q+5)+B Qs B QSB

2. “47 est commutative

0
8 T est neutre pour “+ 7

£..0 EXIC0RG 2
Q 1  Qxl1 T Q
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4. Soit g € K(X).
P —P PQ-QP 0 0
== =
Q @ Q Q 1
5. “ X7 est associative
. “ X7 est commutative
7. 0 est le neutre pour “ x”
8. Soient (g,g,%) € K(X)3
P (54_ A) _ P » RB+ AS  PRB+ PAS
Q\S B) Q SB QSB
et
P R P A PR PA
— X =14 —X==—4 —
Q S @ B QS @B
_ PRQB+ QSPA
a Q2SB
_ PRB+ SPA
- QSB
P 0
9. SmtE#Idonchl#QXOdoncP;ﬁO.
P Q_PQ_1
Q P PQ 1
10. %#%Carlxlgé()xl
O

Proposition:
VP, A € K[X],VQ € K[X]\ {0},

KX] — K(X)
Proposition: i:
—

2

Preuve:
Soient P, Q € K[X].
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MP2I
Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.
. . 0
P € Ker(i) <= i(P) = 1
P 0
= — =
1 1
<~ Px1=0x1
<~ P=0
donc 7 est injective. O
. . P
Définition: Soient A € K et F = o} € K(X). On pose
AP X P
AR = — — — X —
e 1 Q@
KX] — K(X)
Proposition: (]K(X), +, ) est un IK-espace vectoriel et 7 : P ? est
linéaire. O
REMARQUE:

P P K[X] est - de K(X
On peut identifier P € K[X] avec T € K(X) i.e. écrire P = — et alors { [X] est un sous-anneau de K(X)

K[X] est un sous-espace vectoriel de K(X)
De plus, les deux définitions de degré coincident.

Proposition: Soit F,G € K(X).
1. deg(F + G) < max(deg F, deg G)
Si deg(F') # deg(G) alors deg(F + G) = max(deg F, deg G) ;
2. deg(FG) = deg(F) + deg(G) ;

3. Si F#0, deg (%) = —deg(F).

Preuve: A =
O F=—¢etG=—.
n pose Be 0
A PB

1. Fig= AQ+PB

B0 On suppose que deg(F) > deg(G) i.e. deg A — deg B >
deg P — deg Q.

deg(F + G) = deg(QA + PB) — deg(BQ)
On a

deg(AQ) = deg(A) + deg(Q) > deg(P) + deg(B) = deg(PB).
D’ou

deg(F + G) < deg(AQ) — deg(BQ) = deg (g—g) = deg(F).

329



Définition

20.2 Fractions rationnelles

MP2I

Si deg(F') > deg(QG), alors deg(AQ) > deg(PB) et donc
deg(F + G) = deg(AQ) — deg(BQ) = deg(F).

A
deg(FG) = deg (B—g)
= deg(AP) — deg(BQ)
= deg(A) + deg(P) — deg(B) — deg(Q)
=deg F'+degG.

3. deg (%) = deg(1) — deg(F) = — deg(F)

2 Décomposition en éléments simples

Lemme:
F=E+G

vFeKM%m@K”eKMTXKMm{®QQ<O

On dit que E est la partie entiére de F'.

Preuve: =
On pose F' = 2 avec P € K[X],Q € K[X] \ {0}.

ANALYSE Soit F € K[X] et G € K(X) tels que
F = E + Gdeg(Q) < 0.

On pose G = g avec A € K[X].

F=FE+G <— P*E-ﬁ-A
Q Q

— P=EQ+A.

deg G < 0,deg A < deg Q.
Don FE est le quotient de la division euclidienne de P par @ et A sont reste.

SyNTHESE Soient E le quotient et A le reste de la division euclidienne de P par Q.

On a alors
P=EQ+ A
deg(A) < deg(Q)
et donc i P
F:E'Jr—deg(—) < 0.
Q Q
EXEMPI§E:
X _
F = ﬁ, degF = 1.
X242
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XPLEXK =1 | X249

X3 42x X
X -1
Donc,
XX —
. (X2 +2) (X+1):X_ X+1.
X242 X242

P
Lemme: Soit FF = —— avec
AB

(P,A,B) € K[X]%
A #0;B #0;
AANB =1;degF < 0.

Alors,
u Vv
== 4+ 5
(U, V) € K[X]?, 54 v
d — ) <0etd — .
eg A) et deg (R)
Preuve:  ANALYSE On suppose que
u Vv
F=—+4—
A + B
U € K[X],degU < deg A
V € K[X],degV < deg B.
D’ou
P _UB+VA
AB~  AB
et donc P = UB 4 V A. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe (R, S) € K[X]?
tel que
RB+ SA=P.
On a alors
0=BR-U)+AS-V)
donc
A(S—-V)=B({U - R)
donc

A | B(U — R) dans K[X].

D’aprés le théoréme de Gauf,

A|lU-R
Donc U — R = AT avec T € K[X] donc

A(S — V) = BAT

donc
S—V =BT
donc
R=-AT+U
S=BT+V
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S=BT+YV
degV < deg B

donc V est le reste de la division euclidienne de S par B et U est le reste de la
division euclidienne de R par A.
Syntuise Soit (R, S) € K[X]? tel que

P =RB+ SA.
Soit V le reste de la division euclidienne de S par B.

{S:BT—%—V,TE]K[X]

degV < deg B
D’ou,
2 R V. R+AT V
=4 T4 — = 4
AB A+ +B A +B

: deg (%) — deg(V) — deg(B) < 0.

Si deg (M) > 0, alors

A
R+ AT 1%
deg [ ——— ) >deg ( =
eg( A )> eg<B)

et alors
deg (i) = deg (LAT> > 0.
AB A
Or, B
deg (E) < 0.
Donc

R+ AT
deg <+T) < 0.

On pose U = R+ AT'. On a bien

2 u v U \%4
Efg—i—gavec deg<v><0 et deg<ﬁ><0.

P
Lemme: Soit H € K[X] irréductible, n € Ny, P € K[X], F = o et deg F' < 0.
Alors,
U \%
(U, V) e K[X]2, F = — +

Hn Hn—l;
degU < deg H;

d \%
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Preuve:  ANALYSE F = L + L avec
- Hn Hn—l

deg

D’ou

v
deg (W) < 0.

Théoréme (Théoréme de décomposition en éléments simples sur C(X)):
P
K(X), F = — la forme irréductible de F'. On note (z1, ..
Q et (p1, ..., pp) leur multiplicité.
Alors,
3!(E,CL111, ce Q52,13 A2, 00y -3 Op 1y ,apyﬂp) € C[X] X CdegQ7
P i w
F=E+ —l
2\ &y
EXEMPLE:
-1
F=—"—.68+"€CX
X5 +2X3 4+ X € C)
X7T—1 | X542X3 4+ X
IR LD b e "2 =9
—2x5—Xx3 -1
C —ox5_4x®_2x
3x% +2x —1
3X34+2X —1

F=(X?-2)+

333

v
Hn—1

degU < deg H,
U € K[X],V € K[X],

) <o

P=U+VH, degU < deg H.

Donc V est le quotient et U le reste de la division euclidienne de P par H.
SynTHESE Soient V' et U le quotient et le reste de la division euclidienne de P par

H :
P=U+VH
degU < deg H.
D’ou - -
F=qmt o
degU < deg H

X5 +2X3 4+ X

\% \%
Sideg [ —— ) >0, alors deg F' = deg { ——— ) > 0 : une contradiction. Donc
Hn—1 Hn—1

Soit F' €

., Zp) les racines complexes de
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X5 4+2X3 4+ X = X(X*+2X2+1)
=X(X%+1)2
= X(X —i)2(X +1)?

D’apres le 2°™€ lemme,
3X3+2X -1 a L WX e
X5 42X34 X X (X —i)?

D’apres le 3°™€ lemme,

bX +c f n g
(X —i)2 (X —0)2 X —i
dX+e _h _ _h
(X442 (X +4)2 X+
h k
Fox?-p+24 L 9

X (X—-92 X-i (X—i)2+X+i'

On multiplie par X :

XY =1l f g

h

k

- _gfX(XxX2-—2
X4 4+2X2+1 ot ( +

En rempla ¢ ant X par 0, on obtient

a=— =—1.
1

On multiplie par (X —i)? et on remplace X par i :

3i% +2i—1
T o2 o
i(21)
Donc,
—i—1 1 i
f=—m Ti1 1
De méme,
3(—i)3+2(-i)—1 — 1 4
p=2 Y TR - _Fo—al
—i(—2i)? F=31%3
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gee

Donc,

3X2+2X—1+1 1 1 1+i 1 __9 h
X5 42X3 X 4 4) (X —i)2 4 4) (X+id)2 X—i X+i

CB3XP 42X -1+ X 42X+ 14+ X(X+0)2 (-1 +5) - X(X -2 (3-2)

X—i+X+7Z

X5 +2X3 4+ X
12X3 +8X —4+4X4 +8X2+4+ X3(—=1+4) + (1 —49)X — X3(1 +4) —2X2(1 —4) + X(1 + 1)

4(X5 +2X3 + X)
4X* 4+ 10X3 4+ 8X2% + 10X
4(X54+2X3 + X)
_ 2X%4+5X2+2X +5
T 2(X442X241)
(X —)(X +49)(@2X +5)
T 2(X —i)2(X +i)2
B 2X 45
T2AX — i) (X +1i)

245 (2i45)i  2-5i
Y= ox2u -4 4

po 20045 _ 2450
To2(=20) 4

¢'0¢

So[[PUUOI}RI SUOIIORI
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Preuve:

P
On suppose 0 ¢ C[X]. On peut supposer @ unitaire.

ExisTeENCE D’aprés le lemme 1, il existe F € C[X], G € C(X) tels que

P
—=E+G
Q
deg(G) < 0
. A . . o
Soit 5 la forme irréductible de G' avec B unitaire (AA B =1 et A # 0).
P oo A
Q B
donc
PB = EBQ + AQ (*)
donc
AQ = PB - EBQ
donc
A| B(P - EQ)
D’aprés le théoréme de Gaufi,
A|P—-EQ
Soit R € C[X] tel que
AR=P— EQ
Dron AR _ P A
Tl ==
QR Q B
D’ou
r_1
Q B
donc B | Q.
De (%), on a aussi
P|Q(EB+ A)
Or, PAQ = 1. Donc
P|EB+ A
Soit S € C[X] tel que
PS=EB+ A
Donc
PS A P
2 _Ep+ =
B B Q
Donc
LI
B Q
et donc Q | B
Donc @ = B (car ils sont unitaires).
A
Donc G = —.
Q
Or,
P
Q= [J(X -z

g=1l

Vi %k, (X — zj)H A (X — zp)P* =1
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D’aprés le lemme 2, il existe (A1,...,Ap) € C[X]P tel que

Q I (X —z)h
Vj € [1,p],deg(Aj) < py

Soit j € [1,p]. D’aprés le lemme 3,

Aj aj,u; Ajn

(X —z)% (X —z)P (X —z)Hi~

avec
aju; €C
A1 € CpyalX]
En itérant ce procédé, on trouve (aj#j ,.,a51) € CHi tel que
Aj _ : a5,k
X =) 2 (X—2)F
D’ou
K
2 a; i
Z-E+Y) J,
AT
Q F=1 il (X —2)
deg( )<O0

P N
UniciTE Soit By € C[X] et (bj 1) 1<j<p € CEi=1"5 tels que

1<k<p;

P
*7E1+ZZ(X_Z]

Jj=1k=1

deg( )<O0

D’apreés le lemme 1,

E= Eletzz a_]’z)k ZZm

Jlkl j=1k=1

Vi€ 1,0l
i bike Dl bjn(X — )
= (X —z5)F (X —z5)kd
I
ij: a2l an(X - z)ts
= (X —z5)k (X — z5)t

Donc,

nj K
Do aie(X —z)F = b k(X —2)F
= k=1

Comme (X — z;, (X — 2i)%, (X — zj)M3) est libre dans C[X],

Vk € [1, 1], b5k = aj k
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Théoréme (Théoréme de décomposition en éléments simples sur R(X)): Soit (P, Q) €
R[X]?, PAQ =1, Q unitaire, Q & {0,1}. On pose

P q
Q=TI —a)* [T(X? + X + B)"*
i=1 k=1
avec
p€eN,qge N,
(a1,...,ap) € RP
(ea,...,0q,B1,...,Bq) € R4
(s ees fipy Vs .oy vp) € INPTE
Vi€ [1,q], 0} —46r <0
Alors
SHBAL L o 0 0 0 Vilogin 9 VBl 0 0 © 0 TBefimyn 0 0 0 Fhpillr 0 0 0 0 Tl
@il 0 00 0 Ol 0 @il 0 0 0 5 R0 0 00 Gligiln o 0 0 0 Gz
61,1,...,61’,,1,62,1,...,62}1,2,...,qu1,...,6q7uq)

€ R[X] x R¥ T Fhp x R2(v1++vg)

P M4

*—E+ZZ(XA’_“;Z

g=Iil g=il

Vi
6ij+Ekj
+ ) ) i
ZZ—X2+akX+Bk)J

kl]l

PAQ =
Définition: Soit F € C(X). Soient (P,Q) € C[X]? tels que P 5
Q

Les racines de P sont appelées zéros de F'
Les racines de @ sont appelées poles de F'

Proposition: Soit F' € C(X) et z € C un pdle simple de F. Le coefficient devant

1
— dans la décomposition en éléments simples de F' est P(z) .
X= Q'(2)
Preuve:
Soit (P, Q) € C[X]? tels que
2
F=—
Q
PAQ=1
@ unitaire

On pose

q
= Z) H(X — Zi)ui

=il

338
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ol 21,...,%q sont les racines distinctes de z du polynéme @. Donc,
P “ qa bi k
S - + J
G S P

avec a, (bi,k) 1<i<q des nombres complexes.
1<k<p
On muliplie par X — z.

P L bik
q =a+(sz)ZZ(X7’ )k
[T(x —=om i=1 k=1 Zi
1
=1
On remplace X par z.
P(z)
a

Or,
q
Q=(X—-2) [J(X -2~
i=1
D’ou ,
q q
Q =TIxX -z +(X -2) <H(X - Zi)’”)
i=1 i=1
Don
q
Q') =[[— =
i=1
Donc
_ P(z)
Q'(2)

Proposition: Soit P € C[X] avec deg(P) > 1, (21, ..., 2p) lesracines de P, pu1, ...

leur multiplicité. Alors

Preuve:
On pose

Donc
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20.2 MP2I
D’ou
P AN (X =) T (X — 25)
P FTTE_ 1 (X — 2
L $ X G £ DX )
= g=1 (X —2)Hs
g,
- i=1 MX —F
O
REMARQUE:

Il existe un “truc” pour retenir cette formule :

P / » - / p /
== In(P) = (ln <ai:1_[1(X — zi)‘”)) = <Z,LL,L In(X — zz)> =

. 0 =1
n’existe pas!
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CHAPITRE

21

MATRICES ET APPLICATIONS
LINEAIRES

1 Matrices d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit & = (e1,...,en) une base de E.
Définition: Soit z € E. On sait qu’il existe un unique n-uplet (z1,...,z,) € K" tel
que

n
xr = E ZTie;
i=1

La matrice de z dans la base £ est la colonne

1
z2
Matg(x) =

In

REMARQUE:
En général, si % et %’ sont 2 bases différentes, alors Mat () # Mat g (x).

EXEMPLE:
E=R3[X], K=R, Z=(1,X,X2 X3) et

)

. (X(Xfl)(XfQ) X(X -1D)(X-3)
T 6 ’ 2
X(X —2)(X —3) _(X—l)(X—2)(X—3))
2 6

5

P=X?-X+1
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1
Matz(P) = | 7'
0
P= P(3)w + P(2) XX _21)(X —-3)
4 P(l)w + p(o)f(X — 1)(X67 2)(X —3)
7
Matz (P) = | 3
1

2 Matrice d’une famille de vecteurs

Soient E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, & = (e1,...,en) une base de E,
F = (u1,...,up) une famille de vecteurs de E.

Définition: La matrice de % dans la base & est la matrice M telle que, pour tout
j € [1,p], la j-éme colonne de M est Matg(u;).

EXEMPLE:

(V]
3

Maty (%) =

== e
O = N W
O = = O
S~ 0o

Proposition: Soit .# une famille de vecteurs de E.

rg(F) = rg (Mat (%))

Preuve:

Dans ce chapitre, on définit le rang d’une matrices comme le nombre maximale de
colonnes linéairement idépendantes. O
Corollaire: Soit .# = (u1,...,up) € EP et & = (e1,...,en) une base de E, et

M:Mat@(,?).
1. .F est libre <= rg(M)=p
2. E=Vect(¥) <= rg(M)=n
3. Fbasede E <= n=p=rg(M) <= M € GL,(K)

Dans ce cas,
(Mat ()~ " = Mat z (%)
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21.2 Matrices et applications linéaires MP2I

EXEMPLE:
1 3 9 27
1 2 4 8
Maty (%4 101 1 1 =M
1 0 0 O
On sait que Z est une base donc M € GL4(R). Donc,
0 0 0 1
1 3 11
3! 2 6
M~! = Mat (%) = 1 9 5 1
12 1 12 1
2 2 6
Preuve: 1.

F est libre <= (u1,...,up) base de Vect(ui,...,up)
<= dim (Vect(ul, o ,up)) =p
<— rg((ul,...,up)) —)
<~ rg(M)=0p

2.

# engendre E <= E = Vect(u1,...,up)
<= dim(E) = dim (Vect(u1, ..., up))
<~ n =rg(M)

3.

rg(M) =p

F base de £ <—
rg(M)=n

On suppose que .% est une base de E.

mi1 ... Min
m21 ... M2np
M =Matz(F) =
Mn 1 oo Mnon
ail ... Gin
a1 .. A2n
Soit A = Matz (%) = . . . |- Montrons que AM = I,.
an,1 .. Qnn
La premiére colonne de AM est
mi1 ail a2 ai,n
A : =mi1 : + mao1 : + -+ mp 1
Mn,1 Qn,1 an,2 QAn,n

ai;
Or, Vi € [1,n], : = Mat z(e;).

An, g
Donc, la premiére colonne de AM est la colonne des coordonées du vecteur

343



21.2

Matrices et applications linéaires MP21

miie1 + maiez + - - -+ my 1€, dans la base 7.

Or,
mi1
ma1
Mat@(ul) —
Mn,1
donc ui = miier +maiez + -+ mp,1€n.
Comme ug =1-u3 +0-ug+---+0-upy,
1
0
Mat,y(ul) = .
0
La j-éme colonne de AM est
L) a11 a2 ain
A 5 =miji| : | +ma;| |+t ma;
Mn,j an,1 an,2 an,n
ai,q
Or, Vi € [1,n], : = Mat 2 (e;).
(799

Donc, la j-éme colonne de AM est la colonne des coordonées du vecteur my je1+
ma jez + -+ - + My jen dans la base #.
Or,
ml’]
mQ’]
Matgg(u1) =

Mn,j

donc u; = my je1r +mo jez + -+ My jen.
Comme u; =0-uy +---+1-u; +---+0-up,

0

Matg(ui1) = |14+ J

Donc,
I @ooooooos 0
AM = 0 v i =6
g
Qevevnnn w0 1

En inversant les roles de .% et %, on prouve que M A = I,,.

On suppose maintenant que M € GLy, (IK). Montrons que .# est une base de E.
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On pose
a1 ... Qin
M~ =
an,1 c.- Qnmn
On sait que
MM™t=1,
Donc
0
mi1 min :
Vje[[l,n]],ahj + -+ an,; =1+
Mn,1 Mn,n
0
donc
n
Vj € [1,n] ,Matg <Z ai,jm) = Matgg(ej')
i=1
donc

n
Vjie[l,n],e; = Zai,jui € Vect(F)
i=1

Donc . engendre E.
Card(#) = n = dim(E)

donc .# est une base de E.

O
3 Matrices d’une application linéaire
Soit f € L(E,F), = (e1,...,en) une base de E et € = (f1,..., fp) une base de F.
Z1
Proposition — Définition: Soit z € FE et X = | | | = Matg(x). Soit y € F et
In
Y1 all ... Q1n
Y =] ! | =Matg(y). On pose A = : : € Mpn(K) telle que
Yp ap,1 ... Qpn
ai,5
Vie[l,n],| : | =Matg (fle)))
ap,j

Alors
y=f(z) <= Y =AX

On dit que A est la matrice de f dans les bases # et €. On la note Matg «(f).

Preuve:
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21.3 Matrices et applications linéaires
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n P
I:Z%Bj y:Zyifi
j=1 i=1

P n
y=fl&) <= D> vfi=f (Z%’%‘)
j=1

=1

D n
= D> uifi=»_ z;f(e;)
=il

=il

Or,
»
Vi€ [L,nl, flej) =) aijfi
i=1
D’ou,
p n p
y="f() < > vifi= 2; > ai;fi
i=1 j=1 =1
n
=2 | i | £i
i=1 \j=1
n
—=Viel,pl,) aixi =y
j=1
<— AX =Y
EXEMPLE:

E = R? et f la projection sur R = {(:p,y, z)|z+y= 0} parallélement a G = Vect ((1, 1, 1))

— % = (e1, ez, e3) base canonique.

Matg@,ga(f)=<: )

oy (1 1 1y, (111
e = , U, = ===y == -, =, =
! 2772 2 27272

——— ———

€ €G
1 1 1 1 1 1

e1)=(=,—=,—= ) ==-e1— —e2 — —¢
fler) (2 2 2) 21 T 9% g8

L] 11 1), (111

eo = = [ o=, =, == —, =, =

2 0 2°2 2 27272
es = (0,0,1) = (0,0,1) + (0,0, 0)

Donc
1 1
2 3 °
1 1
Matg »(f)=|-- - O
% 2
1
== == 1
2 2

— € = (63,61 —eg,e1 +e2 +63) = (ul,ug,U3)

Mate « (f) =

o O~
o = o
o O~

car

Flur) = ui f(u2) = uaf(uz) =0
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0 1 0
Matgygg =10 —-1 O
1 0 0

1

- —— 1

Mat%,‘ﬁ(f) = l _i 0
2 2

0 0 0

— Soit (z,,2) € R®

Matg (f((z,y,2))) = Matg, z(f) x Matg ((z,y, 2))

Donc
_(r—yy—z x+ty
flewa) = (L5 - 222
Mate (f(2,y,2)) = Matg «(f) x Matg ((z,y, 2))
1 1 1
-5 5 .
_| 2 1
2 2 z
0 0 0
_1,2_ y L
= =Y
2
0
Donc
T 4+ B =
f((z,y,2)) = (Z = J) ur + (J) U2
2 2
EXEMPLE:

Soient £ = C, & = (1,i), 6 € R et f la rotation de centre O et d’angle 6.

f:C—C
z— ez
f est linéaire :

V(A 1) € R?,¥(z,w) € C*f(Az + pw) = e’ (Az + pw)
=Xz + ,ueww
= Af(2) + puf(w)

Matg(f) = (Cos@ —sin 9)

sin 6 cos
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car _
f(1) =e? = cos +isind
f(G) =ie*® = —sinf +icosf

z=x+1y avec ¢,y € R
cos —sinf\ (x\ (xcosf —ysinb
sinf  cos@ y)  \xzsinf ycosh

Théoréme: Soient E et F' deux KK-espaces vectoriels de dimension finie, Z = (e1,...,¢en)
une base de E et € = (f1,..., fp) une base de F.

®: L(B,F) — Myn(K)
J — Matg «(f)

® est un K-isomorphisme linéaire.

Preuve: ~— Solent (f,g) € .i”(E,F)2 et (\p) € K?. On pose A = Mat gz, (f)
O(f) = (ai,j) et B = Matg «(9) = ®(g9) = (bij). On pose également C
Matg « (A + pg) = ©(Af + ng) = (cij)-

C1,j
Viel,n], | 1 | =Mate ((Af+nug)le)))

Cp,j
= Mateg (/\f((i]) + ,ug(Ej))

Or,
@il g
Mateg (f(ej)) =
ap,j
et
bi,;
Mate (9(e;)) = |
bp,j
Donc
a1, b1,
Matey (Mf(ej) +ugle;)) =X |+ | +u| :
ap,j bp.j
Donc C'= AA + uB et donc @ est linéaire.
— Soit f € Ker® :
(R 0
Matg,« (f) =
0 evnnn. 0

Donc

p
Vi€ [1,n], fej) = 0- fi =0

v=i
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n
Soit z € E. On pose z = ijej.
j=1

f@) =) x;f(e;) =0p
j=1

Donc f = 0. Donc @ est injective.
Soit A € Mpn(K). On pose A = (ai;)1<i<p-
1<j<n
On définit F': E — F de la fa ¢ on suivante : pour tout € E, on décompose

n
B = E zjej. On pose alors
=1

HOES TRy

n
j=1 =1
P

Zzai,jmjfi

i=1j=1

Montrons que f € Z(E,F) et ®(f) = A
— Soit (x,y) € E? et (a, B) € K2. On pose

n
m:Zazjej avec (z1,...,2n) € K"

Jj=1

n
y:ZyjeJ- avec (y1,...,yn) € K"

=1

Donc
n

az+ By = (az; + By;)(e;

j=1

D’ou

P n
flam+By) =D > aij(ow; + Bx;) fi

=
P n P
= aZZai,jl‘jfi —‘,—Bzzbi,jyjfi
=11 i=1j=1
=af(z)+ Bf(y)

Soit j € [1,p].
P
fleg) = ai;fi
i=1

et
@il

Matey (f(ej)) =
g

donc
Matg «(f) = A
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Corollaire: Si E et F' sont deux IK-espaces vectoriels de dimension finie, alors

dim (Z(E, F)) = dim(E) x dim(F)

ExemPLE (Trouver tous les endomorphismes de R?):
Soit # = (e1,ez2) la base canonique de R2.

R? — R?
(z,y) — (az + cy, bz + dy)

avec (a,b,c,d) € R
Une base de .Z(R?) est (f1, f2, f3, f4) ou

fi: (x’y) = (117,0)
fa: (xvy) = (0,:13)
f3 : (xvy) = (yro)
fa: (x,y) = (Ovy)

Théoréme: Soient f € Z(E,F) et g € Z(F,G), # une base de E, € une base de F’
et Z une base de G. Alors

Mat g, o (g o f) = Mate (g) X Matgz «(f)

Preuve:
On pose
B =(e1,...,en)
C = (flv"'vfp)
@ - (glz"'vgq)'
et
A= (aij)1<i<p = Matg «(f)
1<jsn
B = (bk,i)1<k<q = Mate,2(9)
1<isp
C = (ck,j)1<k<q = Matz o(g o f)
1<j<n

Soit j € [1,n]. La j-iéme colonne de C' est

Matg (g0 f(e;)) = Matg (9(f(e;))
= Maty, 5 (g) x Matg (f(e;))
= BA]'

oit Aj est la j-éme colonne de A.
Or, la j-éme colonne de BA est aussi BA;.
Donc, C' = BA. O

4 Formules de changement de bases
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Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient A1 et %2 deux bases de F et © € E. Soit P = Py, _, 5, = Matg, (%2).

Alors
Matg, (z) = P~ Matg, (z)

Preuve:

P =Matg, %, (idg) =

) {331 = (@ipco0 @)

S1
By = (ulv---vun)

P Matg, (z) = Matg, 2, (idg) x Matg, (x)
= Matggl (1dE(m))
= Mat g, (z)

Proposition: Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de dimension finie %; et %2
deux bases de E, et ¢1,%> deux bases de F et f € Z(E, F).

P = Py, 5, = Matg, (%2)
Soient § Q = Py, ¢, = Mate, (62) Alors,

A = Matg, «, (f)

Matg, 4, (f) = Q"' AP

Preuve:

Eg ———— Fa

idE P idF Q_l

~

E@Z T chz

f=idpof oidg donc

Mat g, «, (f) = Maty, ¢, (idr) Matg, « (f) Matg, %, (idg)

351



21.4 Matrices et applications linéaires MP2I

EXEMPLE:
E=R3*F = {(z,y,2) € R® | 2 +y = 0}, G = Vect ((1,1,1)) et f la projection sur F
parallelement a G.

Ul = (07071)
Soient Z = (e1, ez, e3) base canonique de E et ¢ = (u1,ug,u3) avec § ug = (1,—1,0)
us = (1,1,1)
1 0 O
Mate(f)= [0 1 0
0 0 O
Donc
0 1 1\ /1t 0 0o\ /o 1 1\ !
Matz(f)= [0 -1 1][o 1 o]0 -1 1
1 0 1 0 0 O 1 0 1

Proposition — Définition: Soient (A, B) € 4 (K)?2.
On dit que A et B sont équivalentes si

3(P,Q) € GL,(K) x GL,y(K),B =Q AP

Cette relation est une relation d’équivalence. O

Théoréme: Soit f € ZL(F), # et € deux bases de E, P = Py ,o = Matg(¥¢),
A =Matgz(f) et B= Matg(f).
Alors

B=P AP

Définition: Soit (4, B) € .#,(K)?. On dit que A et B sont semblables s’il existe
P € GL, (K) telle que
B =P 'AP.

L’ensemble {PilAP | P € GLn(K)} est la classe de similitude de A.

EXEMPLE:
Vn € N, unt2 = Unt1 + Un
ug =0
up =1

On pose

Vn e N, X, = (uuil) et Xo= (?)
n
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On a

Un+1
VneN, Xpy1 = un+2)

Un+1
Un + Un+1
= AX

1) ()
0 1
X, avec A = (1 1) .

Vn € N, X, = A" Xq

D’ou

On aimerait trouver D diagonale et P € GL2(C) telles que
A= PDP7L.

¢z — 2
(z21,22) +— (22,21 + 22)
canonique de C2.

On cherche € = (u1,u2) une base de C? telle que Mate (f) = (

Soit f :

A1 0
0 A

2
ANALYSE On suppose que % existe. Dans ce cas,
flu1) = M,

f(uz) = Aauz,
(A1, A2) libre.

Soit u = (z,y) € C? et \ € C.

y=20 Y=z
_ —1++5 N —1-+5
_ T2 T2
<= u=(0,0) ou 15V ou IRy
y= ———=a = —27x
2 2
o 14 VE Ago SL=VE_ 1
SyNTHESE On pose { ' — 2 =% et 2 1 ¥
ur = (17<p) Uz = (17 _7>
@
Ainsi, 4 (1) = Aaul
fu2) = Aoua.

u1 et ug ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre donc une base.

© 0
On pose € = (u1,u2) et Mate(f) = (0 _1) = D.
©
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A=pPDp!
et
pl= Matgg,g(idc2) =Py .p
2= Matcg,@(idcz) = Pg_,¢

1 1
Ona P = 1 | donc
o ——
©

Donc A = PDP~! et donc

11
VnG]N,A”:PD"P’lzi 1 ’
VB e ——

EXEMPLE:
y' +w?y=0 weRS
VY (1) = (5,((?))
VY () = (5;,%)
- (73/2(?@))
- (e o) (00)
— AY ()
Soit f : ¢ — ¢

(a,b) +— (b,—w?a)

A = Matg(f) ou # = (e1,e2) base canonique de C2. On cherche ¢ = (u1,u2) une base de

2 (A1 0 _
C* telle que Mate (f) = (O A ) = D.

ANALYSE Si @ existe,

flur) = Mug
fu2) = Aouz

Soit u = (a,b) € C? et A € C.

b= Xa
—w?a=Xb

b= )a
—w?a =A%

flu) = I <= {

a=0 N = —w
<~ ou
b=0 b= Xa
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/

2 2

A = tw Ay = —iw
. SYNTHESE,?H pose ! . et 2 ) . (u1,u2) est bien une base de
idee | p=—1 idee |'P ur = (1,iw) uz = (1, —iw)

€2 et Matef(f) = (Zg v ):D

—iw
cl —— 2
€ D €

AP =PD «— P 'A=Dpp!

On a
1 1
SO (iw 71'0.;)
On ose
p vt X(t) = P71 x Y (1)
Donc
¥t X'(8) = P1Y'()) = P AY (1)
= DPHY (1)
= DX(t)
On pose
o= 1)
=00 = {55
a(t) = Aeth ,
- {b(t) = pe— it (A, p) € €.
Vt, Y (t) = P x X(t)
eiwt
- (’Li} 7:;(,‘)) (M);*iwt)
_ ()\eiwt+“e—iwt>
Donc,

\V/t,y(t) — \e'wt 4 #e—iwt

Définition: Soit A = (a;,5) € M (K).
La trace de A est

tr(A) = Z Qi
g=il

Proposition: 1. tr € Z(Mn(K),K) = Mn(K)*
2. VA, B € #Mn(K), tr(AB) = tr(BA)
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21.4 Matrices et applications linéaires MP2I

Preuve: 1. Soient (A, B) € #,(K) et (a, ) € K?. On pose A = (a;,;) et B = (b; ;).

tr(acA + BB) = Z(aai,iﬁbi,i)

=il

=aY ai+BY big
i=1 i=1

= atr(A) + Btr(B)

2. Soit (A, B) € Mn(K)?. On pose A = (a;;), B = (b;j), AB = (c;,j) et BA =
(di,5)-

O
Proposition: Soit (A, B) € .4 (KK)?.
A et B semblables = tr(A) = tr(B)
Preuve:
On suppose A et B semblables. Soit P € GL, (K) telle que A = P~'BP. Donc
tr(A) = tr (P~1(BP)) = tr (BP)P™!) = tr(B)
O

REMARQUE (/\ Attention):

1 0 1 0
a=(} Dear=(; 9

tr(A) = 2 = tr(B)
Or, A et B ne sont pas semblables, sinon

A= P 'BP avec P € GLy(K) =P lLP
=plp
=L+#A

Définition

Corollaire: Soit f € Z(F) et % une base de E. A = Matg(f). La trace de f est
tr(A).
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21.5 Matrices et applications linéaires MP2I

Ce nombre ne dépend pas de la base A choisie. On note ce nombre tr(f). O

Proposition: Soit p un projecteur de E de dimension finie. Alors

tr(p) = rg(p)

Preuve:
On sait que
E = Ker(p) @ Im(p)
Soit #1 = (e1,...,ex) une base Ker(p) et B2 = (eg41,...,en) une base de Im(p).
On pose # = (e1,...,€k,€k+1,---,6n). B est une base de E et
A = Matz(p)
tr(p) = tr(A) = n — k = #%2 = dim(Imp) = rg(p)
O

EXEMPLE:

F={(z,y,2) €R® |z +y =0}

G = Vect ((1,1,1))

f la projection sur F' parallélement a G.
% = (e1,e2,e3) la base canonique de R3.

1 1 0
2
1 12
Matg(f) = | —= 2 0| =4
T2
—-— —= 1
2 2

5 Conséquences

Proposition: La multiplication matricielle est associative.

Preuve:

A€ M p(K)
B € Mp,q(K)
C € Mq,r(K)

Soient f € Z(KP,K"), g € Z(K9,KP) et h € Z(K",K?) telles que
A = Matg ¢ (f)

B = Matg %(9)
C = Mat@,g(h)

ou & est la base canonique de IKP, ¢ est la base canonique de K™, Z est la base cano-
nique de K", & est la base canonique de IK9.
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21.5 Matrices et applications linéaires MP2I

A(BC) = Matgy (f o (goh))
= Matg ¢ ((f 0g)o h)
= (AB)C

Proposition: Soit (A, B) € .#,(K)2. On suppose que AB = I,. Alors (A, B) €
GL,(K)2 et A~ = B.

Preuve:
Soit % la base canonique de K", f € Z(K") telle que Matg(f) = A, g € Z(K") telle

que Matg(g) = B.
AB = I,, donc Matg(f o g) = Matg(idgn) donc fog = idgn
donc f o g est injective
donc g est injective
donc g est un isomorphisme

Or, fog=iddonc f = fogog ' =gt

BA = Mat(g) = Mat(f)
= Matg(go f)
= Matg(gog™")
= Matgg(id[(n)
=1,
Donc A= B~ L. O
REMARQUE:

Au passage, on a montré que
f € GL(E) < Matgk(f) € GL,(K)

et, dans ce cas,
Matg(f ") = Matg(f) ™"

Proposition: Soit A € . »(K).
Le nombre maximal de lignes linéairement indépendantes de A est égal au rang de A.

Preuve:
On appelle rang par lignes le nombre exact de lignes linéairement indépendantes.

Ce rang par ligne est invariant quand on effectue une opération élémentaire sur les lignes.
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21.5 Matrices et applications linéaires MP2I

En appliquant la méthode du pivot de Gauf, on obtient une matrice de la forme

0o ... 0 * AU
0o ... ... 0 1 * L%
0o ... ... ... ... 0

qui a le méme rang par lignes que A.
On obsérve que ce rang r est égal au nombre de pivots.

Soit S le systéme homogéne
AX =0

xr1
ou X = . |. D’aprés lalgorithme du pivot, la résolution de ce systéme fournit r

Tn
inconnues principales et n — r paramétres.

Sans perte de généralité, on peut supposer que zi,...,Tn—, sont les paramétres et
Tp—r+1,--.,%n les inconnues principales.
Soit # = (e1,...,en) la base canonique de IK" et € = (f1,..., fp) la base canonique de

KP et f € Z(K", KP) telle que

A = Matg «(f).

Soit = (z1,...,%n) € K" et X = Matg(z).

AX =0 <= Matg «(f) Matg(f) = Mat(0)
<= Matg (f(z)) = Mat (0)
= f(x) =0
<=z € Kerf

Ainsi, ’ensemble E des solutions de (S) est un K-espace vectoriel isomorphe a Ker(f).
De plus,
g: BE— K" "
x1
— (Z1,.. ., Tn—r)
In
est un isomorphisme. Donc, dim(Ker f) = dim(E) =n — r.

D’aprés le théoréme du rang,

rg(A) =rg(f) = dim(K") — dim(Ker f) =n— (n —r) = 1.

Définition: Soit A = (ai,j)lgigp € ./fpm(]K).

1<j<n

La transposée de A, notée *A = (b; ;)1<j<n € #n,p(K) est définie par
1<i<p

Vi € [[1,]7]] ,V] S [[17TLII 7bj,i = Q5,5

Les lignes de ‘A sont les colonnes de A. Les colonnes de ‘A sont les lignes de A.
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21.5 Matrices et applications linéaires MP2I

EXEMPLE:
1 0
A=1|2 1 donc%‘l:(é 2 _31)
3 -1
Corollaire:
VA € My p(K),rg(A) = rg(*A)
O
Proposition: Mo (]K/i : g"(IK) est la symétrie par rapport a Sy, (IK) paral-

lelement a A, (K) ou

Sn(K) = {A € M (K) |'"A= A} =

et

An(K) ={A € 4 (K) | tA = —A} =
et donc
Preuve:

Soient A = (a@j), B = (b@j) et (Oc,,B) e K2

YaA + BB) = (aaj; + Bbji)i<i,i<n = alaj;:) + B(b),i)
=a'A+ BB

Clairement,
VA € M0 (K),' (*A) = A

donc f : A — A est la symétrie par rapport a Ker(f — id,//{n(]K)) parallélement &

Or,
Ker(f —id 4, (k) = {A € #n(K) | f(A) — A =0}
={Ac M (K)| A= A}
== Sn(]K)
et

Ker(f +id g, (k) = {A € Mn(K) | f(A) + A =0}
={A € Mn(K) | 'A = A}
= An(K)
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MP2I

Proposition: Soit A € 4y ,(K) et B € 4, q(K).

(AB) = 'B'A

Preuve:
On pose
A= (ai,j)lgigm
1<j<p
B = (bjk)1<j<p
1<k<q
tpt
B*A = (ck,i)1<k<q-
1<i<n

P

Jj=1

P
= bjnai
j=1

Il

1
=

i bk

J
(AB)i
((AB)g,:)

Donc, (AB) = 'B'A.

Corollaire: Si A € GL, (K) alors 'A € GLy, (KK) et

()~ =*(a7)

Preuve:
On suppose A € GL, (K).

AA~! = [,, donc t(AA_l) =11,
donc A~ H)tA =1,

donc
tA € GL,(K)Y(A™1) = (t4) 7!

6 Matrices par blocs

EXEMPLE:
Soit p un projecteur de E :
E=Kerp®Imp
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21.6 Matrices et applications linéaires MP2I

I = Vect
Soit # = (e1,...,€k,€k+1,--.,€en) une base de E avec m(p) ectler, .-, ex)
Ker(p) = Vect(er41,---,€n)
Alors,
1 Ocevennn 0
i 110ceeeens 0 B Iy, ‘ 0
Matg(p) = 0. 01 0. ... 0 *(0‘0>
0 evnnn 010 ee... 0

De méme, si » est une symétrie de F,

E =Ker(s» —idg) ® Ker(s + idg).

Vect(el,...,e)) = Ker(s — id
Soit € = (€1, .-, €p,€p 15> €n) avec{ (€1, €p) ( B),

Vect(€pyq,---,€p) = Ker(s+idp).
Alors

—in—¢

Mat (5) = ( {)e 0 )

Proposition: Soient F' et G supplémentaires dans E :
E=F®QG.
Soit f € ZL(F) et g € Z(G). Alors

Ihe L(E)hp=f, hg=g et h=fop+gogq

_ | p est la projection sur F' paralléelement a G
ou
q est la projection sur G parallélement & F'

On a aussi ¢ = idg —p.

Preuve: ~ ANALYSE Soit h € Z(E) tel que {ZlF =7
G =9

Soit x € E. Alors
z = p(z) +q(z)
—~
EeEF €qG

Donc,

h(z) = h(p(z)) + h(q(=))
= f(p(=)) + g(q(z))
=(fop+goq)(x)

Si h existe, alors
h=fop+gogq
SyNTHESE On pose h = fop+gogq.
P, q, [ et g sont linéaires donc h aussi.
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21.6 Matrices et applications linéaires MP2I
Soit z € E.
h(z) = f(p(z)) + g(a(=))
= f(z) +9(0p)
= f(z)
donc h|p = f et de méme h|g = g.
O
Proposition: On reprend les notations et hypothéses précédentes. Soit (e1,...,ep)
une base de F, et (f1,..., fq) une base de G. Alors, # = (e1,...,¢€p, f1,..., fq) est une
base de F et n
0
Mat@(h) = ( 0B )
A = Mat
oil a (51,4..ep)(f) O
B =Mat(s,...,f,)(9)
Proposition: Soient (A, A') € 4, (K)? et (B, B') € ,(K)*.
AloO A0 \_[AA] o0
0B o|B )~ 0 | BB
2.
Al o0 A € GL, (K)
GLp4p(K) <
(515 € ctrn0 {B € GLy(K)
et dans ce cas,
AloNt /At o
0| B o 0 B~
3.
Al O
tr (T‘?) =trA+trB
Preuve: 1. Soit {f € Z(F) tel que Matgz(f) = A, f' € Z(F) tel que Matgz(f') = A’, g € Z(G) tel que Maty(g) = B, g
_ n+p _
FoG=K ’ h € Z(K"*P) tel que hp=f
. ) dim(F) = n,dim(G) = p, . hc=y
ot B base de F, Soit M=
’ K € Z(K"HP) tel \F
€ base de G. € £( ) sl e {hiG 7

Soit 2 = B U % une base de K" TP,

(615

0B 0 |

0
B )~

Or, (hoh')|p=fof et (hoh')g=gog.
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21.6 MP2I

Donc,

Matg(f o f') | 0 )
0 ‘ Mat%(gog')

AA 0
0 BB ’

Matg(hoh') = (

Proposition: Soient A, A’ € 4, (K), B, B’ € My p(K), C,C" € Mpn(K) et D,D’ €
M, (K.

A| B A | B\ _( AA'4+BC' | AB'+ BD'
C|D ¢ D)\ CA+DC"| CB"+ DD’

Cette formule se généralise & un nombre quelconque de blocs :

A1r | Aig | - | A1 T 12 | Lin
Ay | Az | -+ | Ao 21 | A | [ A,
7 7 T
Apa | Ap2 | -+ | Apin Ap,1 Ap,Q T Ap’n
Cette matrice se calcyle comme on s’y attend si les dimensions des blocs autorisent les
produits.
f
€y ————— €%
Proposition: Lé'rang d’une matrice A, c’est la taille de la plus grande matrice carrée
inversible que Lon peut extraire de A. O
7/
3 7 8
1dcz P , 1d02 P
2z
7/
2z
7/
7z
f 2
2 ———— 5 ¢
€ D €
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CHAPITRE

22
FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

1 Quelques généralités
On s’interesse dans ce chapitre a des fonctions défi-
nies sur une partie D de R? a valeurs dans R. z

Par exemple,

f(z,y)

i (z,y) = bxy + /x22 + y2 Vo

Une sphére n’est pas la surface représentative d’une
fonction. Mais, une demi-sphére oui :

fi(zy) = V1 —22 —y2

La surface de la demisphére est

S ={(z,y, f(=,9)) | (z,y) € Do(1)}.

ot Do (1) est le disque unitaire a l’origine.

POINTDEVUENAIF

Soit f : D € R? — R2. On fixe y et on étudie fy : © — f(x,y). Ou, on fixe = et on étudie
fo iy = fz,y).
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22.2 Fonctions de deux variables MP2I

Wacd

LEBONPOINTDEVUE
On reprend les notions d’une fonction d’une seule variable (limite, continuité, développement
limité, ...) que l'on adapte aux fonctions a deux variables.

2 Topologie de R?

Définition: La norme (euclidienne) de R? est I’application définie par

V(z,y) € R, ||(z,y)]| = Va2 + y2.

Pk =====

y

Proposition: La norme euclidienne vérifie :

1. (séparation)
V(@,y) ER? ||(z,y)l| =0 <= ==y =0,

2. (homogénéité positive)
VA € R,V(z,y) € R?, [A(z, y)ll = Al |(z, 9l
3. (inégalité triangulaire)

V(z,y), (a,b) € R, ||(z,y) + (a,b)I| < lI(z, »)|l + lI(a, b)]I.

Preuve:
Déja vue en repla ¢ ant (z,y) par z + iy € C et ||(z,y)|| par |x+iy| O

Définition: Soit (a,b) € R? et 7 € R

La boule ouverte (ou disque ouvert) de centre (a,b) et de rayon r est

Bap)(r) = {(z,9) € R? | l|(2,9) — (a,b)]| <7}
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22.2 Fonctions de deux variables MP2I

La boule fermée (ou disque fermé) de centre (a,b) et de rayon r est

Blap) (1) = {(z,9) € R? | ||(z,y) — (a,b)|| < 7}.

La spheére (ou boule) de centre (a,b) et de rayon r est

S(a,b)(r) = 0B(ap)(r) = {(z,9) € R? | ||(z,) — (a,b)l| = r}.

B(a,b) (7)

REMARQUE:
On parle de boule en dimension quelconque.

Définition: Une partie ouverte O de R? (ou un ouvert) si
V(z,y) € O,3r >0, B(q)(r) C O.

Une partie F est fermée su R? \ F est ouverte.
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H Proposition: Une boule ouverte est ouverte. Une boule fermée est fermée.

Preuve:
@ est un ouvert.

Soit B la boule ouverte de centre (ag,by) € R? et de rayon 7 > 0.

1
On pose p = 5(7" — |l(a,b) — (ao, bo)||). Montrons que
B(a,b)(p) C Ba,p) (7).

Soit (z,y) € B(a,b)(p)-

||(d7, y) - (a(),b())” = ||(;t,y) - (a7 b) + (avb) - (a07b0)||
< I, y) = (a,5)]| + [|(a, b) — (a0, bo)|
<o+ 11(@,5) = (@0, b0)ll = 5+ (@, 8) — (ao,bo)]

<r

Soit F' la boule fermée de centre (ag, bg) et de rayon r > 0.

Soit (a,b) ¢ F. On pose

p= (@)~ (a0, b0) 1) >0

Montrons que B, p)(p) C R2\ F.
Soit (2,y) € B(a,p)(p)-

(@, y) = (a0, bo) || = [I(z,y) — (a,b) + (a,b) = (a0, bo)l

> | Iz, y) — (a,b)|| = ||(a,b) = (a0, bo)]| |
<p >r

2 ||(a,) = (a0, bo) || = [|(=,y) — (a, b)l
> [|(a,b) — (a0, bo)ll — p

1 1
> 5l(@,) = (a0, o) | + 57

>r

donc (z,y) € F. O
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EXEMPLE: 1. @ est ouvert.
R? est ouvert.
2. O est fermé.
R? est fermé.

3. {(#,0) | z > 0} n’est ni ouverte ni fermsé.

D

Définition: Soit (a,b) € R? et V € 2(R?).

On dit que V est un voisinage de (a,b) s’il existe r > 0 tel que

B(a,b) (T‘) cWw.

Proposition: Un ouvert non vide est un voisinage en chacun de ces points. O

Définition: Soit D C R2. Un point intérieur de D est un couple (a,b) € D tel que
Ir > 0, B(a,b) (r) Cc D.

en d’autres termes, si D est un voisinage de (a,b).

On note D I’ensemble des points intérieurs & D. C’est U'intérieur de D.

Proposition: D est le plus grand ouvert O de R? tel que O C D.
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Preuve: i
Soit (a,b) € D.

Par définition, il existe » > 0 tel que
B(a’w (I) C D.

Montrons que B 3 (1) C D.

Soit (z,y) € B(qa,p)(r). Comme B, 3)(r) est un ouvert de R?, il existe p > 0 tel que
B(I,y) (P) € B(a,b) (T)

donc (z,y) € D.

Donc D est ouvert, DcCD.

Soit O un ouvert de R? tel que O C D. Montrons que O C D.
Soit (z,y) € O. Soit r > 0 tel que

B(zy)(r) cOcCD

donc (z,y) € D. O

Définition: Soit f: D C R?2 > R, £ € R, (a,b) € D.

On dit que f(z,y) tend vers £ quand (z,y) tend vers (a,b) ou que £ est une limite de f
en (a,b) si

Ve >0,3r > 0,¥(z,y) € D,[|(z,y) — (a,0)| <r = [f(z,y) — €| <e.
en d’autres termes si

VYV € ¥, 3IW € V), V(z,y) € WND, f(z,y) € V.
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Proposition (unicité de la limite): Soit f: D — R, (a,b) € D, £1,0 € R telles que
{1 et L2 sont des limites de f en (a,b).

Alors #1 = 5.
f
D
2 lo
| 2 a C -
S | = - | = »
R
(a,b)
Preuve:
lo —

On suppose 1 < £2. On pose € = — > 0.
Soit r1 > 0 tel que

f(Bap)(r1)) Cllr — €, 81 +el.
Soit r2 > 0 tel que

f(B(a,b)("'?)) C]EQ —e,la + E[.
On pose r = min(rq,r2) donc

B(a,p)(11) N B(a,p)(12) = B(ap) (1) # 2.
Soit (z,y) € B(q,p)(r). Alors,
f(;I:,y) 6]51 —e, 01 + E[ﬂ]ez —e,la + 5[: <.

¢ O

Définition: Soit f: D — R, (a,b) € D.

On dit que f est continue en (a,b) si

f(xv y) (—> f(av b)

z,y)—(a,b)

Proposition: Si f(z,y) ———
(z,y)—(a,b)
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T—a

flz,b) —— ¢
alors 3 t(a,y) —t

Preuve:

(A N}
m

“y

Contre-exemple : exercice 3.

R? —
(z,y) +—
Soit € > 0. On pose r = €.

EXEMPLE: 1. f: iR limite en (0,0) ?

V(z,y) € Bo,0)(r), [f(z,9) = x| < [(z,9)]| <7 =¢

Donc f(z,y) ———
(z,y)—(a,b)
R — R
- . .
2. limite f : (@) L3 o (0,0) 7

Soit € > 0. On pose r = /7 > 0.
V(z,y) € B(o,0)(r): |f(z,y)| = |z°| < |l(z,9)|I> <r® =e.

2
R — R n (0,007

3. limite de f : ) — oy

Soit € > 0. On pose r = /& > 0.

V(z,y) € Bo,0)(r), £ (z,9)| = |2°%*| < Iz, »)IPli(@, p)|* <r® =e.

Définition: Soient D C R? et (z,y) € R2.
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pas
adhérent

adhérent

On dit que (z,y) est adhérent a D si
Vr > 0,B( 4 (r) N D # 2.

L’ensemble des points adhérents & D est noté D. On dit que D est ’adhérence de D.

Définition:  Soit f: D C R? — Ret (a,b) € D, £ € R. On dit que f tend vers £ quand
(z,y) tend vers (a,b) si

Ve >0,3r > 0,Y(z,y) € Ba,p)(r) N D, |f(z,y) — £ < e.

Proposition: 1. Dans ce contexte, il y a unicité de la limite

2. La limite d’une somme, d’un produit, d’un quotien, d’'une composée se comporte
comme dans le cas d’une seule variable.

3. Soit f: D — R continue. Soient g : I — R et h: I — R continues telles que
vt €1, (g(t),h(t) € D.

Alors
telr f(g(t),h(t) eR

est continue.
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3 Dérivation

Motivation :
S(@,y,2) = 2(zy + vz + y2)
V(z,y,2) = zyz
Y On cherche & minimiser S avec la contrainte V' = 1.
/ ®H? — R
Soit f: 1 1 1
T f (m,y) = S(zvyai) = <Iy+7+7>
Ty y

On cherche (a,b) € (lRi')2 tel que

V(z,y) € (RY), f(z,y) > f(a,b).

Définition: Soit f: U — R ot U est un ouvert de R2. Soit (a,b) € U.

G i T@0) = F(@b)

r—a Tr —a
et cette limite est notée

€ R, alors on dit que f a une dérivée partielle suivant = en (a, b)

0
Of1(a,b) = a—i(a, b).

Si lim f(a,y) - f(a7 b)
y—b Yy — b
et la limite est notée

€ R, alors on dit que f a une dérivée partielle suivant y en (a,b)

0
df2(a,b) = —f(a,b).
Ay
EXEMPLE: 1. f:(z,y) »zy+a—y.
7]
Y@y,
ox
g—i:(m,yw—)xfl.

1 1
2. fi(zy)—ay+—+ —.
y oz
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22.3 Fonctions de deux variables MP21
0, 1
B (zy) =y — 22
of 1
8—y:(az y)»—>1‘—y2.
1o}
(1) : a% =y,
3. Trouver f telle que
@: 2=
5 9y
D’apres (1) :
Y(z,y),3C(y) € R, f(z,y) = zy + C(y)
et donc of
5, @Y =z +C' @)
)
donc C’(y) = 0 et donc C est constante.
of
a =Y
4. Trouver f telle que ﬂ B
oy

Ce n’est pas possible!

Définition:

Soit f : U — R ou U est un ouvert. Soit (a,b) €
Soit w = (w1, w2) € R2.

Si

U.

. fla+twi, b+ tws)
lim
t—0 t

- f(av b)

existe et est réelle, alors on dit que f a une dérivée
dans la direction de w et la limite est notée

df(w) (a,b) = Duw(f) (a,b).

EXEMPLE:

fi (R —R

1 1
(,y) — Yy + — + —.
Ty

On pose (a,b) = (1,2), w = (w1, w2) = (1,1).

f(1+t’2+t)’f(l’2)=1<1+t )2 +1t) +L+i7371)
t t 1+t 2+t 2
=%< +3t+o(t) + 1 —t +o(t) (}(——+e(t>—;{—%)
1/7
= (& *”(“>
:Z—‘,—e )
Donc,

df(1,1)(1,2) = -
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MP2I

REMARQUE:

\gllf

of _of
Yy
et sont continues en (a,b). Alors,
V(h, k) € R? tel que (a + h,b+ k) € U,

of
O y (h0) 50,0

7] 7]
On dit que f est de classe ¢! si —f et —f existent et sont continues.

ox

REMARQUE:
En physique, cette formule correspond & :

gfdz+ ﬂ

d
y= ay

En effet :
df = f(z +dz,y +dy) — f(z,y)
af af

= —dz —dy.
Oox i oy

Proposition: Soit f: U — R de classe €' en (a,b) € U. Alors,

Vw = (w1, ws2) € R?,df(w) (a,b) = wlg(a, b) +wgg—£(a, b).

Preuve:
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22.3 Fonctions de deux variables MP2I

Soit w = (w1, w2) € R2. Soit t € R*.

%(f(a—l—twl,b-‘rtwg) — f(a,b)) = % (twlg(a,b) +tw2%(a,b) +z—6>0 (||tw||))

_of of

- wla(avb) +w287y(a7b) +tf>0(1)
of of

t—>0> wq 9z (a7 b) + w2 ay (CL, b)

Définition: Avec les hypothéses précédentes, en posant

of

Vi) = (3

(@), 2 (@)
on obtient

df(w) (a,b) = (w | Vf(a,b))
ou (-|) est le produit scalaire.

Le vecteur V f(a,b) est appelé gradient de f en (a,b).

Le développement limité a ’ordre 1 de f devient

£((@b) +w) = f(a,b) + (w | V5@, D) + o ([wl)

Proposition: Soit f: U — R de classe €.

U

Vf est orthogonal au lignes de niveaux de f, son orientation va dans le sens d’une
augmentation de f.

Preuve:
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Soit v : I — U une courbe de niveau :
vt € I, f(v(t)) = cste.
D’apreés le lemme suivant :
VteI,0=(fo)(t) =df(v'(®)(v(t)) = (V' () | V(1))
Donc V f(7(t)) est orthogonal a v/ (t).
Pour tout ¢t € I, on pose w(t) =tV f((t)). Donc

Flr® +w(®) = F(y®) + VLGOI + 5 ()

0

Pour ¢ assez petit, f(v(t) +w(t)) — f(7(t)) est du méme signe que ¢. O

REMARQUE:

VR —R
(-T,y7 Z) — —mgz

I’énerge potentielle de pesenteur

On a donc S G G
VV » Y = a0 a0 o = 07077 :1_5
@19 = (G0 g 32 ) = (0.0,-ma)
I — U
Lemme: Soit f : U — R de classe €7, ou z et y sont
f v t — (:r t),y( )) Y
dérivables.
On pose

vt e 1,y'(t) = (2'(8),y' (1))
Alors fovy: I — R est dérivable et

Vtel,(foy) () =df(v(t)(~()
=Y (®) | Vi)

— /2 (

of
ox (

x(t),y(t)) +y’(t)6fy (t),y(t))-

Preuve:
On fixe t € I.
w0, LOEEWZTO0O _ (530 1m0+, 8 (1)~ FO)
— & (st + (7' )1 91600 + 2, (I O) ~ Lt

= (YO | VEG@®) + o (1)

— ('®) | VE( )
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Définition: Soit f: U — R de classe € et (a,b) € U. On dit que (a,b) est un point

Fany =2 0=
%(aa b) - 82/ (av b) =0.

Dans ce cas, f(a,b) est appelé valeur critique de f.

critique de f si Vf(a,b) =0 i.e.

(a,d)
Proposition:
Soit f: U — R de classe € et (a,b) € U tel que
Ir > 0,Y(z,y) € B(a,b) (r), f(z,y) < f(a,b)

Alors V f(a,b) = (0,0).

Preuve:
Soit g : @+ f(x,b). g(a) est un maximum local de g donc ¢’(a) = 0.
Or, (@) = 2L (a,)

of
donc 2L (a,5) = 0.
onc 6x(a )
Soit h : y — f(a,y). On a de méme h’(b) = 0.
Or, h/(b) = %(a, b).
9y

Donc, Vf(a,b) = (0,0). O

REMARQUE:
Un minimum local est aussi une valeur critique.

‘ | (c) Point de selle / Point

col
) Maximum local ) Minimum local

EXEMPLE:
On revient a ’exemple donné en introduction :

f:Ry)? —R

1 1
(x,y)»—)?(xy—i—f—i—f).
Ty

(]Ri')2 est un ouvert de R?. Soit (z,y) € (]Rj')z.

On a of .
il =9 o
s &Y y= 3 )
af 1
aen=2(z-
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of of
—(z,y) = =—(z,y) =0
e &Y 8y( )
1
= e zf
B= —
Y2
1
={V"
z =zt
= 1l
<~
On vérifie que f présente en effet un minium local en (1,1).
f(1,1)=6

On fixe y € R} et
1 1
g:m»—>2(xy+7+7).
z )

Donc .
Vz € Rf, g/ (z) =2 (y - §> .
! aF
x 0 - o0
VY
9'(2) - 0 +
g \ /
1
2 (2@+ 7)
Yy
Ainsi,
1
vz € RY,Vy € R, f(z,y) > 2 <2x/§+ 7)
Yy
. 1
Soit h:y — 2\/y+ —. On a
Yy
11 —1 451
V>0 (y) = — - = =YLy
VYooY Yy Y
Yy 0 1 +o0o
R (y) = 0 aF
3

Donc,
Vo,y >0, f(z,y) >22%x3=6= f(1,1).
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R2

de classe €' et
z,y) —  f(z,y)

Proposition (régle de la chaine): Soit f : (
U,V deux ouverts de R2.

Vv — U

Soit ¢ : (w,v) —  pu,v) = (2(w,v),y(w,v)

On suppose que z et y sont de classe €' sur V.

Alors, fop: o X) : ;1}(@(” v)) est de classe €' et
V(uo,v0) €V, w(umvo) = %(so(uoyvo)) X %(uo,vo)
+ %(cp(uwvo))%(uwvo)
V(uo,v0) € V, W(ue,vc) = %(@(ue,vo)) x %(uaavo)
+ %ch ((uo,v0)) %(Uo, v0)

ExeMPLE (changement de coordonnées polaires):
On pose

@ : RFx]0, 27 — R2\ (R x {0})
(r,0) — (rcos@,rsinb),

fiR*\ (Rf x {0}) — R
(z,y) — f(z,9),

=V
—N—
g: R x]0,27[ — R

(r,0) — f(rcosf,rsinb).
V(ro,00) €V,

@(T‘o, 0p) = %(7’0 cos 0y, ro sin ) cos O
ar ox

0
+ —f (ro cos bp, ro sin Hp) sin Oy

Oy
= 2rq cos? 0 + 2o sin2(90)
= 2rg
dg

1o}
50 (r0,00) = 8—f(r0 cos 8o, 1o sin Op)ro sin Oy
z

7]
+ B*f (ro cos bg, T sin Oy )ro cos Oy
Yy

= —2r02 cos(fp) sin(fp) + 2702 sin(fo) cos(6p)
=0

Donc,
g(r,0) = r2.
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EXEMPLE:

Résoudre
af ax
ox a2 +y2’
o __ ¥
Oy  x2+y?

On pose g : (r,0) — f(rcosf,rsin0).

@ = 1(:0326’-1—1511126: 1,

ar r 7 P

9g . )

i cos(6) sin(0) + sin(0) cos(0) = 0.
Donc,

IC eR,g: (r,0) = Inr+C
d’ou,
¥(z,y) € B2\ {(0,0)}, f(w,y) = In (Va2 + %) +C
1
= > ln(x2 + y2) + C.

REMARQUE:

Soit # = (e1, e2) la base canonique de R2, f: U — R de classe €' avec U un ouvert de R2.

Soit (z,y) € U.

Matg (Vf(z,y)) = af

Soit
0:V—U
(u,v) —> (m(u, v),y(u,v))

avec z,y de classe €*. Soit g = f o .

Mat g (Vg(u7 v)) du

J(u,v)
= J(u,v) Matg (Vf(z,9))
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ott J(u,v) = (Matg (Va(u,v)) : Matg (Vy(u,v))).

On dit que J(u,v) est la jacobienne de ¢ en (u,v). L’application linéaire canoniquement
associée a J(u,v) est la différentielle de ¢ en (u,v) noté dp(u,v).

On a dp(u,v) € Z(R?) et Mat g (de(u,v)) = J(u,v).
Par exemple, la jacobienne du changement de coordonnées polaires est

Jr Oy

or  Or cos 6 sin 6
J= = . .
8z Oy —rsin@ rcosf

a0 90
det(J) =rcos?0+rsin?6=r
le jacobien
Dans une intégrale double, si (z,y) = ¢(u,v), alors dedy = det(J)dudv.

Ici,
dz dy = r dr d6.

Preuve:
On pose (x0,90) = @(uo,vo). Pour tout (h,k) € R? tels que (uo + h,vo + k) € V, en
posant g = f o p.

g(uo + h,vo + h) = f(@(uo + h,vo + k), y(uo + h,vo + k))

= 1 (u0,10) + R (a0, 0) + K5 0, 0) + & (I, ).

15 0
y(u0,v0) + h 2> (4o, vo) + k= (ug, vo) + o (||(h, k)ll))
ou v

= f(zo0,y0)

4 (h%mm) 1 522 (up, vo) + o1, k>||>) 97 (20, 0)
w ov oz

+ (h@wo,vo) + 52 (o, v0) + (I (1, k>||)) %(wo,yo)

Ou ov
+o(||(h, B)|)
= f(z0,y0)
+h (%(uo,vo)%(zo,yo) + %(uo,vo)g—;(xo7yo))
+k (%(uo,vo)%(xmyo) + %(uo,vo)%(xo:yo)) +o(l[(R, k)

o) 0,
= g(uo,v0) + h 22 (ug, v0) + k= (uo, vo) + o([|(h, k)|))
ou ov

Par identification,

g Oz of oy aof

7 (uo,v0) = 7 (uo,v0) e (z0,90) + Pu (uo,v0) By (z0,%0)
o P P of 0 af
9 O o5 oy o5

By (uo,v0) = ™ (uo,vo)ax (%0, y0) + 5o (UO’UO)(‘)y (z0,90)-
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MP2I

ExempLE (Régression linéaire):

On fixe (a,b) € R?.

Perreur totale.

On veut minimiser (a, b). On a

Oe =
Eab) = —2 s — s — Bigs
9a (aa ) ;(yl ax; )7317

V(a,b) € R?,
(a,b) e

%(% b) = -2 1:21(% = @93 = B))s

Donc,

n n n
aZx¢2+bei=Zyi$i

iil i=1n Sl
ainJrnb:Zyi

i=1 i=1

(1 L, 2) -
a ;in -7 | =5-zy

=il

iz a — i Z _
b:g;yi*ggxizg;%yi*my
o 1 n B 1 n
ounggmi, y:;;yi

(a,b) point critique de ¢ <=

Cov(z,y)
a=—————
— V(x)
=y —aT
C
Coefficient de corrélation : Cov(@,y) € [-1,1]
Ox0y
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CHAPITRE

23
DENOMBREMENT

1 Cardinal d’un ensemble

Lemme: Soitn € N*, n > 2, et X C [1,n] avec X # & (C signifie inclus et différent).

Alors
F0<p<n,3f: X — [1,p] bijective .

Preuve (par récurrence sur n):
On pose, pour n > 2,

P(n): VX C[1,n] tel que X # 2,3 0<p <n,3f: X — [1,p] bijective”
— Soit X C [1,2] avec X # @. Par définition d’une inclusion,
X ={1} ou X = {2}.

On pose p = 1.
Si X = {1}, alors on pose

FrX —[1,1] = {1}

1—1
f est bien bijective.
Si X = {2}, alors on pose
f: X —{1}
2—1

De nouveau, f est bijective.
Ainsi, Z(2) est vraie.
— Soit n > 2. On suppose #(n) vraie. Soit X C [1,n + 1] avex X # @.
Casl On suppose que n+ 1 ¢ X.
Alors X C [1,n].
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23.1 Dénombrement MP2I

Dy o— _ X — [Lp=X
— Si X =[1,n], alorson pose p=n<n-+1let f: P
est bijective.
— Si X C [1,n], d’aprés Z(n), il existe p € [1,n — 1] et une bijection
£:X 5Ll
On a bien p < n + 1.
Cas2 n+1€ X.OnposeY =X \{n+1}. Ainsi Y C [1,n+ 1].
— SiY =[1,n], alors X = [1,n]U{n+1} : ¢
— SiY = g, alors X = {n+1}. On pose donc p =1 < n+1let f:
X [Lpl={1}
n+l — 1
— Onsuppose Y # @. D’aprés Z(n), ilexiste g € [1,n — 1] et g: Y — [1,4]
bijective.

est bijective.

On pose f : . g(x) s%a:;én+1,

q+1 siz=n+41.
On pose aussi p=¢+ 1 <n <n+ 1. f est bijective.
On pose

h:[l,g+1] — X

—1/-
i 19 (@) sii<yg,
n+4+1 sit=q+ 1.

f(g 1)) sii<q
fn+1)  sii=q+1
9(971(@) sii<gq
q+1 sii=q+1

Vie [1,q+ 1], f(h(3)) = {

={

h(g siz#n+1
h(q +1 siz=n+1

Vo € X, h(f(z)) = {
g(:r siz#n+1
n+1
B

six=n+1

Lemme: Soient n,p deux entiers non-nuls et f : [1,p] — [1,n] une surjection. Alors
p=n.

Preuve (par récurrence sur n):
Pour n € IN*, on pose

P(n): “Vpe N*Vf:[1,p] = [1,n], f surjective =— p>n.”

— Soit p € N* et f: [1,p] — [1,1] = {1}. On suppose f surjetive. Nécessairement,
p=>1
— Soit n € IN*. On suppose Z(n) vraie. Soit p € N* et f : [1,p] — [1,n+ 1]. On
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23.1 Dénombrement MP2I

suppose [ surjective. On veut montrer que p > n + 1.
On pose
X=f"([Lnl)={ie[Lpl| f&) #n+1}.

Commme f est surjective, X # @ et X # [1,p]. D’aprés le lemme précédent, il
existe 0 < g < pet g: X — [1,q] bijective.

Ainsi fog™! : [1,q] — [1,n] est surjective.

D’aprés Z(n), g > n.

Sip<n,alorsg<p<n:y

Donc p > n et donc p > n + 1.

Lemme: Soientn >1etp>1, f:[1,p] — [1,n]. Alors p < n.

Preuve:
On pose

g:[1,n] — [1,p]

; 1 sifH({5}) = o,
o {j si [ ({3}) = {4

g est surjective. Soit k € [1, p], alors g(f(k)) = k car k est un antécédant de f(k) par f.

D’aprés le lemme précédent, n > p. O

Corollaire: Soient n,p € N* et f: [1,n] — [1,p] bijective. Alors n =p

Définition: Soit X un ensemble. On dit que X est fini si X = & ou s’il existe n € IN*
et une bijection f: X — [1,n].

Soit X un ensemble fini. Le cardinal de X est

— 0siX =9
— sinon, c’est le seul entier n € IN* pour lequel il existe une bijection de X dans
[1,7n].

On le note Card(X), #X ou |X|.

Proposition: Soit E un ensemble fini et X € Z(E).
Alors X est fini et #X < #E.
Si #X = #E, alors X = E.

Preuve: Casl Si E =@, alors X = @.
Cas2 E # @. On pose n = #E € IN*. Soit f: E — [1,n] une bijection.
On suppose X # @. On pose Y = f(X) C [1,n]
— SiY =[1,n], alors X = F et donc #X = n < #E.
— SiY C [1,n], comme Y # &, il existe p € [I,n —1] et g : Y — [1,p] : une
bijection.
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23.1 Dénombrement MP2I

g: X — [1,p]
z— g(f(x))
D’ou
x 1 vy
h lg
NS

[1,p]

Montrons que h est bijective. On pose
k:[1,p] — X
i— (g (0).

h et k sont réciproques 'une de ’autre, donc #X = p < n.
On suppose X = &, alors #X =0 < n.

O
Proposition: Soit E un ensemble fini, (A, B) € P(E)? tel que AN B = @.
Alors
#(AUB) =#A+ #B.
Preuve:
Le résultat est évident si A = & et B = @.
On suppose A # @ et B # &. On pose a = #A et #B. Soient
f:A—[1,a] une bijection
g: B — [1,b] une bijection
On pose
h:AUB — [a+1]
N f(x) siz € A,
a+g(z) sizeB.
Comme AN B = &, h est bien définie.
Soit
k:[l,a+b] — AUB
—il o o o <
s {fl@ sii<a
g (i—a) sii>a.
On vérifie que h et k sont réciproques ’'une de I'autre.
O

Donc #(AUB) =a+b.

Proposition: Soient E un ensemble fini, n € N*, (A1,..., A,) € Z(E)" telles que

Vi;éj,AiﬁAjzg.
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MP2I

Alors

Preuve (par récurrence sur n):
On a traité le cas n = 2 précédemment.

Vi;ﬁj,AiﬂAJ’ZZ.

n
On pose A = U A;. Alors

=1
n
ANApyr = <U A,—) N Api1
=il
n
= JAinAn41)
o=1
n
= U 7]
=l
=o.
Donc,
n+1

#(J A1) = #(AU Ant1)
=1

=#A=#Anp1
=D #Ai + #Ann
=1
n+1

= #A
=il

Proposition: Soient E un ensemble fini, (A4, B) € cZJ(E)2 Alors

#(AUB) = #A + #B — #(AN B).

Preuve:
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C=ANB
On pose ¢ A" = A\ C
B' =B\ C.
Alors
A'UB'UC = AU B,
ANB =ANC=B'nC=02.
D’ou
#(AUB) =#(A'"UB ' UC)
=#A + #B + #C.
Or,
A=A uC
ANC=9o
donc
#A=#A"+#C
donc
#A = H#A - #C.
De méme,
#B' =#B — #C.
D’ou

#(AU B) = #A - #C + #B — #C + #C

=#A+#B - #C
O
Au passage, on a prouvé la proposition suivante :
Proposition: Soient E un ensemble fini, (4, B) € 2(E)? avec B C A. Alors
#(A\ B) = #A - #B.
O

EXEMPLE:
Soit E un ensemble fini, (A, B,C) € Z(E)3.

#(AUBUC) = #A+ #B+ #C
—#(ANB)—#(BNC)—#(ANCOC)
+#(ANBNCQO).

Soit (A, B,C, D) € 2(E)*.

#(AUBUCUD) = #A+#B+#C +#D
—#(ANB) = #(ANC) —#(AND) —#(BNC) —#(BND)—#(CND)
+#ANBNC)+#(ANBND)+#(BNCND)+#(ANCND)
—#(ANBNCND).

En généralisant, on obtient la formule du crible :

# (O Ai> = i(—l)k“ D> #(Ai, NN Ay).
v=i

k=1  1<i1<-<ip<n
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23.2 Dénombrement MP2I

Proposition: Soient E et F' deux ensembles finis et f: E — F.
1. Si f est injective, alors #FE < #F,
2. Si f est surjective, alors #E > #F,
3. Si f est bijective, alors #E = #F,

E—1 L F

Preuve: 1. bijT bij
[1,n] -2 [1,]

surjg

E——— F
2. bijT lbij
[,7] - [1,p]

Proposition (principe des tiroirs — pigeonhole principle): Soit f : E — F telle que
#E > #F. Alors

T #y,
I(z,y) € E?,
f(@) = f(y)
Preuve:
C’est la contraposée du point 1. de la proposition précédente. O

Proposition: Soit £ — F ou E et F sont finis et #E = #F.

f injective <= f surjective <= f bijective .

Preuwve: ~— On suppose f injective. Soit

g: E— Im(f)
g est bijective donc #FE = #Im f. Or, #E = #F donc Im f = F et donc f est

surjective.
— On suppose f surjective. Alors

E=J f'({v})

yeF

donc

#E=D #f({y}) 2 Y 1=#F

yeF yeF

donc

Vye B ({y}) =1

donc f est bijective.
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2 Dénombrement
Proposition: Soient E et F' deux ensembles finis. Alors E' X F est fini et

#(E x F) = #E x #F.

Preuve:
ExF= ) {(=v)lyeF}.
xEE—F;_’
F.
T A\ +
o I I e
+ \ NN+ +
ey
Donc,

#(E X F) =Y (#F)
z€eFE
Pour z € E, soit

Yp : Fy — F

(z,y) — y.
pz est bijective donc #F, = #F. D’ou

#(E X F) = Y (#F) = #(E) x (#F).

zeE
O
n
Proposition: Soit n € N* et F1,..., E, des ensembles finis. Alors H E; est fini et
i=1
n n
# <H E) = [[#E»).
i=1 i=1
Preuve:
par récurrence sur n. O

Corollaire: Soit F un ensemble fini de cardinal n et p € IN*. Alors

H#(EP) = nP.
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23.2 Dénombrement MP2I

H En d’autres termes, il y a n? p-listes de E, ou une p-lise de E est un (z1,...,xp) de EP.

Définition: Soit E un ensemble fini et p € IN*. Un p-arrangement de F est une p-liste
de E d’éléments deux a deux distincts :

(z1,...,7p) € EP est un p-arrangement <= Vi # j,x; # T;.

Proposition: Soit E un ensemble fini de cardinal n et p € IN*. Il y a exactement

n!
p-arrangements si p < n et 0 si p > n.

(n—p)!
n!
Preuve (par récurrence sur p): — Ily an l-arrangements de E. Or, W =n.
n—1)!
n!
Soit p € IN*. On suppose qu’il y a ﬁ p-arrangements.
n —p)!

Soit

f: ,Qierl — ,Q/p

(z1,..,xpp1) — (x1,...,Tp)

ol @41 est Pensemble des (p + 1)-arrangements et o7, est I’ensemble des p-

arrangements.
Soit ¢ = (z1,...,%p) € . © a exactement n — p antécédants par f.
Ap+1 Ap
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23.2 Dénombrement MP2I

D’aprés le principe des bergers,

# 1 = (n — p)#

n!
= (n—p) x nopr
n!
T (n-p-1)
B n!
~ (n—(+D)!

Dans la preuve précédente, on a utilisé principe des bergers :

Lemme (principe des bergers): Soit f : E — F surjective telle que

Ik, Vy € F#(f {—1)) =k

En d’autres termes, tous les éléments de F' ont le méme nombre d’antécédants.

Si F' est fini, alors
#E = k #F.

Preuve:
On définit ~ sur F :
z~y <= f(z) = f(y)

“~7 est une relation d’équivalence sur E. Soit Z un systéme de représentants :

E= ) %)

2EX

On a donc
Ve e E,3vw € Z,xz ~ u.

est bijective donc #% = #F.

7
L’application f

=

z)

—
—
Soit x € Z.

Vy € B,y € ¢l(z) < f(y) = f(z)
<> y est un antécédant de f(z)

donc # ¢l(z) = k.
Finalement,

#E = #(CU(x))

©ER

= Z k
©ER

= k(#%)

= k(#F).

394



Dénombrement MP2I

23.2

‘ Proposition: Soit F un ensemble fini de cardinal n. Il y a n! permutations de E.

Preuve:
On note S(F) 'ensemble des permutations de E, o, (E) I’ensemble des n arrangements

de E. On pose E = {a1,...,an} et

f:S(E) — o, (E)
o+ (o(a1),...,0(an)).

et
g: Yn(E) — S(E)

E — FE
(bl,...,bn)>—>(o. o bi).

et g sont réciproques 'une de ’autre donc
g

#S(E) = #tu(B) = = =nl

EXEMPLE:
On pose E = {71'7 e, \6} Alors,
T e
S(E) =< id, e~ T 5
V2 V2
Donc,
f(o) = (e,ﬂ,\@) .
et alors
g (\/E,w,e) 'E-— E
T— V2
e—> T
V2 i—s e
Définition: Soit £ un ensemble fini et p € IN*. Une p-combinaison de E est une partie
de FE de cardinal p.

Proposition: Soit E fini de cardinal n et p € IN*. 1l y a exactement ( ) parties de
p

E de cardinal p.
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23.2 Dénombrement MP2I

Preuve:
On note #,(E) 'ensemble des p-arrangements et ¢, (E) 'ensemble des p-combinaisons
de E.
Soit
[ (B) — 6 (E)
(@1, xp) — {z1,. .., 7p}.
f est surjective et
VX € 6,(E), X a p! antécédants.
D’aprés le lemme des bergers :
#p(E) = pl #6p(E)
et donc \
n! n
Cp(E)= — = .
B = <p)
O
Corollaire: "
V(n,p) € N2, ( ) €N.
p
O
Proposition: Soit F et F deux ensembles finis. Alors F'¥ est fini et
#(FP) = #F)*F.
Preuve:
Soit
p: FP — Fm
f — (f(‘rl)a coo ,f(l‘n))
ou E={z1,...,zn} et n = #E.
Soit
Y:F" — FF
( ) —» E — F
Yis---5Yn x; o i
Onagpoy =idpn et Yoy =idpe.
Donc
#(FP) = #F)".
O
Proposition: Soit E fini de cardinal n. Alors #2(E) = 2".
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2333 Dénombrement MP2I

Preuve: ~ METHODEL Soit
0: P(E) — {0,1}F
E — {0,1}
Ar— 14 1 sizeA
T
0 sinon.
@ est bijective :
0 1:{0,1}F — 2(E)
f—{w € E| f) =1}.

On a donc #Z(E) = 2".

METHODE2
2(B) = ) 6(EB)
p=0
donc

#PE) =Y (0)=a+yr=2
p=0

METHODE3 (par récurrence sur n).
— n=0donc E =g et (&) ={@}. donc #Z(E) =1=2".
— Soit n € IN. On suppose que

VE de cardinal n, #Z(E) = 2"

Soit E de cardinal n4+1 > 0. Soit a € E et FF = E \ {a}.

— Les parties de E qui ne contienent pas a sont des parties de F' et récipro-
quement : il y en a 2".

— A chaque partie de F contenant a, on peut faire correspondre une partie
de F' en supprimant a de la partie, et réciproquement : il y en a 2™.

Donc,
#P(E) =27 + 27 =2 x 2" =271,

3 Preuves combinatoires

Proposition:

ngnem,(”)z (nfk>

Preuve:
Il y a autant de fa ¢ ons de choisir k éléments parmi n que d’en choisir n — k & exclure.

Formellement | :

L’application

i e (gk(ﬂ.lvnﬂ) — %n—k([[lvn]])
X —s [L,n] \ X

est bijective.
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Proposition:

Preuve:
On pose

Ani1= {X € Gpr([1,n+1]) | nt+1 eX},BnH = {Xe‘gk+1([[1,n+1}]) | nt1 QX}.

donc
Cror1([Ln+1]) = Any1 U Bny1.

Anp1 — Ge([Ln])

L’application f : X — X\{n+1}

est bijective

Donc
Bnt1 = Cpt1([1,7])
et donc
n+ 1
=#A, B,
(k+1> #Anp1+#Bnia

= () + (i)

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau, (a,b) € A2 tel que a x b = b x a. Alors

Vn € N*, (a 4+ b)" = kZi:O (Z)akb"_k.

Preuve:
Soit n € IN*. On pose a1 = a et as = b. Alors

(a+b)" = (a1 +a2)(a1 +a2) - (a1 + a2)
2 2 2
=3 on Y Y,
i1=1 ig=1 Gp=Il
- Z Qi Qjg = Qg

(i1,0in) €{1,2}™

n

Z Z akbnfk
k=0 (i1,....in)€{1,2}" _,
#{jelt,n]li;=1}—

Z akbn—k
k=0 (i1,...,in)€{1,2}"
#{jell,n]lij=1}=k

=30 (Bt

n

[
M=
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MP2I

4 Bilan

p
Principe des tiroirs
Soit f: E — F avec #FE > #F. Alors
Iz #y € B, f(z)=f(y)
. J
.
( N
Soit f: E — F avec #FE = #F. Alors 7
f injective <= f surjective
<= f bijective.
- J
e )
n n k
# <H Ez) = [[&#E.
i=1 i=1
\ J
.
#(E") = (#E)".

Une p-liste est de la forme (21, . ..
EP.

,Tp) €

Un p-arrangement est une p-liste d’élé-
ments de E distincts. Il y en a, avec
n=#E,

(n—p)!’

Principe des bergers

Soit f : E — F telle que chaque élé-
ment y € F ait exactement k antécé-
dants dans F. Alors,

#E = k#F.

Une permutation est une bijection de E/
dans E. Il y en a n! si #FE = n.

Une p-combinaision de E est une par-
n

tie de ¥ de cardinal p. Il y en a ( ) si
D

n = #E.

)

#(FP) = (#F)*F.

#P(E) =27E,
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CHAPITRE

24

GROUPE SYMETRIQUE

Définition: Soit n € IN*.
Le groupe symétrique est noté S, : 'ensemble des permutations de [1,n] muni de o.

#5m =

1 Mise en situation
BON MELANGE D'UN JEU DE CARTES :

Soit un jeu neuf de N cartes. On procéde & un mélange par insertion : on place la carte qui
est au-dessus n’importe ot dans le paquet, étape que I’on répéte ¢ fois.

Pour quelles valeurs de t obtient-on un jeu bien mélangé ?

Modélisation : On numérote les cartes de 1 & N dans l’ordre initial du jeu.
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24.1 Groupe symétrique MP21

W
N

NELNERNEN

insertion l insertion
I e , =
id € Sy, Yk € Sn Y ©Ye € Sn

On peut modéliser par un arbre le mélange dont les noeuds sont des permutations des éléments
de Sn.

A

2
=

=

/N

L2 2
w N

:

t fois

On dit que le jeu est bien mélangé aprés ¢ insertions si chaque élément de Sy est une feuille
de cet arbre et la probabilité d’obtenir cette permutation est ﬁ

Avec N =4, on a

1 2
) 2 1
7 =id 2= 3 =
4 4
1 3 1 4
_ 2 1 2 1
V= g 2 7= g 9
4 4 4 3

Avec k =2et £ =1,

Y29 Y10

=W N =

5{%@»4[0
ﬁ(%www
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24.2 Groupe symétrique MP21

Avec k=2et £ =2, 0n a

1 2 1
2 o 1 Y 2
3 3 3
4 4 4
Et aveck=2et £ =3, 0n a
1 2 1
2 o 1 o 3
3 3 2
4 4 4
1—1
23
Y2073 : 3 2
4—4

Est-ce-que toute permutation peut s’écrire comme un produit des vy avec k € [1,N] ?

2 Cycles

REMARQUE (Notation):
Soit o € S,,.

o:[1,N] — [1,N]
* sig=1

*  sii=2
7 —>

On écrit plutot

EXEMPLE:
Avec N =4, on a donc

(1 2 3 4 (1 2 3 4
Mm=11 2 3 4 =12 1 3 4

(1 2 3 4 (1 2 3 4
B=\3 1 2 4 =14 1 2 3

REMARQUE:
Avec N = 4 et
1 2 3 4
7= (4 1 3 2)
@h\
® ®

@J

Avec N = 8 et

Q
Il
N
N =
IS O}
= W
(2N
w ot
N O
0
S o
"



24.2 Groupe symétrique MP21
— @ @H\
@ N
( ® ®
®

\9@/ J

Définition: Soit o € Sy et z € [1, N].

L’orbite de x pour o est

{z,0(x),0(x),...} = {o(z) | i € N}.
o = id,

a1 . L’orbite de z est
o #id.

On note l'ordre d de o : si o # id, {

{z,0(@),...,0% (2)}.

Les orbites de o partitionnent [1, N].

Définition: Soit v € Sy. On dit que « est un k-cycle si v a N — k points fixes et les
k autres éléments sont dans une méme orbite.

EXEMPLE:

o est un 6-cycle.

o est un 5-cycle.

403



24.2 Groupe symétrique MP21

EXEMPLE:

5}
=
Il
N\
I =
= N
[\CRJ)

k  k+1 .-~ N
k—1 k+1 --- N

Y est un k-cycle.

REMARQUE (Notation):
Soit v un k-cycle tel que y(x) # =. On note

v=( @ @ - ).
EXEMPLE:
Avec
(1 2 3 4 5 6 7 8
77\3 2 4 6 5 8 7 1
On a donc
o=(6 8 1 3 4)
=(3 4 6 8 1)
EXEMPLE:
1 2 3 4 5 6 7
=3 1 2 6 5 4 71
1 2 3 4 5 6 7
(1 3 2)o(4 6)*(3 L s & 5 u 7):0’.
2 3 4 5 6 7
(4 6o 3 2):(3 1 2 6 5 4 7)20'
EXEMPLE:
Avec N =4,



24.2 Groupe symétrique MP21

Définition: Soit o € S,,. Le support de o est

Supp(o) = {z € [1,n] | o(z) # «}.

Théoréme: Toute permutation de S, est une composée de cycles a supports disjoints
et ces cycles sont uniques.

EXEMPLE:
(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
=\ 10 9 8 1 7 11 3 2 12 5 4 6
=(1 10 5 7 3 8 2 9 12 6 11 4)
EXEMPLE:
(1 2 3 4 5 6 7 8
7=\4 5 8 2 1 6 3 7
=(1 4 2 5 (3 8 7
Preuve:
Soit o € S),.

ANALYse On suppose que
g=7172"""7p

ou Vi € [1,p], vi est un cycle et Vi # j, Supp(v;) N Supp(vy;) = @.
On pose y1 = (a1 az --- ak). Donc

o(a1) =y 0 0yp(a1)
=10-07p—1(a1)( car a1 € Supp(y1) donc a1 & Supp(vp))

=y(a1) = asz.

De méme,
o(az) = 71(az) = a3
o(ak—1) =1 (ak—1) = ax
o(ar) = i(ax) = a1
De méme,
Vi € [1,p], Supp(v:) est un orbite de o.
En d’autres termes, si o a pour orbites O(x1), O(z2),...,0(xp), {{zp+1}, ..., {zq}}
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24.2 Groupe symétrique MP21

avec x1,...,%p € Supp(o) alors

1= (21 o(@1) o?(z1)

z2  o(w2) 02(m2)

2

’Yp:.(xp a(zp) 02(3310) )

SYNTHESE ok!

O
Proposition: Soit 7 un k-cycle.
Alors l'ordre de «y est k :
vF=id
vee [1,k—1],~+" #id
Preuve:
On pose v = (a1 az - ak) avec
Vi ;é j: a; ;A aj.
Soit £ € [1,k — 1]. Alors
7[:a1+g;éa1 car 1 +¢ < k
donc ~¢ # id.
Soit ¢ € [1, k]. Alors
v*(ai) = a3
avec ] < EL Kl donc a; = a;.
j=i+k [k
Vo & {a1,...,a5},v(z) ==
O

donc ¥ (z) = z et donc ¥ = id.

Proposition: Soit v = (a1 ak) un k-cycle et o € Sy,. Alors
oyo !t = (o(a1) -+ o(ar))

est un k-cycle.

Preuve:
Soit & {o(a1),...,0(a)}. o est bijective : soit y € [1,n] tel que o(y) = =.

De plus, y & {a1,...,ax}
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24.3 Groupe symétrique

MP2I

D’ou

oyo = oyo ! (o(w))
=a7(v)
=o(y)

=x.

Soit i € [1,k — 1].

U'Y‘T_l(”(ai)) = ov(a;) = o(ait1)
O"Ya*l (U(ak)) = o"y(ak) = 0'(@1)-

3 Transpositions

Définition: Une transposition est un cycle de longueur 2 : (a b) avec a # b.
EXEMPLE:
Avecn=5ety=(2 4 1).
y=(1 41 2
1 2 3 4 5 6
Avecn:6et'y:(l 3 5 6 2):(3 1 5 4 6 2).
Donc,
1= 0 9@ HE 3
1 2 3 4 5 6
3 2 1 4 5 6
3 2 5 4 1 6
3 2 5 4 6 1
3 1 5 4 6 2
Et,
¥y=(1 3)(2 3)(3 5) (5 6)
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 6 5
1 2 5 4 6 3
1 3 5 4 6 2
3 1 5 4 6 2
EXEMPLE:
G H=0 2@ HE HE HA 2



24.4 Groupe symétrique

MP2I

On n’a pas toujours le méme nombre de transpositions mais la parité du nombre reste la méme

(proposition plus loin).

Preuve:

Soit v = (a1 ak) un k-cycle.

On remarque que
7= (al ak) e

C’est un produit de transpositions.

(@

as) (a1
T 8 9
4 5 10

EXEMPLE:
1 2 3 4 5
Avecnzl()eta:(g 8 1 7 2
On a
o= (1 9 10 6 3) (2 8
= (1 3) (1 6) (1
Vérification :

© © © © = = =
Q0 00 00 00 00 00 N N
=W WwWwwWwwwww
ESIESEENEEN IEN RN IEN SRS

10) (1
5 6
5 6
5 6
2 6
2 6
2 6
2 1
2 3

e N N e

4 Signature d’une permutation

Ut Ov O OT UT N 00 0o

© © © ©

—_

10
10

Théoréme: Toute permutation se décompose en produit de transpositions.

Définition: Soit o € S),.

Un inversion de o est (4,4) € [1,n]? tel que i < j et o(i) > o ().

La signature de o, notée (o) vaut (—1)* ol k est le nombre d’inversions de o.

EXEMPLE:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Avecn-lOetcr—(9 8 1 7 2 3 4 5 10 6)'
Les inversions de o sont (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1
(27 5)7 (276)7 (27 7)7 (27 8)7 (27 10)7 (47 5)7 ( 76)7 ( 77)7 (47 8)7
Dong, (o) = (—1)%! = —1.

Proposition: Soit 7 un transposition. Alors e(7) = —1.

Preuve:
On pose 7 = (a b) avec a < b.
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24.4 Groupe symétrique
Donc
(12 « a -+ b - n
T=1 @ coo B ooe @ o00 @
7 a pour inversion (a,a + 1), (a,a+2), ..., (a,b), (a +1,b), (a+2,b), ..., (b—1,b).
Donc
6(7‘) _ (_l)b—a+b—a+1 _ (_1)2(b—a)+1 = —1.
O
Théoréme: ¢ : (Sy,0) — ({71, 1}, ><) est un morphisme de groupes.
Preuve:
Soient (o1, 02) € (Sp)%. On a
o= [] 20 =20)
s i—j
1<
donc
e(oio2) =[] —0102(2). — 7162(])
25 i—j
1<J
-TI 01(02(¢) — 091(02(4)) | 02(i) — 02(4)
i<j 0-2(1)_0-2(_7) 1=
k) —o1(¢
zni‘“( ) =918 (o)
iy k—1¢
o2 (k)<o2) "1 ()
-11 o1{)) = o(s) | ()
i<j t=J
=e(01)e(o2).
O
Définition: On dit qu'une permutation o est paire si (o) = 1, impaire si e(o) = —1.

Proposition — Définition: On note
An ={o € Sn | (o) =1}

C’est un sous-groupe de S, : on 'appelle groupe alterné.

Preuve:
An = Ker(e)

EXEMPLE:
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Avec N =5ety= (2 3

5 Bilan

5),

72

73

V4

RN W NN WW

ke[1,N] ¢

S w
w [NV
on
N——

ot
~

5

5173
5 |2
417
4173
4172
374
2|73
13
2/ v2

GOt Ot Ot O U1 O = N W
R R RN W s

24.5 Groupe symétrique MP2I
Avec
(1 2 3 4 5
77\1 3 2 5 4
donc
I o(j) —o(i) _ BTG ~TJ4~1]
;g % L—TB—1TA—T](5—1]
» (2—38](5—3](4—3)
22y
(4—3)(5—3]
4-—5
X
5—4
=—1.
REMARQUE:
T YARGES % En effet :
Apn — {0 € Sp | (o) =1}
o —> (1 2) o
est une bijection.
EXERCICE:
Probléme :
Soit o € Sp. o est-il un produit des cycles vy, = (k k—1 k-2 1) avec

[ 248 = wll.
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MP2I

N
On dit que d est 'ordre de o si Soit v un k-cycle :
Ud:id; ’y:(al an—k).
. i Alors, pour toute permutation o
Vi€ [1,d—1], o' #id. | 0’;071 _ (0((11) o(ak,)) p
et c’est un k-cycle.
.
N
L’orbite de o pour z € [1,n] est -
d—1 Une transposition est un cycle de lon-
{2,0(),....0" (@) } e
ou d est 'ordre de o. N
J
p
< Toute permutation se décompose en
On dit que o est un k-cycle si produit de transpositions mais cette dé-
— o an— k points fixes; L composition n’est pas unique.
— les autres éléments sont dans une
méme orbite.
[ . . . .
Dans ce cas, o est noté I'Jne'lnve.rsmg est un couple (3,j) avec
o=(x o) o2(x) ot 1(z)) L i < j mais o(i) > o(j).
et l'ordre de o est k.
)
p
~ La signature d’une permutation o est
ks .
Le support de o est l’ensemble des élé- (o) = (—1)" ott k est le nombre d’inver-
ments qui “changent” aprés ’application sions. C’est un morphisme de groupes
deo donc . .
Supp(o) = {z € [1,1] | o(x) # z}. ( )
€ o | = (o).
) [Io:) =1t
i=1 i=1
La signature d’une transposition est —1.
N
Toute permutation peut étre décompo-
sée, de maniére unique, en cycles & sup- p
ports disjoints. Une permutation paire est une permu-
2 tation de signature 1.
Une permutation impaire est une per-
mutation de signature —1.
L’ensemble des permutations paires
forment un sous-groupe : le groupe al-
terné.
.
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CHAPITRE

25
SERIES NUMERIQUES

1 Défintions et premiéres propriétés

Définition: Soit (un)nen € CN. La suite des sommes partielles associée & (uy,) est

n
Vn €N, S = ug.
k=0

Etudier la série des (uy), c’est étudier la convergence de la suite (S,).

On dit que la série Y u, converge si (Sy) converge. Dans ce cas, liIJIrl Sn est notée
n—r oo

“+oo
Z un, et on Pappelle la somme de la série, et la suite définie par
n=0
+oo
VneN,Rn= Y u
k=n+1
est appelée suite des restes partiels.
ExEMPLE (A connaitre : série géométrique):
Soit g € C.
1— qn+1
n .
——  si 1
Vn € N, Z qr = 1-— a7
k=0 n-+1 sig=1
400
- . . " 1
Cette série converge si et seulement si |¢| < 1, et dans ce cas Z q" = 17
—q
k=0

Par exemple, avec ¢ = 1/2, on a
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25.2 Séries numériques MP2I

et
n 1 k
R.=2-32(3)
k=0
1 1 n+1
Ly
1-3
1 n—+1
=2—-2(1—-|( =
2
1
Ton
Proposition: Soit (v,) € C™.
La série ) (vn+1 — vn) converge si et seulement si (vy,).
Preuve:
n
Vn € N, Z(’L}k+1 — V) = Un+1 — Vk-
k=0
O
Proposition: Soit Y un une série.
S1 > un converge ALORS u, — 0.
REMARQUE:
La réciproque est FAUSSE.
CONTRE-EXEMPLE (série harmonique):
La série . £ diverge. En effet, on a vu en T.D. :
n
= 1
IN* - =1 1
Ve, g st 5 M)
ou 7 est la constante d’Euler.
Preuve:
On pose
n
Vn eN, S, = Zuk
k=0
On suppose que (Sy) converge vers S € C. On a donc
vn e N* up =5, —Sp—1 —— S — S =0.
n—-+oo
O

REMARQUE:
Avec les notations précédentes, si up, —+— 0, alors > u, diverge. On dit qu’elle diverge

grossiérement.
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2 Séries a termes positifs

n
Proposition: Soit (u,) € (]POL)]N. Alors (Z uk) est croissante.
k=0 nelN
Preuve:
n+1 n
Vn € N, Zuk—Zuk = Up41 = 0.
k=0 k=0
O
Théoréme: Soient u et v deux suites réelles telles que
1. SI > vn converge, ALORS > un converge
2. SI > uy diverge, ALORS >~ vy diverge.
Preuve: 1. On suppose que Y v, converge. On note
n
vn € N, S, (v) = Z V-
k=0
Donc (Sn(v)) est majorée. Soit V' un majorant et n € IN.
Vk,0 < ug < v
donc
n n
dDuk <D ve=5Sn(v) <V
k=0 k=0
n
donc (Z uk) est majorée. Or, elle est croissante, donc elle converge.
k=0 nelN
2. C’est la contraposée du 1.
O

CONTRE-EXEMPLE: )
1 : 1 s
> o diverge, > ~5 converge (vers %) et

VneNN, 0 < <

Sl

1
n2

Corollaire: Soient u,v deux suites réelles POSITIVES telles que u = O(v).

1. Si Y~ vy, converge, alors > u, converge.

2. Si Y wun diverge, alors Y vy, diverge.
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| 2
Théoréme: Soient u et v deux suites réelles POSITIVES telles que u = o(v).
1. Si > vy converge, alors > u, converge.
2. Si Y wun, diverge, alors ) vy, diverge.
O

Théoréme (régle des équivalents): Soient u et v deux suites réelles POSITIVES telles
que u ~ v. Alors
> un converge <= Y v, converge.

Preuve:
On suppose
Un = Un + o(vn)

et donc
Ve > 0,3IN € N,Vn > N, |up — vn| < €|vn|

En particulier, on peut considerer N € IN tel que
Vn > N,——vp < Up — VUn < —Un
2 2
et donc

et donc {Z : 8((3’

Si > vn converge, alors Y u, converge car u = O(v).

Si > un converge, alors Y v, converge car v = O(u). O
EXEMPLE: .
Déterminer la nature de Z —_ 7

n3 + nln(n)
1

vn>377 =z
n3 +nlnn

et
1 1

S
n3 +nlnn n—+oo n3

1 1
Vn>1,— < —
S L converge donc 3 - converge donc Z o converge
n? n3 n3 +nlnn

3 Comparaison avec une intégrale
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25.3 Séries numériques MP2I

Théoréme: Soit a € R.

1
Z — converge <= o> 1
nﬂ

Dans ce cas, on note

+o0 1
(o) = -
n=1 e
Preuve:
1 0 sia>0
1 sia=0

nia n—+oo .
400 sia<0

1
donc Z — diverge pour a < 0.
n

Rf — R
On suppose a > 0. Soit fq : . i:x*a
a:Dé
1
ke
R —
-1 k+1

Soit k € IN avec k > 2. comme f, est décroissante,

Vk € [k, k+ 1], fa(z) < fa(k)

et donc 1 it
1 1 1
/ — dz < / — doe = —.
k T k [ ke
De méme,
Vh € [k — 1, K], fa(2) > fa(k)
et donc
k

Soit n € IN avec n > 2.

donc
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Casl On suppose a > 1. Alors

n — n

1 noq a+1

Vn>2,g —<1+/—dz:1+[x }
= ke 0 —a+1];

n
1
La suite ( E k“) est croissante et majorée donc elle converge.
k=1 .
=1

Cas2 On suppose «

£ |
VTLZ?,E 721—&-/ —dz>1+In(n+1)—1In2
k 2 x N———,—,—,_—
k=1 T

n—-+oo

) N |
Par comparaison, Z % — +o00.

= n— oo

Cas3 On suppose a > 1.

n
1 Fl ]
Vn}Q,Z—)l—l—/ — dz
ko 2 o
k=1
x7a+l n+1
> 14 [ 2]
—a+1],
14 1 ( 1 1 )
- l1—a \(n+1)a-1 2a-1
+oo car a<l1
n—+o0o
n
Donc, — ——— +o0.
k& n—+oo
k=1
O
Théoréme: Soit f : [a, +oo[— RT continue, décroissante de limite nulle, avec a € IN.
Alors,
n
Z f(n) converge <= (/ f(z) da:) converge.
n=a a n
Preuve:

Soit k € IN tel que k > a + 1.
vz € [k, k+1], f(z) < f(k)

donc

k41 k1
/ ﬂmdx</ F(k) da = £(k)
k k

et
Vz € [k —1,k], f(z) > f(k)
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et donc i .
f@ dz> [ f(k) dz = f(k).

k—1 k—1

Donc, Vn € N avecn > a+ 1

/:H—l f(x) dz < Z fk) < /an f(z) de.

+1 a+1<k<n

n
Casl On suppose que (/ f(x) dx) converge. Cette suite est croissante, donc
a n

majorée. Soit M un majorant donc

Vn>a+1, Y. f(k)< f(a)+ M.
a<k<n
donc la série converge.

n
— On suppose que (/ f(x) dx) diverge donc, par croissance de cette suire,
a

n

lim /n f(z) dz = +o0

n—-o0o
et donc
Vnza+1,> f(k)=fl@)+ Y f(k)
k=a k=a+1

> @+ [ @ ae- [ i@ da

—+oco

n—+oo

donc la série diverge.

EXERCICE:

1
Quelle est la nature de la série Z ?

nin(n)

EXERCICE:

l «
Quelle est la nature de la série Z n%(n)

nB

en fonction de o et 3 7

4 Opérations sur les séries

Proposition: L'ensemble E = {u € C | 3 u,, converge} est un sous-espace vectoriel
de €N et

S:E—C
—+ o0
u»—)Zun
n=0

est une forme linéaire. O

REMARQUE:

La somme d’une série convergente et d’une série divergente diverge. Le produit d’une série
divergente par un scalaire non nul diverge.
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5 Séries absolument convergente
Théoréme: Soit (un) € CN. ST 37 |un| converge, ALORS 3 uy, converge.

REMARQUE:
1)n+1

La réciproque est FAUSSE. On a vu en exercice que la série harmonique alternée Z (_7
n

1
converge vers In 2, alors que Z — diverge.
n

Prewve:  Casl On suppose v € RN. On pose

Vn € N, u = tn STun>0
0 si up <0
et
_ —un siup <0
U, =
" 0 si up > 0.
Ainsi,
ut >0,
u, =0
Vn € IN, "/’+ B
Up = UL — Uy, ,

On suppose que Y |uy| converge. Or,
Vn € N,0 < uf <ul +u, = |un|

donc 3 ;b converge. De méme,

Vn e N,0 < u, <u, +ub = |up

donc " u, converge. Par linéarité, > u, converge.
Cas2 u € CN. On suppose que 3 |un| converge. On pose

VneN. = Re(un) € R
" wn = Im(un) € R

Or,

Vi € IN,0 < o] < Junl
donc Y |vn| converge donc d’aprés le Cas 1, > v, converge.
De méme,

Vn € IN,0 < |wn| < |un|

donc > wy, converge.
Par linéarité, Y u, converge.

Définition: Soit u € CN. On dit que 3" u,, converge absolument si 3~ |uy| converge.
On dit que ) uy est semi-convergente si

> un converge,
> |un| diverge.

419



25.6 Séries numériques MP2I

Corollaire: Soit u € CN et v € (]R'*')I[\I telles que u = O(v).

Si > vn converge, alors > u, converge absolument. O
EXEMPLE:
. =ne . 71
Quelle est la nature de la série Z ———sin|— | ?
n2 n
nz1
(-1 . (1 1. 1
sin| — )| = — [sin —| ~ —
n2 n n?2 n n3

-1 1
donc Z ) sin <7> converge.
n

n2

EXEMPLE:

1
lle est t d —1)"sin( — ) ?
Quelle est la nature eZ( )" sin (n)

donc

1
Z (@] (—2> converge absolument donc converge.
n

) (="
converge.
n

1
Par linéarité, Z(—l)" sin — converge.
n

6 Séries alternées

Théoréme: Soit u € (]R"')]N décroissante de limite nulle. Alors > (—1)"u, converge.

Preuve:
On pose

Vn €N, S, = (—1)*ug
k=0

Montrons que (S2r) et (S2n41) sont adjacentes.
— Soit n € IN.

(_1)2n+1 (_1)2n+2

Sont2 — San = U2n+1 + U2n 42

= U2nt2 —U2n+1 <0
Donc (S2n)n est décroissante.
— Soit n € IN.
Son43 — Sont1 = U2nt2 — U2p4+3 =0

Donc la suite (S2n+1),, est croissante.

— Vn €N, Sapt1 — S2n = —uzpt1 ——— 0.
n——+oo
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Ainsi, (S2r,) et (S2n+1) convergent et ont la méme limite, donc (Sy) converge. On note

= limn Sy 3
n—-+oo
Vn € N, Sont1 < S < Saon
donc
Vn € ]N7 R2n+1 >0 > Rop.
Soit n € IN :
|R2nt1] = Ront1 =85 — S2nt1 < Son — S2n41 = U2n41,
|Ron| = —R2n = S2n — S < S2n — S2ny1 < U2nt1 < Uzn.
Ainsi,

Vn € N, |Rn| < un.

Proposition: Soit v une suite de signe constant telle que (|un|)n est décroissante de
limite nulle. Alors, > (—1)"u, converge et

Vn € IN, R,, est du signe de (—1)"+1un+1 et |Rn| < |un|

7 Reésumé et exemples
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44y

Uy

n—+oo

07

upn de signe
constant a partir
d’un certain rang ?

On remplace (up)
par un équivalent
plus simple

— wn = O(vn)
‘o] X wn diverge?

> un alternée
(lunl) — 0
(\un \) décroissante

2

Comparer avec une intégrale

vn = O(wn)

NON

3 |un| converge ?

On forme un dévelop-
pement asymptotique
de un

LG¢

S

sonbrouwmu SoLIY

16diN
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EXERCICE: 1. Vn e N*, u,, = Vn+1— ¥n,

1)
2. Vn}Q,un:unzln(1+!),
n

w

. Vn € N*, up, = sin (1),
2n
1

4. Vn € N* u, = =
D oh—1 e

1. Pour n € IN*¥,

1 1
fn:xﬁxizeﬁlnz

donc ) 1
Vz >0, f (z) = —en D@ = ~ enlne,
nr

D’aprés le théoréme des accroissements finis,

Jen € [nyn+ 1], fu(n+1) — f(n) = fr(en)

donc |
1
Up = 7671n(‘n
Cn
@
V1< = <14 —
n n

donc ¢, ~ ndonce, =n+o(n):
n——+oo

Inc, =1n (n + s(n))
=1In (n(l + 0(1)))
=Inn+In (1 + 0(1))
=1In(n) + (1)

~Inn

Inc, Inn
) )
n n n—-+oo

1
donc en ~ 1
n—-+oo

donc

Inicy

donc u, ~ —

n
donc > uy, converve.

_17L 1
Vn}?,un:7( ) +O( )

n n2

—1)™ 1
Z (1) converge et Z O (—) converge absolument. Donc, Y uy converge.
n n2

T
3. upn ~ — >0 donc Y u, diverge.

n—+oco 2n

4.
n () sia>1,
. 1 ~—~—
llr_~r_1 e =\ >0
n——+oo
k=1 +oo sia<1,
donc .
— #0 sia>1,
Up —> C(OL)
0 sia<1

Si a > 1, alors > uy diverge. On suppose o < 1.

n
a0 1
Equivalent de E k—a?
k=1
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Sia<l,
Al | 1 ® 1 1
((n+1)1_a—21_"):/ —drgZ—g/ — dz = (nl_a—l)
11—« 2 a7 o e 1 11—«
= 2 y
nleo pl—o
I—a ~I—a
donc
= 5 1—«
donc
11—«
Un ~ nlfa

> un converge <—=1—-a>1
<~ a<0

n
1 1
Sia=1, E — ~1Inn et donc uy, ~ —.
k:lk Inn

1 1
A-t-on un = o (—) avec f > 1 ou — = o(un) avec B < 17

nf nf
Sip >0,
B n
n-up ~ —— —> +00
In(n)
A 1
En particulier avec = 5 8
1
-1 = o(un)
n2

1 1
et Z — diverge car > < 1. Dongc, > uy diverge.
n2

On a donc
— avec a <0, Y uy, converge,
— avec a > 0, > uy, diverge.

8 Applications
8.1 Formule de Stirling

Proposition: On a :

Preuve:

Vn € N*,In(n!) = > Ink.
k=1

z +— Inz est strictement croissante sur [1, +oo[ donc
Vk € N*,Vz € [k,k+ 1],Inz > Ink

donc
k+1 k+1
VkEIN*,/ 1nzdx>/ Ink dx =1nk
k k

et
Vk >2,Vz € [k —1,k],Inz <Ink
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25.8 Séries numériques MP2I
et docn
K k
Vk>2,/ lnxdx</ Ink dz =Ink
k—1 k—1
Ainsi
n n n+1
Vn}Z,/ 1nxdx>zg/ Inz dz
1 2 2
Or
n
Vn > 2,/ Inz dz = [zInz]]
1
=nln(n) —n+1
~ nlnn
n——+oo
n+1
/ Inzdz=(Mnm+1)In(n+1)—(n+1) —2In(2) + 2
2
~ (n+1)In(n+1)
n—-+oo
~ nlnn
n—+oo
car
1
In(n+1) =1In (n (1 + 7))
n
1
=Inn+In (1_’_,)
n
()
=Inn4+ —4+o(—
n n
~lnn
Donc

In(n!)) et nlnn

Cependant, on a un probléme :

On pose

In(n!) =nlnn + o(nlnn)
donc n! = n" eo(n1nn)

2

Vn € N*,u, =In(n!) —nlnn

(un) a méme nature que Y (up4+1 — un) et

1)!
Vném*,un+1—un:1n<(n+ ) (n+1)In(n+1)+nlnn

n(lnn —In(n + 1))

:nm( )
=i (1)

n
~———n~-1<0
n+1

>>(—1) diverge donc (un) diverge.
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Conjecture

n—1 n—1
un = Y (ups1 =) o Y (- = —(n—1) ~
k=1 k=1

On n’a absolument pas le droit !

On pose
Vn € N*, v, =un +n
et donc
. 1
VnEIN,Un+1—Un:n1H(1—T+1)+1
1 1 N (1 )2 e
=n|——— —— o JEE—
n+1 2(n+1)2 n+1
1 1 i (1 41
=n T = o| —=
n(l—l—z 2n2 <1+%) n2
1 1 » . ( )
= _ - — IS
1w ey
CHE86)
=—(1——+—+o|— +1
n 2n n
=+ (3)
= — ol —
2n n
1
~—>0
2n
n—1 n—1 1 1
Un ~ Z("l’.'—l - l"k:) -~ Z =5 R 11](72)
2k 2
k=1 k=1
On pose
1
VnE]N*,wn:vnfilnn
et donc

1 1
Vneﬂ\l*,wn+1—wn:nln(1+ )—iln(n—l—l)—i-iln(n)—i—l

n+1

1 1 1 1
*"(‘n+1 S 2(n+ 1) 3(n+1)3 +"((n+1)3))
+1+11 1 !
Tm(i-
2 n—+1

1 +< 1 )
- 2n+ 1) 3n+1)?  “\(nt+1)2
1 1

Yol T 2mrz T
1 1 1 1 1
+5(7n+172(n+1)2+o<(n+1)2)) " T2+ 1)2
1
N-w<0

donc Y (wp41 — wn) converge et donc (wy) converge.
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On pose £ = lim w,. Ainsi,
n— oo

Vn € N*, w, = € + o(1)

et donc N
vn € N*,In(n!) =nlnn —n + 5 In(n) + £ + (1)

et alors

Vn € IN*, n! = n"e "/ne o)

—il
n—+o0o
~(2) vax K
e
avec K = e,
On pose
Vne]N,In—/zsm zdr~,/—
0 V 2n
et (c.f. TD5 / Exercice 8)
(2n)! ™
Ion = X —
T ara)? T 2
I2nNE n \/QTLKWEXL
- 2
™
Kv2n'
Or
™
1271. ~ E
Donc
s
4n
1
K:;% s
donc
K
\/E n—+oo
et donc K = V2. O
8.2 Développement décimal
EXEMPLE: — Avec x = 0,5454 ..., que vaut 2z ?
— Avec xz = 0,3333..., que vaut 3z 7
— 0.9999...7
1
— 3x=-=17
3

Proposition: Soit (an)nen telle que

ao EZ,
Vn > 1,an € [0,9]

2.8 Z an
La série ——— converge.
10m
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Preuve:

Yn > 1,0 < On < i
10m oy

1 1
Z e converge car 0 € [0, 1[. Donc nz:l lao—nn converge donc ng:l 1%; converge.

O

Définition: Soit z € R. On dit que z admet un développement décimal si

+oo
an

Jag € Z, (an)nz1 € [0,9]" 2=
n=0

Théoréme: Tou réel z € [0, 1] admet un développement décimal :

X [107z] — 10 [10" 1z

= Z 1071

n=1

Preuve:
Vn > 1, 10"z — 1 < [10"z] < 10"z
— 10"z 410 > —10 [10" x| > —10"x
donc
-1 < [10"z] — 10 10" 'z| < 10
et donc
[10"z] — 10 [10™ x| € [0,9].
De plus,
i |10¥z| — 10 [10*~1z] i <L10%J LlO’“_li)
k - ko k—1
Pt 10 =\ 10 10
[10™z|
= W
~~
=0
— .
n—-+oo

Théoréme: Soit z €]0, 1[.

n € IN), alors z a un unique développement décimal.

2. Si x est décimal, alors z a exactement 2 développements décimaux :
— il y en a un o, a partir d’un certain rang, tous les chiffres sont nuls,
— et un autre ou tous les chiffres sont égaux & 9 & parir d’un certain rang.
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Preuve: . .
Soit (an)n>1 € [[0,9]]IN et (bn)n>1 € [0, 9]]]N telles que

too too o
n n
r= Z 0m Z 10m™
n=1 n=1
On pose ng = min{n € N* | a,, # bn } :
Vn < ng,an = by,
ang 7 bng-

Sans perte de généralité, on suppose an, < bn,. On a donc

0 < bno Ang _ Z an —bp
10m0 neng 1 10m
< <
Vn = no, 0<an<9
0<b, <9
donc
Vn >ng,—9<anp —bp <9
donc
=1 R = 1
n n
02 < 2 T Lie
n=ng-+1 n=ng-+1 =1l
Or,
= 10no+1 Ton
et 10m™ 10mo0 = 10
-~ 1 » 1
~ om0+l T 7 _ L
10m0+ =5
B 1
"~ 9x 10m0
D’ou,
0< bng — ang 1
10m0 10m0
donc

0 <bny —an, <1
——

€z
donc bp, — an, = 1 et donc
Jio an — bp, 1
n=ng+1 1o 10mo
donc
Vn > ng,an —bn =9
et donc
anp =9
Vn > ng,
n =0
Comme

Vn > ng,bp, =0
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x est décimal et les deux développements de x sont alors
z=0,a1...an5—1an9...
=0,a1...ang—1(any +1)0...
O

54
99

REMARQUE:
Avec x = 0,5454 ..., 100x = 54,5454 ... = 54+ z. On a donc x = —.
Avec x = 0,987123123..., on a
987
z=——+0,000123...
1000
987 1
=—+ —(0,123...)
1000 103 e —>
y
123 987 + £23
On a 1000y = 123 + y et donc y = — et donc & = —— 999
999 1000

8.3 Exponentielle

Proposition:

n

+oo .
— oz
Vz € R, E o e
n=0

Preuve:
(formule de Taylor avec reste intégral)

5 —tn
< / etL | dt
0 n!

g/ eszt
0

n!
< e (I — t)n+1 ‘
er |l
N (n+1)!
xn+1

0

e —— —— 0
(n+1)! n—=+oo

car
METHODE 1

g™ ag™ 1 (ex)n
n! 2Tn (%)n T V2mn
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METHODE 2

zn+1
ICEsI a2
GREbE 0<1.
&r n+1 n—o+oo
O
Proposition:
+oo o
— z
Vz € C, Z i e
n=0
O
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CHAPITRE

26
DETERMINANT

1 Motivation

Soit E un espace vectoriel de dimension n, = (e1,...,en) une base de E.
Soit ¢ = (u1,...,un) une famille de E. On souhaite trouver un “calcul” sur les coordonées

des vecteurs de ¢ qui nous dira si % est un base ou non de FE.

EXEMPLE:
Avec E = R?, # = (e1,e2) base canonique de R2?, ¢ = (u1,u2) avec u1 = (z,y) et ug =

@2/ )

L1

On note A l'aire orientée (ou algébrique) du parallélogramme engendré par ui et ug.
Cette aire vérifie :

A(u1 —+ U3,u2) =) A(ul,ug) —+ A(”LL3,’U,2)

A(Aur,u2) = AA(u1,u2)

A(ug,ur) = —A(ur,uz)

Aler,e2) =1
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26.2 Déterminant MP2I

A(ui,u2) = A(zer + yea, u2)
=zA(e1,u2) + yA(ez, u2)
=xA(er1,7’e1 +y'es) +yAlez,z’er +y'e2)
=xz'A(er,e1) + xy’ A(e1, e2) + yz' A(ez, e1) + yy' A(ez, e2)

_ xy/ o ya:/

(u1,u2) base de R? < axy —yz' #0

REMARQUE:

!
Mat (%) = (z g,)

EXEMPLE:
E =R?, (e1,e2,e3) base canonique, ¢ = (u1,uz2,us) famille de E.
Soit V' le volume algébrique du parallélépipéde orienté engendré par uy, uz et us.

V est trilinéaire et
V(ug,u1,u3) = =V (u1,u2,u3)

V(uz,u1,u2) = V(u1,u2,u3)
V(e1,e2,e3) =1

ur = (21, yY1,21)
On pose { ug = (z2,y2, 22)

uz = (x3,y3, 23).

V(ui,u2,us) = V(zie1 + yiez + z1e3,uz,us)
=x1V(e1,u2,u3) +y1V(e2,u2,us) + z1V(e3, uz, us)
= z1y223V(e1,e2,e3) + z122y3V (€1, €3, €2) + y12223V (€2, €1, €3)
+ y1zow3V (e2,e3,e1) + z1x2y3V (e3, e1, e2) + z1y223V (e3, e2, e1)

= T1Y223 + Y1223 + 21T2Y3 — T122Y3 — Y1T223 — Z1Y2L3

C’est la formule de Sarrus (hors-programme).

2 Définitions

Définition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension n < +oo et f: E” — K. On
dit que f est multilinéaire si

Vi € [1,n] ,Y(u1, ..\t 1, U1, un) € EPTL

s .. E — K L
P’application est linéaire.
u o f(UL, e Ui 1, Uy Uig 1y - - Un)

On dit que f est antisymétrique si

Vi < j,V(ui,...,un) € E™,
Fut, oo U1, Uy Ui 15+ ey U, Uy Ujge 1 - - - 5 Un)
= —f(U1, e Ui, Wiy Ui Ty - oy U1, Uy U 15 - - -+ 5 Un )
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On dit que f est alternée si

V(U1,~~-7un) GE”,(3i<j,ui:uJ‘ = f(ul,...,un):(]).

Proposition: Soit K un corps tel que 141 # 0, E un K-espace vectoriel de dimension
n et f: E" — KK une forme multilinéaire.

Alors,
f alternée <= f antisymétrique.
Preuve: “ =" On suppose f alternée.
Soit (u1,...,un) € E™ et (i,5) € [1,n]? avec i < j.
0= Flut, -y Uim1,Us & Uj, Ui 1, -+ o5 Uj—1, Us + U, Uj 1, - -+ 5 Un)
= @000 0 W—1g Wy Biily o o 0 o Wil B A= Vo Wil 0 0 0 o Wip)
+ (U1 Ui, U Wi 1y - ey UG— 1, U+ Uy Wb 1, - - - Un)
= f(u1, e U1, Uiy Ui 1y o5 U1, Ui, Ujh Ty - - -, Un)
F fU1, o Wi, Uiy Wi 1y - o vy Uj— 15 U, U1y - - -, Un)
T+ fU, e Ui, UG, Wi 1y ey UG— T, Uiy U1 - - - Un)
+ (U1 U1, U Ui Ty e ey U1, Uy U1, - -+ 5 Un)
donc
Fu, o U1, Uy Ui 15 Wi 1+ - o5 U1, Uy U1« - - 5 Un)
== (U1, Uim 1, Ui, Wik 1, Wik 1y - oy Uj— 1, Uy U1y - - - Un).

Donc, f est antisymétrique.
“ <=7 On suppose f antisymétrique. Soit (u1,...
que ¢ < j et u; < uy.

Jun) € B et (i,7) € [1,n]? tels

Fua, oo U1, Uy Ui 1y e oy U1y Uy Ut 1y - -+ 5 Un)
=F(U1, e U1, UG Wiy ey UG 1, Uiy U1y - - - 5 Un)
= —f (U1, Ui 1, Uiy Ui 15+ vy U1, Uy Ujp 15 -+ -5 Up)
D’ou,
flut, ... ;un) (1+1) =0
——
20
donc f(ui,...,un) =0.

Dans le reste du chapitre, K est un corps avec 1+ 1 # 0.

Théoréme: Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n. L;Iensemble des formes
multilinéaires alternées de E est un sous-espace vectoriel de K®E™) de dimension 1.

434



26.2 Déterminant MP2I

Preuve (pas exigible):
Soit B = (e1,...,en) une base de E. Soit f une forme multilinéaire alternée. Soit
(u1,...,un) € BE™.

n
Vj € IIlvn]]’ a(aiqj)léién» Uj; = Zai,jei
i=1

n
flur,... un) = f (Zai,lei,u@:“wun)
=il

n
=> aiifleiuz,. .. un)
i=1

n
§ aLl,lf €iq, § Qi ,2€45, U3, ..., U

i1 ig=1

.

n
E Dt 1@ B I (C8 5 B W 0 0 0 o Uip)
g1

[
n
M= 1
!

1

Il
H M3

n n
E : E :a1171a742» 'aimnf(eilveizv"'7ein)

= Z U(1),1%(2),2 """ Qo (n)nd (€a(1)s €a(2)s - - 1 €c(n))

oESy
= Z s(o)Haa(j),j f(el7"~7en)
€Sy j=1 —

€K

A(ut,...,up)

D'ou, f = f(e1,...,en) A.

Donc, ’ensemble des formes multilinéaires alternées est Vect(A). De plus,

Aler,..,en) = > &(0) [ [ 6oy
j=1

cESn

:e(id)ﬁ1:1¢o.

j=1
O
Définition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et # = (e, ..., en) une base
de E.
Il existe une unique forme f multilinéaire alternée sur E telle que f(e1,...,e,) = 1. Elle

est donnée par la formule

V(ui,...,un) € B™, f(ur,...,un) = > £(0) [ aoisy,;
j=1

oESy
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ol
Vi, j, a; j est la i-éme coordonnée de u; dans la base #.

Cette application est appelée déterminant dans la base & et noté det 4.

Proposition: Soient # = (e1,...,en) et € = (u1,...,un) deux bases de E. Alors
dety = detg(e1,...,en) detg
1@,
Y(vi,...,vn) € E", detg(v1,...,vn) = detg(er, ... en) detg(vi,...,vn).
Preuve:

On sait que det g et dety sont colinéaires :

IN e K, V(vi,...,vp) € E", detg(vi,...,vn) = Adetg(vi,...,vn).

En particulier,

detg(e1,...,en) = Adetg(er,...,en) = A.
O
REMARQUE (notation):
Avec les notations précédentes, on note detg(%¢) au lieu de detg(u1,...,un).
Corollaire: Avec les notations précédentes, detg (%) # 0 et
dets(%) = (detes ()~
Preuve:
On sait que
Y(vi,...,vn) € B detg(vi,...,vn) = detyn (%) detg(vi,...,vn).
En particulier,
l= det(g(%”) = detcg(._@) det@(cﬁ).
O
Théoréme: Soit # = (e1,...,en) une base de E, ¥ = (u1,...,un) une famille liée
(i.e. € n’est pas libre). Alors detg(%) = 0.
Preuve:
Sans perte de généralité, on peut supposer que u, € Vect(ui,...,un—1) :
n—1
Unp = Z)\kuk ot A, ..., A\p—1 € K.
k=1
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n—1
detgg(un,. .., Un—1,un) = Y Apdetg(ui, ..., un_1,us)
k=1 =
=0
O
3 Déterminant d’un endomorphisme
Proposition: Soit f € Z(E), & = (e1,...,en) une base de E. Alors,
IN €K, V(u1,...,un) € B, detg (f(u),..., f(un)) = Adetg(ur, ..., un).
Preuve:
Soit g : B = I est clairement alternée
95 (ur,..un) > detg (f(ur),..., flun)) 7 '
Soit i € [1,n], (U1, ..., Ui Uis1, ..., un) € E" "L L’application w — g(wi, ..., U1, U, Uit1,...

est la composée de f et de v — dety (f(ul)7 v flug—1), v, fuigr), .- 7f(un)) donc
elle est linéaire.

Donc, g est une forme multilinéaire alternée donc colinéaire & det 4. O
Proposition: Soit f € Z(E), % et € deux bases de E. Soient (\, ) € K2 tel que
V(Ul, o 7un) c En, det‘gg (f(ul)7 000 7f(un)) = Adet.@(ul7 © 00 ,Un),
det (f(ua), ..., f(un)) = pdetg (ut, ..., un).
Alors, A\ = p.
Preuve:
On pose # = (e1,...,6en).
detey (f(e1),--., fen)) = pdetg(er,. .., en) = pdety(H)
Il
dete (#) detg (f(e1),-- -, flen))
Il
A dety (%) det (%)
SN—— ——
#0 =1
O

donc A\ = p.

Définition: Soit f € Z(E). Le déterminant de f est le seul scalaire vérifiant,
V% base de E, V(u1,...,un),detgz (f(ul), o ,f(un)) = Adetg(ui,...,un)

et on le note A = det(f).

REMARQUE:
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S = %,

Proposition:

Preuve:
Soit # = (ex,...

detp (fo

(det f)

(det f)

Corollaire:

Preuve:

Donc,

Preuve:

f n’est pas s

On suppose f € GL(E) :

Soit # = (eq,...

Proposition:

Soit # = (eq,...

Aire(f(u1), f(uz)) = det(f) Aire(ur, uz).

Soient f et g deux endomorphismes de E. Alors,

det(f og) =det f x detg.

,en) une base de E.

gler),..., f og(en)) =det(f og)detg(el,...,en) =det(fog)

detg (f(g(el)% a0og f(g(en)))

I
det g (g(el), cee ,g(en))

Il
(det g) detg(er,...,en).
—_—
=1

Si f € GL(E), alors det(f) # 0 et det(f~1) = det(f)~*.

fofl=idg.

det(f) det(f~1) =det(f o f71) = det(idg).
,en) une base de E.

det» (idE(€1), .. .,idE(en)) =det(idg) x 1

detgz(B) =1

Soit f € Z(F). On suppose f ¢ GL(E). Alors det(f) = 0.

,en) une base de E.
det(f) = det.@ (f(el)7 ©00g f(en))

urjective donc rg (f(el),,..,f(en)) < n donc (f(el),...,f(en)) est liée
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donc det g (f(61)7 cong f(en)) =0.

4 Déterminant d’une matrice carrée

Définition: Soit A = (a;,5)1<i<n € #n(K).
1<isn

Le déterminant de A est

ail -+ Qln

det(A)=| 1 . = e0) []aoi
j=1

€S
an,1 crr Qnun "

Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, & = (e1,...,en) une
base de E, (u1,...,un) € E™ et A= Matg(ui,...,un).

Alors,
detg(ui,...,un) = det(A).

Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, 8 = (e1,...,en) une
base de E, f € Z(E) et A= Matg(f). Alors, det(A) = det(f).

Preuve:

det(f) = detg (f(e;l)7 .. .,f(en)), A = Matg (f(el),...,f(en)).

det A = detg (f(e1),. .., flen))
= det(f).

Proposition: Soit (A, B) € ., (K)?.
det(AB) = det(A) det(B).

Preuve:
Soit B = K", Z = (e1,...,en) la base canonique de E, f € Z(FE) tel que A = Matg(f)

et g € Z(E) tel que B = Matg(g).

det(AB) = det(f o g) = (det f) (deg g)
= det(A) det(B).
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Proposition: Soit A € ., (K).
A € GLy(K) <= det(A4) #0

Dans ce cas, det(A™1) = det(A4) L. O

Proposition:
VA € Mp(K),det(*A) = det(A).

Preuve:
Soit A € A (K).

det(*4) = > (o) [] a5.00)

oESy j=1
= > @) [] to-100)x
cESn k=1
—1 n
=D, 5("/ )H“a’(km
o/€Sy Ih=il
n
= > @) [T aoray.r
o’eSy, k=1
= det(A)
car
/ p=1 n-1_ )1 sie(o’) =1
Vo GSn,e(o ) e(c) ™ = 1 sie(o’) = -1
=e(o’)

Proposition: Soit A € .#,(K), C une opération sur les colonnes et A’ la matrice
obtenue en appliquant C' sur les colonnes A.

1. Si C =c¢; «— ¢ (avec i # j), alors det(A’) = — det(A).

2. Si C = ¢; +— Ac;, alors det(A’) = Adet(A).
3. Si C =c¢; +— ¢; + Acj (avec i # j), alors det(A’) = det(A).

Preuve:
Soit (u1,...,un) € (K™)™ tel que

Vi € [1,n],c; = Matg(u;)

ou A est la base canonique de K™ et ¢; la i-éme colonne de A.
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1.
—det(A) = —detg(ui,...,un)
I
det(A/) = det{@(ul, ey UG 1 Uy Uit Ty e ey Uj— 1, Ugy UGt 1y - - -y un)
2.
det(A') =detg (Ui, .., Wim1, AUi, Uit 1y .., Un)
= Adetg(u, ..., Uie1,Us, Uity .., Un)
= A det(A).
3.
det(A/) =detg(u1,. .., ui—1,u; + )\u]‘,ulurl, oy Un)
=detg(ur, .., Ui—1,Us Uiy, .., Un) + Adetg(ul, ..., Ui—1,Uj, Uit1,. .., Un)
= det(A)

car, comme u; apparait deux fois dans le second détermiant, il vaut 0.

Corollaire: Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients

diagonaux.
Preuve:
A1 x *
Soit T = oo | Sl existe i € [1,n], avec X\; = 0, alors rg(T) < n et
(0) *
An
n
donc T' ¢ GL, (K) et donc det(T) =0 = H Ak
k=1
On suppose que Vi, A; # 0. On a
1 * *
1
— det(T') = det 0 Az
A1 5
S
0 0 An
et
1 * *
0 1
! det(T) =det | :
A1 A2 ¢ =t 0 a3
’ . *
0 0 0 An
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26.5 Déterminant
D’ou
1 .
: *
— 1 det(r) =
A1 o An
©
1 .
' (0)
©
=1

donc det(T) = A1 -+ Ap.

Proposition:

EXEMPLE:
(a,b,c) € C3
a b ¢
b a c
a b

5 Développement suivant une ligne ou une colonne

EXEMPLE:

1. Si L =4¢; < £; (avec i # j), det(A’) = — det(A).
2. Si L =4; +— N, det(A") = Adet(A).
3. Si L=10; +— £; + X\ (avec i # j), det(A") = det(A).

a+b+c b c
=la+b+c a c
a+b+c a b
1 b ¢
=(a+b+c)|l a c
1 a b
1 b @
=(a+b+c)|0 a—b 0
0 0 b—c

=(a+b+c)a—0b)(b—rc)

I+ 1+
+ |+ 1

I+ 1+
+ |+ 1

442

Soit A € ., (IK), L une opération sur les lignes, A’ la matrice obtenue
en appliquant L sur les lignes de A.



26.5 Déterminant MP2I
111 g 2 Bl 4 6 -1 1 3 0 1 3 0 1 3 0
2lslg —o =-2(7 9 —2[+5|7 9 —2|—-84 6 —1/+2[4 6 -1
3021 0 3 1 0 3 1 0 3 1 0 7 9 =2
411 ? 2 f]l 1 2 3 1 2 3

=17 8 9/+2|4 5 6
I 3 2 1 3 2 1
3 2 1 0
i g 2 Bl 2 3 0 1 3 0 1 2 0
7 8 9 —o|=735 6 -1 +2/14 6 —-1|—-14 5 -1
35 1 0 8 9 -1 7 9 =2 7 8 9

E=C%et %= (e1,e2,e3,e4) base canonique de E.

ulp = (1’49 77 3)7
=(2,5,8,2
On pose uz =(2,5,8,2),
u3z = (376797 1)7
ug = (0,—1,-2,0).
2e4,u3,u4).
Donc,

Idem pour es, e3,e4.

et A = Matg(u1,u2,us,us) = Matg(u1,2e1 + Sea + 8e3 +

det A = detg(u1,2e1 + Sea + 8es + 2e4, us3, ua)

+ 5detg(u1, e2,us, ua)
+ 9detg(u1, e3,us, usq)

2detg(u1,e1,us, uq)

+ 2detg(u1, eq, us, ug).

detg(u1,e1,us,us)

W & =
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Proposition (Laplace): Soit A = (a;;) € #n(K).

Vj € [[l,n]], det(A) = Z(—l)i"'jai,jmi,j
=

ot m; ; est le mineur d’indices (4,7), i.e. le déterminant de la matrice obtenue en sup-
primant la ligne 7 et la colonne j de la matrice A.

n
Vi € [1,n], det(A) = Z(,l)i+jai,jmi’j.

j=1
O
Proposition (Vandermonde): Soient (ai,...,an) € K".
1 a1 a% o a;“l
1 as a% B a;“l
. . = H(a] (17,)
. . ji<i
1 an a2 an~1
Preuve (par récurrence sur n): — Soit n € IN. Soient aq,...,an+1 € K. On pose
1 al cee a?
A'rL-‘,—l - o :
I ant1 -+ apg

On développe A, 41 suivant la derniére ligne et on obtient une expression poly-
nomial en ap41 :
Ant1 = P(an+1) avec P € K, [X]

et le coefficent devant X™ est A,,.
Cas 1 On suppose A,, # 0. D’aprés I’hypothése de récurrence :

Vi,j € [1,n],i#j = a; #aj

dom(P,) = A, = H (aj —ay)
n>j>i>1

deg(Pp) =n

Vi € [1,n],P(a;) =0

donc
P=An(X—a1) (X —an)
donc
Any1 = H (aj —a;) (ant1 —a1) - (any1 —an)
nzj>iz>1
= JI (g-a)
n41>5>i>1

Cas 2 On suppose A, =0 :

Ji,j €l,n],i#j et a; = aj;.
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Alors,
An+1 =0= H (a]- — ai).

n4+1>5>i>1

Proposition — Définition: Soit A € #,(K), et com(A) la comatrice de A : c’est la
matrice o
((_I)H—J mi,j)1gi,jgn
ot m;,;j est le mineur d’indices (7, 7) de A.
On a
A'tcom(A) = fcom(A) A = det(A) I,.
Si det A # 0, alors

1
A7l = — fcom(A).
der(a) o

EXEMPLE:

Avec A = (a ¢

b d),onadetA:ad—bc.

~(+d —b . (d —c
com A = (70 +a) donc ‘com(A) = (7b a)

Si det(A) # 0,

EXEMPLE:
ar b1 <

Avec A= a2 b2 c2|,ona
as bz c3

bac3 —bzca  azca —aze3  a2bz —aszbs
comA= | c1bg —bicg aic3 —azcy azby —aibs

bico —b2c1  azc1 —aica  aibs —a2by

Preuve:
On note C' = A ‘com(A) = (ci,5)-

Vi € [[17”] » Cig = Z aij(—l)i+jmij = det(A).
j=1
Soient ¢ € [1,n], j € [1,n] avec i # j.

n
Cij = Z alk(—l)ﬁ"kmjk
k=1

C’est le déterminant de la matrice obtenue en rempla ¢ ant la j-éme ligne de A par la
i-éme, qui a donc 2 lignes identiques donc ¢;; = 0.

L’autre formule “ fcom(A) A = det(A)I,” se démontre de la méme fa c on. O

REMARQUE:
En pratique, on n’utilise jamais cette formule pour trouver AL (sauf si n = 2).

445



26.5 MP2I

Exercice (Formules de Cramer):

INUTILES ET HORS-PROGRAMME
Soit S le systéme AX = B avec A € GL,(K) et B € #y,1(K).
L’unique solution du systéme S est donnée par

1

det A;
x=|: | ouvi o = =L

det A

Tn

ol A; est obtenue en repla ¢ ant la i-éme colonne de A par B.

Solution : Soit (z1,...,z,) l'unique solution de S.

ot C;(A) est la i-éme colonne de A.

V7, det(Aj) = det (Cl (A),C2(A),..., ijl(A), B, Cj+1(A), coag Cn(A))

= widet (C1(A),...,Cj-1(A),Ci(A),Cj11(A), ..., cn(A))
o=1

= x; det(A)

Retour sur la diagonalisation

Soit A € A, (K). On cherche P € GL,,(K) telle que

AL

1 . (0)
PAP = ).
An

Soit f € Z(K") telle que Matz(f) = A ou & est la base canonique de K™. On cherche
€ = (u1,...,un) € K" telle que
i, fuw) = Ny

IN€EK, Ju#0, f(u) =Au
<~ INe K, Fu#0,u e Ker(f — Nidgn)
<= J\ € K, f — Nidgn n’est pas injective
<~ I €K, f— Aidgn & GL(K")
<~ 3\ € K, det(A — idgn) =0
<= 3N eK, det(A — A1) =0

polynéme caractéristique de A
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CHAPITRE

27
ESPACE PROBABILISE FINI

1 Définitions

Définition: Soit €2 un ensemble fini. Une probabilité sur €2 est une application
P:2(Q) —[0,1]
telle que
1. P(2) =1,
2. VA, Be (W), AhB=@ — P(AUB) = P(A) + P(B).
Dans ce cas, on dit que (€2, P) est un espace probabilisé.

ExEMPLE (équiprobabilité):
Soit 2 un ensemble fini non vide. Soit
P.:2(Q) —[0,1]
Ar— #—A
#Q
_#
#Q
2. Soient A, B € Z(2) avec AN B = @.

1. P(Q)

#(AUB)
#
_ #A+#B
#
= P(A) + P(B)

P(AUB) =

De plus, on pose n = #.

1
Vw € Q, P({w}) = — et ne dépend pas de w.
n
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Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé.

L’ensemble 2 est appelé univers, les singletons {w} avec w € Q sont appelés événe-
ments élémentaires, les parties de €2 sont appelées événements, & est appelé événement
impossible et 2 est appelé événement certain.

Soient A, B € Z(2). On dit que A et B sont incompatibles si AN B = @.

Proposition: Soit = {wi,...,wn} un ensemble de cardinal n et (p1,...,pn) €
n

[0,1]™ tel que Zpi = 1. Il existe une unique probabilité P sur Q2 que
=

Vi € [1,n], P({wl}) = p;.

Preuve:  Existence On pose
P:2(Q) —[0,1]

Ar— Zpi

i€l

ott Iy ={i€[1,n] |w; € A}.
— Soit a € Z(Q).

n
0<SPA)=> p<Y pi=1

iely i=1

n
P = =Yt
i€lg i=1
— Solent A, B € Z() incompatibles.
Tsup={i€[1l,n],w;, € AUB}
=I,Ulp

P(AUB) = E w5 = Epﬂr Zva:P(A)+P(B).

i€IAauB 1€l g ielp

Unicité Soit @ une probabilité sur Q2 tel que
Vi € [1,n], Q({wl}) —Ip;
Soit A € Z(Q).

A= Jwr= U i

wEA i€l g

En utilisant le lemme suivant,

QA =Q | [J{w} | =D Q{ws})
i€l 4 i€lg
= Z pi = P(A).
i€ly
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incompatibles. Alors

P (04) =5
=il =il

Preuve:
par récurrence sur n.

Proposition: Soit P une probabilitésur 2.
1. P(@) =0;
2. VA,Be #(Q), ACB = P(A) < P(B);
3. VA,Be 2(Q), P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Preuve: 1. Q=@ UQ donc P(Q) = P(@) + P(Q2) donc P() = 0.
2. Soient A,B € #(Q) avec A C B. On pose C = B\ A :

B=AUC;
ANC=g2.
Donc, P(B) = P(A) + P(C) > P(A).

——
>0

A’ = A\ (AN B),
3. On pose ¢ B’ = B\ (AN B),
C=AnNnB.

A'UB'UC=AUB
ANC=BNC=A'NB' =9

donc
P(AUB) = P(A') + P(B') + P(C).
De plus,
A= A"UC donc P(A) = P(A') + P(C);
B = B’ U C donc P(B) = P(B') + P(C).
D’ou

P(AUB) = P(A) - P(C) + P(B) — B€7 + B(€Y
= P(A) + P(B) — P(AN B).

2 Probabilité conditionnelle

Lemme: Soit P une probabilité sur © et (A;)1<i<n une famille d’événements 2 a 2

P(A) # 0.
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L’application

2(Q) — [0,1]
P(ANX)

X — P(4)

est une probabilité. Elle est notée P4 et est appelée probabilité sachant A.
Elle est parfois notée P(A | B).

Preuve: ~— Soit X € P(Q).
0<P(ANX)< P(A)car ANX CA

Comme P(A) > 0,
P(ANX)
P(A)

=5 =

P(ANnQ) P(A) 1
P(4) — P(A)
— Soient X,Y € P(Q) avec X NY = &.
P(AN(XUY)) P((XNA) U NA)
P(A) B P(4)
_ P(AnX)+P(ANY)
: P(A)

Proposition: Soit (€2, P) un espace probabilisé et A € 2(Q) tel que P(A) # 0.

VX € 2(Q), P(ANX) = P(A) Pa(X).

Proposition: Soit (€2, P) un espace probabilisé¢, A € Z(Q) tel que P(A) € 0, 1].

VX € 2(Q), P(X) = P(A)Pa(X)+ P (A) Pz(X).
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Preuve:
Soit X € 2(Q).
X=XNnQQ
=Xn(AuA4)
=(XNnA)U(XnA

donc
P(X)=P(XNA)+P(XnA)
= P(A4) PA(X) + P (4) Pz(X).

Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé. Un systéme complet d’événements est
une partition de €.

Proposition (probabilités totales): Soit (€2, P) un espace probabilisé, (A;)i<i<n un
systéme complet d’événements tel que

Vi e [1,n], P(A;) > 0.
Alors,
Vz € 2(Q), P(X) =Y P(A;)P4,(X).
=il

Preuve:
Soit X € 2(Q).

EXEMPLE:
On dispose de 5 dés : un a 4 faces, un a 6 faces, un a 8 faces, un a 8 faces, un a 12 faces et un

a 20 faces que l'on suppose bien équilibré.

Pour qu’un dé soit bien équilibré, il faut que ce soit un polyédre régulier, aussi appelé polyédre
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de Platon. Il y en a 5 : le tétraedre, le cube, 'octaédre, le dodécaédre, et I'icosaédre.

On choisit au hasard I'un de ces dés, on le lance et on note le résultat.

Quelle est la probabilité que ce résultat soit égal a 7 ?

Modélisation 1 : Q = [1,20], P =7.

Modélisation 2 : 2 = {(a:, y) | z € {4,6,8,12,20} et y € [1,z] } et P une probabilité sur €.
b'e

—
On pose Vz € {4,6,8,12,20}, A, = {z} x [1,z]. On suppose que

On note

et donc

Vz € X, P(A) = =.

1
5

Wy € [1,20], By = {(z,9) |z € X et y <z}

1
Vo e X,Vy € [1,2], Pa,(By) ={ z
0

siy <,

siy > x.

Implémentation en Python de ’experience :

import random as rd

def exp():
faces = rd.choice([4, 6, 8, 12
result = rd.randint (1, faces)
return result — 7

def proba(N = 1000):

cpt = 0

for  in
if exp():
cpt +=1

return cpt / N

range (N):

)

20])

P(Br7)

> Pa,(Br)P(Az)

zeX

1 (PAS (B7) + Pay,(B7) + Pay, (B7))

5
1
5

(

1

8

Solution :

1 1

12 20
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Proposition (probabilités composées): Soit (€2, P) un espace probabilisé, (A4;)i1<i<n
des événements tels que
P(A1 n ~~~|'-‘|An,1) ;é 0.

Alors,
P(A1N---NAp) = P(A1) Pa,(A2) Pao,n4,(A3) - Pain...na,,, (An)
PAl (AQ) Az
Ay
P(A1)
Py, (Az) As
P(Aq)
1
Preuve:
Vi,AinN---NA; DA N---NA, donc P(Alﬂ---ﬂAi) > 0.
P(A1) Pa, (A2) PA1nAo(A3) - Pain..na,_; (An)
_P(A)P(AQHAl) P(AgﬂAQﬂAl) P(AnﬁAn_1ﬂ~~-ﬂA1)
a VT P(A) P(A1 N Ag) P(A1N---NA,_1)
=P(A1N---NAy)
O
EXEMPLE:

On reprend ’expérience précédente aléatoire précédente. On sait qu’on a obtenu 7.

Quel dé a été utilisé ?
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On veut calculer Pp,(Az) pour tout . Soit z € X.

P(A ﬂB7)
Por(4s) = =5

_ Pa(Br) P(Ax)
P(Br)

0 siz € {4,6}
1,1

1o d
& g six =38
P(Br)

21 1

1 e dl

2 5 six =12
P(Br)
1.1

L

20 5 sixz =20
P(Br)

On a utilisé la formule de Bayes.

Proposition (Bayes): Soit (€2, P) un espace probabilis¢, A, B € Z(Q) tels que P(A) #
0 et P(B) €]0,1[-

Py~ PEA PB) Pp(A) P(B)
AT T TTP@) T Pe(A)P(B)+ P5(A) P (B)

REMARQUE:
On appele P4 (B) la vraissemblance (likelyhood en anglais), P(A) la probabilité a-priori (prior
distribution), et Pg(A) la probabilité a-posteriori (posterior distribution).

ExeEMPLE (filtre bayésien):

On peut utiliser cette formule pour filtrer les SPAMs dans les emails. On utilise des données
de la forme :

mot 1 | mot 2 | --- mot p | spam?

mail 1
mail 2

mail n

On peut donc calculer la probabilité qu'un email soit un SPAM en fonction des mots qu’il
contient :
P(spam) Pspam (mot 1, mot 2,...)
P(mot 1,mot 2,...)
Pspam(mot 1) X Pspam (mot 2) X - - -
P(mot 1, mot 2,...)

P(mot 1,mot 2,...)(spam)

ExeMpPLE (Test médical):

On estime qu’une personne sur 10000 est atteinte d’une certaine maladie. On invente un test
T.

g 99

Pmalade (T = pOSltlf) = —,
1010

Prsraas(T = positif) = ——.

On fait un test et il revient positif. Quelle est la probabilité d’avoir la maladie : Ppy (M) ?

454



27.2 Espace probabilisé fini MP21

Py (TH) P(M)
o@D =""pmy
99 1
_ 100 X 10000
99 i 9999
700 X 10000 * 10000
990
=— _~9%
990 + 9999

On a 9% d’avoir la maladie : le test n’est pas trés précis.

ExeMmpPLE (QCM):

On a un QCM de 20 questions ou ’on peut répondre par vrai ou faux (donc c’est pas vraiment
un QCM). Si un étudiant connait la réponse, il réponds correctement. Sinon, il choisit 'une
des réponses au hasard.

Soit p la probabilité qu’il connaisse la réponse a une question. Cela représente le niveau du
candidat : un éléve ayant travaillé aura une valeur de p plus importante qu’un éléve n’ayant
pas travaillé.

L’étudiant obtient 13/20. Estimer p.
Comme p € [0, 1], on découpe 'intervalle en 10 : on pose
k+0,5,

Vk € [0,9], Ax : “p = .
[0,9], Ax: “p 0

On pose aussi
Vi € [1,20], B; : “la i-éme réponse est correcte”,
vj € [0,20], C; : “Vétudiant a i/20”,
On cherche donc Pg,,(Ag). S’il n’y a pas de “pic” de probabilité (en fonction de k), il faut

changer le QCM : augmenter le nombre de questions, mettre des questions plus faciles /
difficiles. . .

On utilise la formule de Bayes :

Pa, (C13) P(Ax)

Pc,,(Ag) = P(Crs)

On peut choisir P(Ag) : c’est subjectif. On peut avoir une distribution uniforme, ou suivant
une courbe de Gaufs, ...

1
On choisit P(Ag) = ol distribution uniforme.

9
P(Ci3) = Y _ Pa, (C13) P(Ay);
k=0

() (5) " (-2)

Proposition (Bayes): Soit (€2, P) un espace probabilisé et (Ag)recx un systéme com-
plet d’événements tel que

Pa, (C13)

Vk € K, P(Ay) # 0.
Soit X € Z(Q) tel que P(X) #0. On a
P, (X) P(Ag)
Yjex Pa; (X)P(4;)

Vk € K, Px(Ak) =
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3 Evénements indépendants

Définition: Soient A et B deux événements d’un espace probabilisé (2, P). On dit
que A et B sont indépendants si

P(AN B) = P(A) P(B).

REMARQUE:
L’indépendance d’événements au sens mathématique n’est pas la méme chose que I'indépen-
dance dans le sens commun : elle dépend de la probabilité utilisé!

EXEMPLE:

On considére un objet, qui est défectueux avec une probabilité p € ]0,1[. On effectue deux
controles indépendants. Chaque controle permet de détecter un défaut (s’il y en a un) avec
une probabilité g (il n’y a pas de faux positifs : on ne peut pas trouver un défaut s’il n’y en a
pas).

Les deux contréles sont négatifs. Quelle est la probabilité qu’il y ait quand méme un défaut ?

SIMULATIONENPYTHON :

import random as rd

def experience(p, q):
defaut = bernoulli(p)
controles = [False, False]

for i in range(2):
if defaut:
controles|[i] = bernoulli(q)

return (controles, defaut)

def proba(p, q, N = 10000):
cpt = 0
pr = 0
while cpt < N:
¢, d = experience(p, q)
if not any(c): # deux controles negatifs
cpt +=1

if d:
pr +=1
return pr / N

Pour générer une variable aléatoire de probabilité p en Python, on génére un réel = € [0, 1]
et on le compare a p :

def bernoulli(p):
return rd.random() < p

MopELisaTioN : Q = {0,1}3;

D ={0,1}% x {1} et P(D) = p;

C1 = {1} x {0,1}? et Pp(C1) = q;

Co ={0,1} x {1} x {0,1} et Pp(C2) = q.
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On sait que Pp(Cy) = Pp(C2) = 0.

On suppose que C7 et Cg indépendants relativement & Pp.

- Pp (Cl ﬂég) P(D)

Ps .~ (D) = _ Z
le‘lCQ( ) P(ClﬂCQ)
On a :
Pp (61 n 02) =Pp (6_'1) Pp (62)
= (1 - q)27
P(D) = p,
et
P (él N C’z) = PD(él N C’Q) P(D) + PD(C‘l n ég) P(D)
=p(l—q)’+1-p.
Or,
P (C1) P(C2) = (1-a)p+1-p)*
=£ P(C_'l n C_'Q) en général.
Finalement,

__ pd-9?
p(l—¢)?+1-p
Sig=1,o0naPs e, (D)=0.Siqg=0,onaPs e, (D)=p.

Peine, (D)

Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé et (A;);c s une famille finie d’événements.
1. On dit que ces événements sont 2 & 2 indépendants si
Vi # 3, P(AZ‘QA]')ZP(AZ‘)P(A]‘)

2. On dit qu’ils sont mutuellement indépendants si

vJ e 2(I)\ {2}, P( N Aj) =[] Pay.

JjeJ JjE€J

EXEMPLE:
A faire

Q=..,P=..,A B,C=...tels que

P(AN B) = P(A) P(B)

P(ANC)=P(A) P(C)

P(BNC)=P(B)P(C)
mais

P(ANnBNC) # P(A)P(B) P(C).

EXERCICE:

Soit (2, P) un espace probabilisé fini, A et B deur événements indépendants (par rapport &
P).
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1. Montrer que A et B sont indépendants.
2. Montrer que A et B sont indépendants.

SOLUTION :

1. On suppose P(A) # 0.
P (AN B) =Py (B) P(A)
= P(A) (1 - Pa(B))
= P(A)(1 - P(B))
= P(A) P (B)

On suppose P(A) =0. AN B C A donc
0<P(ANB)<P(A) =0

et donc
P(ANB) =0=P(A) P (B).

2. (’est une conséquence du 1. : on remplace B par A et A par B.

Proposition: Soit (2, P) un espace probabilisé et (A;);cs une famille d’événements
mutuellement indépendants. Soit J € & (I) et on pose

Al‘ sit e J
A;  sinon.

Viel, Bi{

Alors, (B;)icr est une famille d’événements mutuellement indépendants.

Preuve:
Pour n € IN*, on pose

P(n): “VK Clavec#K=n, P| (| B:| =[] P(B:)".

€K €K
O
4 Bilan
N R\
Une probabilité est une application de Si AN B = @, on dit qu’il sont incom-
la forme patibles.
P:2(Q) —[0,1] ~ J
vérifiant
1. P(Q) = 1; e ~

Si on associe & chaque événement élé-
2. VA, B, P(AUB) = P(A)+P(B). ) mentaire w; une “valeur” (~ probabilité)

s pi, alors il existe une unique probabilité
P sur  vérifiant P(w;) = p;.
N \ J
Equiprobabilité
( )
P:Z(Q) — [0,1] n n
o P(0a) =3 pea
Ar— —. i=1 i=1
#Q \ J
G )
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Probabilités totales

[ VA, B, P(AUB) = P(A)-Q—P(B)—P(AOB)]

VX € 2(Q),P(X) = P(A;) Pa,(X).

Probabilité conditionnelle I\ J
Pour tout événement A de 2 de proba-
bilité non nulle, ( . L N
; A et B sont deux événements indépen-
Py 2(Q) — [0,1] i
ants si
P(ANX =
5. B ) P(AN B) = P(A) P(B).
P(A)
N J (A;)ier est une famille finie d’événe-
ments mutuellement indépendants si
e N
Un systéme complet d’événements est P m A; |l = HP(AZ').
une partition de €. iel iel
_ NS J

Probabilités composées

P(Al n--- ﬂAn) = P(Al)PAl (AQ)PAlmAQ (Ag) .. 'PAlﬂ-»-ﬂA,,L,l(An)~

Bayes

Pour plusieurs événements

Pa, (X) P(Ag)

Vk € K, Px(Ax) = EjEKPAj (X)P(A;)
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CHAPITRE

28

SOUS-ESPACES AFFINES D’UN
ESPACE VECTORIEL

1 Espace affine (HORS PROGRAMME)

MOTIVATION GEOMETRIQUE :

Dans les petites classes, la géométrie du plan distingue deux types d’objets élémentaires :
— le point
— le vecteur

reliés par la notion de translation.

Par exemple, une droite peut étre décrite avec un point et un vecteur :

Soit K un corps.

Définition: Un K-espace affine est un triplet (E7 E,T) ou

— FE est un ensemble;

—
— F est un K-espace vectoriel ;
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— T:EXE*)Etelleque
VM € E, 7 (M, 0) = M,
VM € E, VY (%,T) € EQ,T(T(M, ﬂ),v) =7 (M, 7 +7),
Y(A,B) € E2, 3% € E, 7 (A, @) = B.
Les éléments de E sont appelés points, ceux de E vecteurs.

— = o g 5
Pour tout w € E, l’application
E — FE
M — 7 (M)
est la translation de vecteur .

En général, pour M € E et U € E, au lieu d’écrire 7 (M + U),_o)n écrit M + . Soient
(A, B) € E%. L’unique vecteur ¥ tel que A+ U = B est noté AB = B — A.

EXEMPLE: 1. On pose
(&): Y =axy+ ze®

Soit E ’ensemble des solutions de (&), E le RR-espace vectoriel des solutions de
() y =y,
et
=
T:EXE—E
(f,d)— f+T

ou + correspond a ’addition de fonctions.

— VfeEB,7(f,0)=f+0=f.

Vf € B, V(h1,ha) € B, 7(r(f, 1), ha) = 7(f + b1, ha)
= (f+h1)+h2
= f+ (h1 + h2)
= 'r(f,'r(hhhg))

— Soient (f1, f2) € E%. On pose h = fo — f1 € E (— est la soustraction de fonctions)
et alors 7(f1,h) = f2 et h est unique.

2. OnposeE:IRQ,E':IR2 et
-
T:EXE—EFE

((m, y), (u, U)) — (z+u,y +v).

(E, E, T) est un RR-espace affine.
H Proposition: Soit E un K-espace vectoriel. Alors (E, E, +) est un K-espace affine. [

EXEMPLE:
Soit E un K-espace vectoriel. Un champ de vecteur est une application

X: FE — E.
T T

points vecteurs

461



28.1 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel MP21

S

N\
o\
|

71T
= /f

7

]
/
e

7\

|

\J

f
/
S

1N

/
/

EXEMPLE:
Avec F = R%2 et E = {(a;y) € F|2x+3y= 5}, (E,+,-) n’est pas un R-espace vectoriel :
0,0) ¢ E.

On pose E= {(z,y) € F | 2z + 3y = 0}, c’est un sous-espace vectoriel de . On pose
=
7T:EXE—E
((@,9), (u,v)) — (z +u,y + ).
En effet,

Y(z,y) € E,V(u,v) € E,2(az+u)+3(y+v):2x+3y+2u+3v
=5+0=5

donc 7((z,y), (u,v)) € E.

\

EXEMPLE: N
Avec E les solutions de y' = 3y + e, E =R, e

A
B
E
t

T ExE—E
(y, A) — (x»—)y(x)—&—)\egz).

Proposition: Soit (E, E, 7') un K-espace affine. Si E # @,

E:{ZEHAB)eE}
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O

Preuve: — VA,_)B € E, AB € E.
— Soit T[_g E. Comme E # @, on choisit A € E. On pose B = A + . Dot
7 = AB.
REMARQUE:

On a méme démontré que, pour tout A € E, I'application
—
pa:E—F
Ur— A+ W

est bijective. On dit qu’on a vectorialisé E au point A :

M+ N := A+ AM + AN
AN = A+ \AM

Proposition: Soit (E, E, T) un IK-espace affine.
1. VA€EE, A4 = 6;
2. VA,B,C € E, AB+ BC = AC;

3. VA,B€ E, BA=—AB.

Preuve: 1. Soit A€ E. 7 (A, ﬁ) =A=r7 (A, 6) donc A4 = ©.

2. Soient A, B,C € E. On pose @ = AB et ¥ = BC.

AB = —BA.

2 Sous-espaces affines

3. %ent A,_B) € E. D’apres 1. A4 = 0 et, d’apres 2. AA = AB + BA. Donc

O

Définition: Soit (E, E, 7') un K-espace affine et F' € Z(E) \ {o}.

de (E, E, T) s’il existe A € F tel que F_‘A> est un sous-espace vectoriel de E.

Pour tout A € F', on pose FX = {A‘é | Be F} On dit que F est un sous-espace affine
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Preuve: —SoitMEF,UEF—’A).
M+@=A+ AM @ =A+ AB =B€F
+u +\/\2 +v €
€EFp€ Fy BeFr
€ Fp

— Soit M € F, W, T € Fa.
(M+d)+7 =M+ (U + )

—

car MeEet W,V € E.
— Soient M, N € F C E. On sait que

JTecE, M+a=N.
— — —
T =MN=MA+ AN
— AN — AM € Fa
~~ S~~~
s T
EFy €Fy

Proposition: Soit F' un sous-espace affine de (E, E, 7'). Alors

V(A,B) € F2, F, = Fp.

Preuve:
Soit A comme dans la définition (FX sous-espace vectoriel de E) et B € F. Soit W €

— = —
Fp. Alors w = BM avec M € F'.

N — — — —
W= BA+ AM = AM — AB € Fy.
SoitTJ)EFX.OnposeM:M—&- TJ;GF.DOHCU:BMEFE. O

€F,

Corollaire: Soit f € £(E,F) ety € F.

Les solutions de I’équation f(z) = y est un sous-espace affine de direction Ker f. O

Proposition: Soit (F;);cr une famille de sous-espaces affines de F'. Alors, ﬂ F; est
iel

soit vide, soit un sous-espace affine de F.

De méme que pour les groupes et les espaces vectoriels, on peut définir le sous-espace engendré
par une partie de E.
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Proposition — Définition: Soit A € #(E). Le sous-espace affine engendré par A est

F.

F sous-espace affine de E
ACF

C’est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace affine contenant A.

REMARQUE:

Si E est un IK-espace vectoriel et F' un sous-espace affine de E, alors

VAEF, F=A+F={A+%|TeF},
F sous-espace vectoriel de E.

3 Parallélisme et hyperplans

Définition: Soit (E, E, T) un espace affine, F' et G deux sous-espaces affines de E.

1. On dit que F' et G sont fortement paralléles si
2. On dit que F' et G sont faiblement paralléles si

—

(b) parallélisme faible

(a) parallélisme fort

Définition: Soit F' un sous-espace affine de (E7 E, 7'). L’espace

— —_—
F:{AB|A,BeF}
est appelé direction de F.

On dit que N
— F est une droite affine si_)F est une droite vectorielle,
— F est une plan affine si F' est un plan vectorielle,
— F est une hyperplan affine si F' est un hyperplan vectorielle.

4 Repére affine

Définition: Soit F' un sous-espaca affine de E. Un repére dg F est la donnée d’un point
A € F (“I'origine du repére”) et d’'une base & = (€;);c; de F' (“vecteurs direction”).

ExEMPLE (mécanique — physique):
On pose E = (R®,R3,+), un R-espace affine. (O, s, Uy, u2) est une base de E : la base
carthésienne. Il existe plusieurs bases de E : (O, @y, ug, uz) (base cylindrique) et (O, ur, ug, ugp)
(base sphérique) sont deux autres bases de E.
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|

Proposition — Définition: Soit F' un sous-espace affine de E, et Z = (A, e1,...,én
un repére de F'. Alors, pour tout B € F,

n
(A1, A) EK™, B=A+ Y el

=1

On dit que (A1,...,An) sont les coordonées de B.

REMARQUE:
Les solutions d’un probléme linéaire forment un espace sous-affine de direction les solutions
du systéeme homogéne associé.
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CHAPITRE

29
PRODUIT SCALAIRE

Dans ce chapitre, E désigne un IR-espace vectoriel.

On sait déja calculer le produit scalaire en dimension 2 et 3 mais 1’objectif de ce chapitre est
de le généraliser en dimension potentiellement infinie.

1 Définitions

Définition: Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie po-
sitive :

fEXE—R

1. Y(u1,u2,v) € E3 ¥(a, B) € R, f(auy + Buz,v) = af(u1,v) + Bf(uz,v), (bilinéaire)

2. Y(u,v) € B2, f(u,v) = f(v,u), (symétrie)
3. Yu € E, f(u,u) >0, (positive)
4.Vu € E, (f(u,u) =0 < u=_0g). (définie)

On dit alors que (E, f) est un espace préhilbertien. Si, de plus, E est de dimension finie,
alors on dit que (E, f) est un espace euclidien.

En général, on note (u | v), (u,v) ou (u | v) a la place de f(u,v).

REMARQUE:
Meéme si elle est utilisée (notament au lycée), la notation u - v est dangeureuse car elle peut
étre facilement confondue par la multiplication.

ExempLE: 1. Avec E=R? ona ((z,y) | (z/,y)) = 22’ +yy'.

n
2. Avec E =R", on a <(z1,...,xn) | (yl,...,yn)> = szyl
i=1

b
3. AvecE:‘ﬁO([a,b},]R),0na(f|g>:/ FO9(®) dt.

+oco
4. Avec E = /Y (R) = {u € RN | 3 |un| converge}, on a (u | v) = Zunvn. En effet,
n=0
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v € E donc ) |vn| converge et donc v, —— 0. On a donc
n——+oo

INeN,Vn >N, |vn| <1

donc
dN €N, Vn > N, Iunvn‘ < |“n|

Comme Y |uy| converge, on en déduit que Y |upvy| aussi.
5. Avec E = R2 on a <(:v,y) | (:v',y')} =z’ + 2zy’ + 2y’ + 5yy’.
— On fixe (2/,y') € E. Soient (z1,y1) € E, (z2,y2) € E et (A1, \2) € R2.

(A1, 1) + Aa(z2,y2) | (2, y) = {(A1z1 + Aezz, Aiy1 + Aoy2) | (2,9)))
= (1w + Xex2)z’ +2(Az1 + Aoz2)y
+2(Ay1 + A2y2)z’ 4+ 5(A1y1 + Aoy2)y’
= Xi(mz’ + 22y + 2p12" + 5y1y)
+ Az(zoa’ + 229" + 2y22’ + Sy2v/)
= Mi((z1,91) | (2, 9")) + A2 ((22,92) | («',¥))

— Soit (z,y) € E et (2',y') € E.

((@",y) | (z,y)) =o'z + 22"y + 2z + 3y'y
={(z,v) | (=',9"))

— Soit (z,y) € E.

((,9) | (z,9)) = 2° + day + 5y°
=@+2y)%+1y°20

— Soit (z,y) € E.

((2,9) | (@,9)) =0 <= (z+2y)> +4° =0
y?=0
‘:’ {(z+2y>2=o
o
w=0

Définition: Soit (F, (- | -)) un esapce préhilbertien. Soit z € E.

La norme (euclidienne) de = est

Viz | z) = [l

Proposition: 1. V2 € E, ||z|| =0 < z=0g (séparation)
2. Vo € E, VX e R, |[Az| = |A] ||zl (homogénéité positive)

3. ¥(z,y) € B2, |z +yll < lzll + llyll (inégalité triangulaire)

O

L’inégalité triangulaire sera prouvée dans la suite du chapitre (paragraphe 2.).
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Définition: Soit (z,y) € E?. On dit que z et y sont orthogonaux si (z | y) = 0. On
note cette situation = L y.

EXEMPLE: |
Avec E = %”0([—1, 1,R) et (f | g) = / f(t) g(t) dt. Soit f paire et g impaire. Alors f L g.
1

Dans ce cas, on peut appliquer le théoréme de Pythagore (vu dans la suite du chapitre) :

I1f+gll* = IF1 + llgll>.

2  Quelques formules

Dans ce paragraphe, (E, (- | -)) est un espace préhilbertien.

Proposition: Soient z,y € E.
L lz+yl1* = l=)* + llyl* + 2 (= | ).

2. |lz+yl® +llz —yll? = 2z + |y]1?)- (identité du parallélogramme)
3. (z|y) = % (lz + vl = lz — y[|?). (polarisation)
Preuve: 1.
lz+yl? = (@+y|z+y)

=(@|lz+y +ylz+y)
=(@|z)+(x|y)+@lz)+{yly)
= llzl* + lyl*> + 2 (= | v)

2.
e +ylI* + llz — ylI? = llel® + llyll* + 2 (z | y)
+ 2l + 1 =yl +2(z | —y)
= 2||1* + 2Ily|>
3.

Théoréme (inégalité de Cauchy—Schwarz): Soient z,y € E. Alors

| | ) | < llzll 1yl

et

[(@|y)|=llzll lyll <= = et y sont colinéaires.

Preuve:
On fixe (z,y) € E%.
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— On suppose y # 0g. Soit

fR— R
t— ||z + ty|.

VEER, f(t) = |l2l® + 2z | ty) + [ty
= |lal® + 2¢ (2 | y) + 2 [ly]|>.

Comme y # 0, |ly||? # 0 et f est donc une fonction polynomiale de degré 2.
En outre,
Vvt € R, f(t) > 0.

Donc le discriminant A de f est négatif ou nul. Or,

A=4(x|y)? 4l Iyl

Ainsi
(@]9 < el lyll?
et donc
| @ [9) | < llzll ly-
On suppose que |(z | y)| = ||z| ||y||. Dans ce cas, A = 0. Soit A € R tel que

f(X) =0, ie. ||z + Ay|| = 0 et donc z = —Ay, donc = et y sont colinéaires.
La réciproque est immédiate.
— On suppose y = 0g.

[(z|y)|=|{z|0E)[=0 et Izl [lyll = [|=]| x 0 = 0.
On a bien
[z | y) [ < Il yll;
y et x sont colinéaires.

Corollaire (inégalité triangulaire): Soit (z,y) € E2.

L flz +yll < =]l + llyll-
2. lz+yll =l +llyll <= IAERT, (z =2y ou y=Az).

Preuve: 1.

Iz +ylI* = ll=l1* + llyll* + 2 (| y)
< l=ll® + llll® +2[ (= | ) |
< ell® + llyll® + 2 =l Iyl

2
< (llzll + llyll)~

D’ou
lz +yll < ll=ll + [lyll-
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Iz +yll = 2l + Iyl <= llz+yl* = (l=ll + lyll)*
= llzl® + gl +2¢2 | y) = 2l + llyll* + 2l Iyl
= (= |y) = l=lllyl
{<x ly) >0
[ [v) | = ll=llllyll
JNeER, =AMy ou y= XAz
{(m ly) >0

< 3INeER", =Xy ou y = Az.

O
3 Familles orthogonales
Théoréme (Pythagore): Soit (x,y) € E2.
Iz +ylI* = llz]® + lyl* <= = Ly
y
x
Preuve:
Iz + 9l = llel® + lyl> <= 2(z|y)=0 <= z Ly.
O

nale si

Définition: Soit (e;);es une famille de vecteurs. On dit que cette famille est orthogo-

Si, en plus, on a

alors on dit que la famille est orthonormale ou orthonormée.

Vi£je; Lej.

viel, |lel =1,

Proposition (Pythagore): Soit (e1,...,e,) une famille orthogonale. Alors

n

Sl

=1l

2 n
2
= lleill®.
i=1
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Théoréme: Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Preuve:
Soit (e;);er une famille orthogonale telle que

Viel, e #0g.

Soit n € N*, (A1,...,An) € R™. On suppose

n
> Aeei, =0g.
JE=1l

Soit j € [1,n].

donc A\j = 0. O

Algorithme (Orthonormalisation de Gran—Schmidt): On suppose E de dimension
finie. Soit # = (e1,...,en) une base de E.

P e1

— KEtapel : On pose vy = ea] de sorte que |jvq|| = 1.
€1

— Etape2 : On pose
up = ez — (e2 | v1)v1.

Ainsi,
(uz | v1) = (e2 — (e2 | v1)v1 | v1)
= (e2 | v1) — (e2 | v1) (v1 | v1)
=0.
u2
On pose vy = m donc vy L vy et |jv2] = 1.
u2

— FEtape3 : On pose
ug = e3 — (ez | v1)v1 — (e | v2) va.

Ainsi,
(us | v1) = (es | v1) — (e3 [ v1) {v1 | v1) — (e | v2) {v2 | v1)
—— ——

=il =0
=0
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et
(us | v2) = (es | v2) — (e3 [ v1) (v1 | v2) — (es | v2) {v2 | v2)
=0 =1
=0.
u3
On pose v3 = —— de sorte que vz L v1, v3 L va et ||vg] = 1.

[|us]]
— Etapei + 1 : On pose
i
Uit1 = €it1 — D (€it1 | vk) vk
k=1

Ainsi, pour tout j € [1,i], on a

(it | v5) = (eit1 | vj) — D> (eir1 | vk) (v | v5)
k=1
2
(eit1 | v5) — (eit1 | vy) [lvsl]
0.

Uj+1

lwiga

On pose v;41 =

EXEMPLE: |
Avec E = R3[X], (P| Q) =/ P(£) Q(t) dt et B = (1, X, X2, X3).
0
1
1. ||1H2=<1|1>=/ 1dt =1 et donc vy = 1.
0

! 1 1
2. ug =X — (X |v1)v1. Or, (X|v1):/ tdtig.D’OflUQ:X—*.
0

D)
1 1 2
Hu2||2=/ (t,,) dt
0 2
i 1
=/ <t27t+1) dt
0
1
3

1
On en déduit que vy = V12 (X — 5)

3. ug = X2 —<X2 | v1>v1 = <X2 \ fug}fug. On a

<X2\v _ [ .
1= [ t?dt=
0 3

et

<X2|v2>:\/ﬁ/01t2<t—%) dt
V12

12
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D’ou
1 Vi2 1
=X==c=LoyB(X==
s 3 12 ( 2)
1 1
=X3—= X<
3 *3
—)(2—)<+l
B 6

sl = [ (224 1
3))? = ot o) dt
0

1 1 2t
FaPae— P =) @
/o ( R 3 3)

1 1 1 1 1 1

“5t3t3% 27976
_36+60+5—90+20—30
N 180

1

180

On en déduit que

1
v3:6\/5(X2—X+6)-

4. Exercice : calculer vg.

Proposition: Soit Z = (e1,...,en) une base de E et ¢ la base obtenue par le procédé
d’orthonormalisation de Gram—Schmidt. Alors,

Vi € [1,n], Vect(et,...,e;) = Vect(vi,...,v;).

O
ExeMPLE (orthogonalisation):  — wuj = 1.
uz € Vect(eq, e2) ug = aej +bea (a,b) € R?
uy L up (u1 | ug) =0

uz = a+ bX

1
/ (a+bt) dt = 0.
0

1
b
/ (a+bt) dt =0 <:>a+§:0
0
b
< a=—=
2
b
< uz = - + bX.
Par exemple, up = —1 4 2X.
usz € Vect(61,62,63)

— Suz L uy
uz L usg
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On pose uz = a + bX + cX? avec (a,b,c) € R3.

1
/(a+bt+ct2) dt =0 SR
01 L 33 2
/ (a+bt+ct?) (2t —1) dt =0 /0 (2¢t® + (—c+2b)t% + (2a — b)t —a) dt =0
0
b ¢
—
2b—c 24—b
RN —d=0
2 3 2
_ b e_e e_ce¢
<~ < 2 3 2 3 6
= —c

On en déduit que
uz =1—6X +6X2.

Corollaire (théoréme de la base orthonormée incompléte): Soit (eq,...,ex) une base

orthonormée d’un espace euclidien. On peut trouver ey 11, ..., en telsque (e1, ..., €k, €441, .., €n)
soit une base orthonormée de F.

Preuve:

On sait que (e1,...,ex) est libre. On compléte (e1,...,ex) en une base # de E. On

orthonormalise % : on obtient une base orthonormée ¢ de E. En détaillant I’algorithme
de Gram—Schmidt, on s’aper ¢ oit que les k premiers vecteurs de ¢ sont ceux de . [

Théoréme: Soit E un espace euclidien et # = (eq, ..., en) une base orthonormée de
E. Soit (z,y) € E2. On pose (¢1,...,2n) € R™ et (y1,...,yn) € R™ tels que
n n
e= we, = e
i=1 i=1
Alors
n
(@ly) = miys.
i=1
x1 Y1
Soit X = : et Y = o |. Alors,
Tn Yn
(@ly) =X Y.
Preuve:
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n
(x|y) = <Z$zez \ y>
i=1
n
= =zileily)
i=1
n n
= (el s )
i=1 j=1
n n
=D @iy _yjleiles)
i=1 j=1
. 5
n
~ S
i=1
O
Proposition: Soit F un espace euclidien et % = (e1,...,e,) une base orthonormée
de E. Alors,
n
V$6E,x:2(w|ei)ei.
i=1
Preuve:
Soit x € E. On pose
n
B = Z zie;
i=1
avec (21,...,2n) € R™. Soit j € [1,n]. On a
n
(x]e5) = <sz€z \ 6;‘>
i=1
n
=D e e
i—1
= [L’j.
O

4 Projection orthogonale

Dans ce paragraphe, (E, (- | ) ) est un espace préhilbertien (de dimension quelconque).

Définition: Soit A € &(E). L’orthogonal de A est

At ={uecE|Vaec A, alu}
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EXEMPLE: 1. ot =E; {og}t = E; B+ = {0g}.
L
Attention A\ , (@ ) ={0g} #2.
2. Avec E=TR3 et A= {e3}.

e3 Al = Vect(e1, e2)

et

€1 €2

Proposition:

VA € P(E), AL est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve:

Soit A € Z(E).
— Va € A, {a|0g)=0donc 0 € AL et donc A+ # @.
— Soient (u,v) € A, (a,8) € R%. Soit a € A.

(au+pv|a)=a(u|a)+B(v]|a)
=ax0+8x0
=0.

Théoréme: Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors

FoFLt=E.
Preuve:
Soit # = (e1,...,ep) une base orthonormée de F.

ALl — Vect(el,eg)l = Vect(e3) # A.

ANALYsE Soit # € E. On suppose © = u + v avec u € F et v € F~. On pose

p
W= Zuiei. De plus,
i=1
Vi€ [L,p], (v]e)=0.
Soit 7 € [1,p].
(x]ei) = (utv]e)
=(u|e)+(v]e)

p
=(> ujejlei
=1

uj (ej | es)

I
M'@

1

.
Il

Il
&
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D’ou
P
W= Z(x | e:)e;
i=1
P
v:xfz<x|ez)el
i=1

SyNnTHESE Soit x € E. On pose

On a clairement ©w +v =x et u € F.

P
Soit a € F. On pose a = Zaiei.

g=il

D
(vla)=(z|a) *;@ | ) (il‘@
» P
= ailz|e)— Y ai (x| es)

i=1 i=1
=0

donc v € Ft.

Définition: Dans le conditions précédentes, FLoest appelé le supplémentaire orthogo-
nal de F.

La projection sur F' parallélement & Ftoest appelé projection orthogonale sur F'. On la
note pr.

Proposition (inégalité de Bessel): Soit F' de dimension finie. Alors,

Vz € B, |lpr ()|l <[zl

Preuve:
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Comme F' est de dimension finie :

FoFLt=E.

Soit € E. On a

z =pr(z) + (¢ — pr(z))pr(z) € Fz — pp(z) € FT.
Done, = — pp(x) L pr(z) car pp(z) € F et @ — pp(x) € FL.
D’apreés le théoréme de Pythagore,

2 2 2
1" = llpr (@)1 + |z — pr (@)l
—_———

>0

2
z [lpr(@)|I°

Définition: Soit A € Z(F) non vide et = € E. La distance de = & A est

d(z,A) =inf ({lz —a | | a € A}).

Théoréme: Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et © € E. Alors,

d(z, F) = [l — pr(2)|.-

Preuve:
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Soit y € F.
Iz —yl> = |z — pr(z) + pr(x) —y|I?
—_——— ——
ceF-L EF
= |lz = pr (@)1 + llpr(z) — yII

> |l — pr ().

ExemPLE (droite des moindres carrés — régression linéaire):

n
On cherche (a,b) € R? qui minimise Z(yl — (az; — b))>.

=1

On pose y = (y1,...,Yn) € R", z = (z1,...,2n) € R" et 1 = (1,...,1) € R". On suppose
que x et 1 ne sont pas colinéaires.

Soit (- | -) le produit scalaire canonique de R™.

D (i — (az; = b))* = |ly — (az — b1) ||*.
g=Il
€Vect(z,1)=F

i ; — (az; + b))% = |y — 2.
(a,rl?)lenRQ;(yz (az; + b)) lly —pr @)l

On veut les coordonnées de pp(y) dans la base (z,1) de F.

Proposition: Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et Z = (e1, ..., ep)
une base orthonormée de F'. Alors,

P
Vz € B, pr(z) =) (x| e:) e
i=1
P
Preuve: —Z<x|ei)eiEFcarel,...,epeF.
i=1
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P
— On pose u =z — Z (z | ;) e;. Montrons que u € FL. Soit a € F. On peut écrire
i=1

P
a:Z(a|ei)ei.

i=1

(ula)=(z|a) = (pr(z) | a)

S aled(@led =

(a]es) (x| ej)(eilej)

[
M=
M~

s
|
=
<
1
i
<.
1
-

(a]ei) (x| ei)

M’E

(a]ei)(x|ei) —

[
M‘ﬁ

I

S
o
o
Il
s

O
ExeMPLE (suite de I'exemple précédent — régression linéaire):
On orthonormalise la base (1,z) de F.
n
[P =31 =n
i=1
O d ! ! (1 1)
n pose donc v = — = —(1,...,1).
I vn
Soit ug = — (z | v1)v1.
1 & 1 1<
(z\m):—z‘ri:\/ﬁfoﬁa’::f:f Z;.
L) noonis
D’ou,
ug = (#1,...,2n) —2(1,...,1)
= (1‘1 — {ik yTn —
n
On a ||luz|]® = Z(xl —7)? = no2. On en déduit donc que
i=1
oz -2 )
v = =] Tl —Ty...,Ln — ).
uzll — vnos "
pr(y) = (y [vi) vi + (y | v2) v2
1 & 1 «
==Y u(,..., )+ — ) vil@i—2) (@1 —2,...,zn — 7)
=1 N0z =1
1 n n
=@l - — <Z(yi —9)(wi —x)+yZ(xi—x)> (T1—&,...,Tn — )
z \j=1 i=1

1
:(g7yg)+§cov(:ﬂay)(zl _577"'7'%”_‘%)

xT

= (g_Mf) (1,...,1)+M(3§17~~,$n)~

o3 o3
Donc,
Cov(z,y)
a= 3 ;
Uﬂ')
b=7y—az.
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Proposition: Soit F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie. Alors,

L
(F5) =F.
Preuve:
. 1\t
Clairement, F' C (F )
Soit # = (e1,...,ep) une base orthonormée de F et = € (FL)

On sait que
z=pr(z)+z—pr(z)
—— ———
EF cFL

P
pr(z) = Z (z]ei)es
i=1

@ —pp(x) € F- donc z L (z — pp(z))
donc (z |z —pp(x)) =0
done 2|12 = (& | pr(z)) =0
P
done [l =D (z | &) (2 | ei) = llpr ()]

i=1
Or,
Izl = lpr@)II* + llz — pr(2)|?

done [l — pr()]| = 0
donc x = pp(x) € F.

5 Annexe

Dans ce chapitre, beaucoup des résultats ne seront pas prouvés, et sont, en grande majorité,
hors-programme (pour l’année de MP2I).

.1 Produit vectoriel
Théoréme (Riesz): Soit (E, (- | -)) un espace euclidien. L’application

p: E— E*
ar—(al-)

est un isomorphisme.

Preuve:
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Soient (a,b) € E? et (e, B) € R2.

Vz € E, p(aa+ pb)(z) = (aa + Bb | z)

=afa|z)+ 40| )
ap(a)(z) + Be(b)(x)

= (ap(a) + Bep(b)) (z)

Donc ¢ € Z(E, E).
Soit a € Ker(y), alors ¢(a) = 0g= et donc,

Vz € E, ¢(a)(z) =0

donc

Vz € E, {(a|z) =0.
On a donc (a | a) =0 et donc a = 0g.
On en déduit que ¢ est injective.

Comme dim(FE) = dim(E*) < +oo et donc ¢ € GL(E, E™). O

EXEMPLE:
Soit P un plan de R® et n € Pt

ueEP <= uln
<~ (u|n)=0.

Ici, B = R? muni de son produit scalaire canonique.

Définition: Soient u et v linéairement indépendants dans E. Soit # = (e1, e2,e3) la
base canonique de E.

L’application

f+E—1R
w — detg(u, v, w)

est linéaire. D’aprés le théoréme de Riesz,
HNa€eE, f=(a]").
On considére un tel vecteur a € E. Donc,

Yw € E, detg(u,v,w) = (a | w).

On en déduit que

(u,v,w) base de E <= (a | w) #0
— w L a.

Comme a [ a, (u,v,a) est une base de E. a est le produit vectoriel de u et v et est noté
u A wv.

Yw € E, detg(u,v,w) = (uAv | w).
—_——

produit mixte
noté [u,v,w]
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Proposition: Soit (u,v) € E? avec u et v linéairement indépendants.
1. (uAv) Lu;
2. (uAv) Lu;
3. (u,v,u Av) est une base directe (i.e. det(u,v,u Av) > 0);
4

- Aol = [l o]l sin(z;v).

Preuve: 1. (uAv|u) =detg(u,v,u) =0.
2. (uAv|v)=detg(u,v,v) =0.
3. detg(u,v,u Av) = (uAv|uAv)=|luAv]?>0.

4. flu A ol® = detg(u, v, A v) = lu Ao lull o] sin(@D).
O
Proposition: Soient u = (a,b,c) et v = (a, 3,7). Alors,
uAv = (by—cB,ac—vya,aB — ba).
Preuve:
On pose u A v = (z,y, z). Comme (e, ez, e3) est orthonormée, on a
a o 1 b B
z=(uAv|e)=detg(u,v,e1)=|b [ 0= ;
c v
c v O
a a 0 0 o
y=(uAvle)=1b B 1i=—| 3
c v O v
a o O
z=(uAvl|e3)=|b B 0| =aB—ba.
c v 1
O

5.2 Calcul différentiel

Définition: Soit f : D C R™ — R ou D est un ouvert. Soit a € D. S’il existe
Ly € Z(R™, R) telle que

Vh € R™ avec ||h|| assez petite, f(a+ h) = f(a) + La(h) + o (||A]])

alors on dit que f est différentiable en a et ¢, est la différentielle de f en a. Si c’est le
cas, alors
gq € R", Vh, Lo(h) = (ga | h) .

On dit que g, est le gradient de f au point a.

Donc,
fla+h) = f(a) ~(ga | h).

Les résultats vus au chapitre 22 peuvent se retrouver avec cette nouvelle définition du gradient.
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5.3 Séries de Fourier

Soit E un C-espace vectoriel de dimension infinie et (- | -) une application de E? dans C

vérifiant

1. linéarité a gauche;

. Y(u,v) € B2, (v]|u) = (u|v);

2
3. Yu€e E, (u|u) >0;
4

. Yu€eEE, (uluy=0 < u=0g.

Proposition: (- | -) est semi-linéaire a droite :

(

EXEMPLE:

Avec E = (50([(1,17},@), ona (f|g) =

(u]ov+pw) =a(ulv)+pu|w).

(- | -) est donc sesquilinéaire.
- | -) est dit produit héermitien.

1
b—a

b o
/ ()90 dt.

(symétrie hermitienne)

Définition: Soit & = (en)nez une famille de E. On dit que A est une base hilber-

tienne si
+oo
Ve € E, 3 (cn)nez, T = Z Cn@mf
n=-—oo
Vn € Z, |len]| = 1;
Vp # q, (ep | eq) = 0.
Dans ce cas, cn = (z | en).
EXEMPLE:
On pose
Vn € Z, en : [0,271] — C
t—s e
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1 27 .
(ep | eq) = 5/ ePt et qt
0

1 27
= — el(P*‘I)i dt
27 Jo
1 sip=gq
. 27
=<{ 1 |eilp—a)t
— | — = 0 si
2W[Np—® 0 S

Soit

F = Z cnen | (cn) € C% tel que Vt, chen(t) converge
nez

Soit f 2mw-périodique. On a

“+oo
pr(f) = Z Cnén

n=—00

27

1 )
ou ¢p = <f ‘ 5n> == % 0 f(t) e*znt dt.

On en déduit que
1 2
Re(cn) = —/ f(t) cos(nt) dt.
2w 0

5.4 Espace-temps de Minkowsky

On modélise 'espace-temps par F = ]R4; c’est un espace affine et on y crée un “produit
scalaire” (en utilisant une “norme”) :

9(z,y,2,t) = @ +y° + 2> — 2.
On en déduit que
((xyy,2,t) | (29,2 ) = a2’ +yy' + 22" — >t
Ce “produit scalaire” n’en est pas vraiment un : il est bilinéaire, symétrique MmAaIs pas positif.

(z,y, z,t) isotrope <= z2 + y? + 2% = 22,
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cone de lumiere

Toute information contenue dans le céne passé nous est accessible; s’il est sur sa surface, il
faut que 'information y voyage a la vitesse de la lumiére. Par contre, comme le temps n’est
pas symétrique, on ne peut pas voir 'information future.
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CHAPITRE

30
INTEGRALE DE RIEMANN

1 Intégrale d’une fonction en escaliers

Définition: Une subdivision du segment [a, b] est une suite finie a = 29 < z1 < 2 <
oo & {Bp =

|_ | | | —l
I— 1 xr2 r3 T4 x5 J
@ b

REMARQUE (Notation):
Dans ce chapitre, 'ensemble des subdivisions de [a, b] est noté &, p).

Définition: Soit f : [a,b] — R.

On dit que f est en escalier s’il existe o = (zo,...,2n) € &[4 et (co,...,cn—1) € R"
tels que
Vi€ [0,n —1], V& €]z, zir1[, f(z) = c.

On dit alors que o est adaptée a f.

m—

| | |
I —
xo |T1 T2 T3 T4 Ts5 Te

T~1
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Définition: Soient o = (20, 1,...,2n) € G4 ) €t o' = (zg, ], - .,:1:;,) € Sq,- On

dit alors que o’ est plus fine que o si {zo,x1,...,2n} C {z(,x},...,7,}. On note alors
!

o <o.

Proposition: Soient o1, 02 deux subdivisions de [a, b]. Alors il existe une subdivision
o3 plus fine que o1 et o2.

Preuve:
Soit 01 = (20, %1, --,Zn) € G[qp) €t 02 = (xh, 2], ..., @) € Sa,b)-
On pose A = {0, ..., zn}U{zp, ..., x,}. On ordonne dans l'ordre croissant les éléments
de A :

A= {a:f)',m/l/,...,z;’
avec a = zj < @} < --- <z} =b. On pose o3 = (x(,z7,...,2;) € S[q4,5)- On a bien
o3 <oz et 03 <07. O

Proposition — Définition: Soit f : [a,b] — R une fonction en escaliers. Soit o =

(zo,...,zn) une subdivision adaptée a f. Pour ¢ € [0,n — 1], on pose ¢; la valeur
constante de f sur |@;, xiq1][.
Alors,

n—1

D (@ig1 — zi)es

i=1

ne dépend pas de la subdivision adaptée. On dit que c’est I'intégrale de f sur [a,b]. On

note ce nombre f.
[a,b]
\
|
'§
! W?\ §
I T I T 1
xo |T1 T2 T3 x4 5 Te
Preuve:
Soit ¢’ = (:1:6, S ,x;) une subdivision adaptée & f. On considére o'’ une subdivision de
[a, ] plus fine que o et ¢’. On pose
2,0 3,0
m I Il
0" = (a,%1,1,%1,2,- -y T1,371T2,15- - 5 T2 g5+ + 5 D)
Il Il
T T2
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On a
Vk € [0,n —1],Vj € [0,ux — 1], V& € |zk j, 2% j11[, f(2) = ck.
n—1ig—1 n—1 ip—1
DD (@i —TR)ck = D ck D (Thjt1 — Th,j)
k=0 j—0 k=0  j=0
n—1
= (Tk,ip — Th,0)
k=0
=Ht
= cp(zrt1 — T)
k=0
p—1
De méme, comme o < o', on a aussi I'égalité avec Z (@4 — x),) ol ¢, est la valeur
k=0
de f sur Jzj, x| O

Pour définir I'intégrale d’une fonction continue, on peut utiliser deux méthodes :

1. L’intégrale d’une fonction continue est la limite d’une suite de fonctions en escaliers.
Ces résultats seront vus ’année prochaine en MPI.

2. Les sommes de Darboux ; c’est la définition que I’on va utiliser.

2 Sommes de Darboux

Définition: Soit f : [a,b] — R. Soit 0 = (z0,21,...,Zn) € G[qp). La somme de
Darboux supérieur de f associé a o est

SH() =D (@itr —m:) M;
ou Vi € [0,n — 1], M; = sup f.

lzi,zita]

La somme de Darboux inférieure de f associé a o est

[un

n—

S;(f) =) (@iv1 —=zi)m;
i=0

ou m; = inf f.
o,z ]

5%

Proposition: Soit f : [a,b] — R bornée, o et ¢’ deux subdivisions de [a,b] avec
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o’ < 0. Alors

SE () <SF(&;
S(f) = S5 (f)-
Preuve:
On pose o = (z0,...,Tn)-
£—1

k=0

avec y, € o’ pour tout k.

Ve €lyr, Yra1, (@) < M.

1Yk syk+1l
-1 £—1
Yk Yk+1[

Ainsi,
n—1

=0

De méme pour la somme de Darboux inférieure.

Vi€ [0,n 17, o, zig1l= | Juk yntal

donc M; majore f(}yk,ykJrlD et donc  sup f < M;. Donc,

> Wkt — yk)] sup < M; ) (Y1 — yk) = Mi(zig1 — 24).
k=0 k=0

S:,(f) < Z M;(zi41 — ;) = ST(f)-

Définition: Soit f : [a,b] — R bornée.

L’intégrale supérieure de f est

Ity = ol (8F()-

L’intégrale inférieure de f est
I, ()= sw (S7(f)-

C"EG[a,b]

REMARQUE (justification de Dexistence des
bornes inférieures et supérieures):

Soit m = [inglf. Vi € [0,n—1], M; > m et
a,
donc =l
n—1
S =D (@ir1 —z)M;
i=0
n—1
> Z(Iiﬂ —x)m
i=0
>m(b— a).
De méme, avec M = supf, Vo €

[a,b]
6[a,,b]v S;(f) < M(b - a)'
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EXEMPLE: 1. Soit f: [a,b] — R en escaliers.
+ o . —
= [ 1= Tan®:
2. On pose
f:00,1] — R
N 0 sizdQ@
1 sizeQqQ.
Rappel : on a f =1q.
On a Ifg,l](f) = 1et 1[6’1](]’) =0.
3. On pose
f:00,1] — R
T—
SOltUn:(O,l,g, 7n_171)
nn n
" 141 4 1 nn+1) n-1
S+ = ~ =
on(F) ; n . n n? 2 2n
+ n 1
On a, pour tout n non nul, I[o,l]f < donc I[ b] < 5
De méme,
n—1 3
_ 1 ¢ mnnh-1 n-1
S = = = = =
7 () 2::0 —x 5

-1
D’ou, pour tout n non nul, I@’l](f) > "7 et doen 1[671] f) =

2n
1 1
— + . . N
Or, 5 < 1[0,1](f) < 1[071](f) < 5 (voir ci-aprés). Et donc,

_ 1
I[()J](f) = I[EJ](JC) = 2

Proposition: Soit f : [a,b] — R bornée. Alors

I () < Ity ().

Preuve:
Soit o € &[4,p). Soit o' € S[a,p)- On considere o’ € S[q,p) telle que o' <oeto’ <o
On a donc

Sa_l(f) < S_Il(f) <S;—//(f) <S;(f)

o

On fixe 0 € &g p)-

Vo' € Sla,b] S;:(f) < SH()

I 0 (F) < So(f)
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donc I ,,(f) minore toutes les sommes de Darboux supérieures de f. On a donc

[a,b]

I () 2 I 5 (-

Définition: Soit f : [a,b] — R bornée. On dit que f est Riemann-intégrable si

I[Z b](f) = I[t ] (f). Dans ce cas, ce nombre est noté / f.
! ! [a,b]

3 Propriétés de l'intégrale

Proposition: Soient f et g deux fonctions définies de [a, b] & valeurs dans R. Si f < g,

alors
I[a,b] (f) < I[a,b] (9)-

Preuve:
On suppose f < g.

I7(f) <I™(g9) <= sup S; (f) < sup S; (9)

o€ ceS
<= Vo €6, S, (f)< sup I,(9)
/€S
Soit 0 € 6. On pose 0 = (29, Z1,...,Zn) et, pour tout ¢ € [0,n — 1], m; = | inf [f).
T4, Ti41

Alors,

n—1

S;(F) =) (@it1 —zi)ma.

i=1

On pose aussi, pour tout i € [0,n — 1], m} = inf (g).
lzi,zit1]

Soit i € [0,n — 1].

m; <mj < inf (f)< inf (g)

lzi, i1l - lzg, 541
< Vz € |z, 241, inf (f) < g(2)
lzi,Tit1

Soit « € ]z, zi41[. On sait que

inf  (f) < f(g) < g(2).

o,z ]

On en déduit que

So(f) < ) (@i —miy1)m; = S5 (9) < sup S, (g)-
‘ o'eS

EXERCICE:
Démontrer le méme résultat avec les sommes de Darboux supérieures :

I[J;Yb] (f) < I[:b] (9)-
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Corollaire: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a,b] & valeurs dans

R. Si f < g, alors
/ < / g
[a,b] [a,b]

Proposition (Chasles): Soit f une fonction définie sur [a,b] a valeurs dans R. Soit
c € ]a, b]. Alors,

I[;Yb](f) = ;C(f)+l[;b(f)
It () = It (D + It ()

Preuve:

[ab (f) [a c](f)+l[c b](f) = VO'GG[a,b]: S5 (f) < I[;’c](f)‘i'l[;b](f)'

Soit 0 € G[4)- On pose 0 = (20,%1,...,Zn). On note k € [0,n — 1] tel que
Tk < CS Tp41-
On pose aussi 01 = (20,1, .-, 2k, ¢) € 6[q ¢ et 02 = (¢, Tp41,---,Zn) € S[cp)-

o1 U oz est une subdivision plus fine que . On en déduit que

So () € o100, () = S5, (f) + 55,(f) -
—— N —

N N
RO N E)

T ,q
I (D) 2 I (D) + 1y () = I, () 2 I, () = Iy (f)

Vo1 € Sq.q], S0y <[, 4(f) —I[:b](f)

Vo1 € Sjqq); I,y () < Iy (f) = S5, (f)

> Vo1 € Slq,¢), Vo2 € Sc )5 Soy (F) < I, 4 (F) = S5, (F)-

Soient 0 € Sq,¢) et 02 € S p]-

57, (N) + 57, () = 851002 () < Iy ().

Corollaire: Soit f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R. Soit ¢ € ]a,b|.

Alors,
f= / i+ r
[a,b] [a,c] [e,b]

Proposition: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a, b] & valeurs dans
R. Alors,

ILy(f+9) > 1] (f)+I[;b(f)
Iy (f+9) < Iy () + 1 ()
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Preuve:

I“(f+g) 2T (HH+1 (9) <= I (HH<I (f+9 -1 (9)
Vo €6, S5 (f) I (f+9)—1 (9)
—=Voe6, I (9)<I (f+g) —S;(f)
= Voe6,Vo' €6,5 (9) <I (f+9)—I;(f)
<= Vo eB,Vo' €6,5,(f)+5,,(9)<I (f+9)

Soit 0,0’ € &. On considére 0" € & telle que ¢’/ < o’ et "’ < 0. On a

So (f) = S (f)
S_(9) < S (9)

donc
Se (f)+S,.(9) <S_.(f)+ S, (9)-

On pose o' = (z0,...,xn) et, pour i € [0,n — 1],

mi(f) = inf (f)

lzi @it

m;(g) = inf (g)

lzi,zit1]

mi(f +9) = inf [(f+g)-

TiyTiq1

Alors,

|
i

n n—1

S;,,(f) + S;// (9) = . (@it1 —zi)mi(f) + Z(xiJrl —x;)m;(g)

s
Il
<}
o
Il
<}

]
L

Il
<
Il
=)
—
8
S
+
-
I
8
<
—
3
S
—~
)
-
+
3
S
—~
=
=

Soit i € [0,n — 1].

mi(f)+mi(g)<mi(f+g)<:>] inf (f)+ inf (¢)< inf (f+4g)

T, %41 lzi x| o,z ]

V€ ]wi,xiﬂ[,] inf  (f) 4 inf [(9) < (f+9)(x)

T, Ti1 [ lzi,@it1
Soit © € |z;, Tit1].

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
> inf (f)+ inf (g).

Jzi@ital o it

D’ou

|
i

n

Sgu(f) +551(9) < ) (@ig1 — zi)mi(f +g)

K3

Il
<}
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Proposition: Soit A € R. On a
AT (f) siA=0
I-, (Af) = ladl
fa,5) M) {,\1; n(f) siA<0
et N
Al iAx>0
It () = { eu ) SAZ0,
’ A[[a,b](f) siA<0
Preuve: — On suppose A > 0.
I=(Af) S A (f) < Vo €6, S;7(Af) <X (f).
Soit o = (x0,...,2Zn) € 6. On pose, pour ¢ € [0,n — 1], m;(f) = (f) et

X

miMf) = inf ().
Zi, i1

Soit i € [0,n —1].
mi(\f) < My (f) <= mi(f) = m(f) > %mi(/\f)
< Vz € |zi, zit1], %mzo\f) < f(z)

Soit @ € ]x;, xi+1[. On a

£@) = 3 (@) = $maA).
Donc,
n—1
Sy (Af) = (Ziy1 — zi)mi(Af)
i=0
n—1
<D A@ir1 — z)ma(f)
i=0
SAS; ()
<A ().
En outre,
- _ (1
I (f) =1 (X Af)
1
< XI (M)
donc

M (f) < T-(Af).

— On suppose A < 0.

I=(O\f) S M (f) < Yo €6, S5 (Af) < AT(f).
Soit ¢ € &. On pose o = (x0,...,Zn). Alors,

n—1

Sy (M) =D (mix1 — z)mi(Af).

=0
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30.4

Soit i € [0,n — 1]. Soit = € |z;, Tit+1].

7@ = 3( M@) ) < 3mM)
Zinf(Af)

1
donc sz()\f) majore f sur |z;, xi+1]

donc %mz()\f) > sup (f) = M;(f)
[

lzi @it
et donc m;(Af) < AM;(f).
D’ou

n—1
Sy () € D0 M@ig1 — ) Mi(f)
i=0

car A < 0 et I+(f) <S;L(f)-

De plus,
I~ 3,\f <11+(,\f)
A DY

donc
AL~ (f) = IT(Af).

1l reste a prouver (pour A < 0) que

4 Théoréme fondamental de I’Analyse

Théoréme: Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est Riemann-intégrable.

Preuve:
f est continue sur [a, b]; elle est donc bornée. Soient

¢~ :la,b] — R
a:»—>I[;’x](f)

et
e" :[a,b] — R

T — I[J;I](f).

Soit € ]a,b[ et h > 0 tel que x + h € [a, b].
e (@+h) e @) =1 (NI () =0t @+h) - ot (2)
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donc
e @+ = @) =TI (D >+ it fx (@+h—a)
él e T P =z _? [z, z+h] = él[z,gl«kh] z Z);
(ot h) — ¢~ =TIt €= h —x);
=T @+h) =7 @) = 15 () h[;;lfh](f)X(xwL z);
d’ou

1 1
N =3 e ) < ey () < sup ().

inf
[z,z+h] [z,z+h]

f est continue sur [z, z + h] donc : infh](f) = f(cp) avec cp € [z, x4+ h]. x <cp <z+h
x, 4+
donc ¢, —— z. Comme f est continue, f(cp) —— f(z).
h—0 h—0
> >
De méme, sup (f)= f(dp) avec dp, € [z, + h] donc dj, —— x et donc f(dp) ——
[z,z+h] h;}() h;O

f(z).

On en déduit que

v (@t h)—¢ (z)
. = f(z)
ot (@ +h) — ot (@)
h h—0 f@).
De méme,
v (@t h)—¢ (z)
y = f(=)
ot (@ +h) — ot (@) o
h h20

Donc ¢~ et @1 sont deux primitives de f sur Pintervalle [a, b].

Donc,
3C € R, Vz € [a,b], ¢~ (z) = T (z) + C.
En évaluant en z = a, on a
¢~ (a) = ¢+ (a) +C
=0 =0

et donc C' = 0 donc ¢~ (b) = T (b) et donc f est intégrable. O

On a aussi démontré le théoréme suivant :

Théoréme: Soit f : [a,b] — R conitnue. Alors

T — f
[a,2]
est une primitive de f. O
REMARQUE (Notation):
b
Soit f : [a,b] — R continue. On note plutot / f(t) dt a la place de f.
a [a,b]

On note aussi / ft) dt = 7/‘ f
b [a,0]
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Corollaire: Soit f : [a,b] — R continue et F' une primitive de f. Alors

b
/)ﬂﬂdt:Fwy—Fm)

Preuve: .
Soit ¢ : z +— / f(t) dt. On sait que ¢ est une primitive de f. Or,
a

¢ = f=F'donc (p—F) =0

On en déduit que
3C € R, Vz € [a,b], p(z) = F(z) + C.

En particulier,
0=p(a)=F(a)+C

donc C = —F(a).

D’ou

b
/fm&:@@:F@+C:ﬂ®fﬂw

5 Fonctions continues par morceaux

Définition: Soit f : [a,b] — R. On dit que f est continue par morceaux si,

Vi € [0,n — 1], f|]1i,1i+1[ est continue;

3o = (20,---,2n) € Sqp), vi€lln 1], Ihzn%z @) €R et zhﬁ;n%l (@) € B;
lim f(z) € R; lim f(z) € R.
m;ﬂz zz)b

Théoréme: Toute fonction continue par morceaux sur un segment est Riemann-
O

intégrable sur ce segment.

Définition: Soit f:I C R — R. On dit que f est continue par morceaux sur [ si f
est continue par morceaux sur tout segment inclus dans /.

REMARQUE:
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6:R— R
cc»—>{0 six # 0,

1 siz=0.

d est continue par morceaux sur R. On a / 6 =0, et Vo €[0,1], f(z) > 0. Mais, § # 0.
[0,1]

6 Sommes de Riemann

Théoréme: Soit f : [a,b] — R continue par morceaux.

A faire : schéma 1 e=ln_ 5 b= b
lim | > f (a +4 ) = [ f(t)dt.
n n

n—~+oo
i =0

Preuve (dans le cas ou f est continue):

Z4

S = VO O
Vn € IN*,0 < / f(t) dt — f(a+z‘ )‘
a i—0 n n
n—1 Tii1 n—1 b
D OY RO S DS
i=0 Y @i i=0
o b—a
-1z (/ 7(6) dt = 2= f(xn)‘
=1 Tif1 T
- s a— [ fe at)
> (. I
n—1 Tiq1
=1>" (£(t) = f(x3)) dt
=0 Y Ti
n=l oz
< () — f(ws)] dt.
i=0 /11 | |

f est continue sur [a, b], donc uniformément continue sur [a,b] :

Ve >0,3n>0,Vz,y € Zy, |z —y|<n = |f($)—f(y)| <e.

—a

b
Soit € > 0. On considére n > 0 comme ci-dessus. On a — 0 dong, il existe N € IN*

tel que

On considére un tel N € IN*. On suppose n > N.

b—a

n

Vi € [0,n — 1], Vz € [zi, Ti+1], |z — zi| < Tig1 — i = <7

et donc

|£(x) — fz:)| <e.
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30.6 Intégrale de Riemann MP21

Donc,

b h—a n—1 n—1 Tit1
Vn > N, dz —2—2 I < dt = ¢(b— a).
n> N [ fe) de -2t S sl < 3 [ eat=ct-a)
1=0 i=0 @
O
Proposition: Soit f : [a,b] — R continue par morceaux et n € IN*.
b—a — ®
Sof(atitze) —— [ a
n = — n—-+oo @
z;
O

REMARQUE:
On suppose & présent f de classe € sur [a,b]. f" est continue sur [a,b] : on considére

o /
M=y @l

Vn € IN¥,
n

b b_an—l n—1 i1
[ a-22Y sl = |3 [ (70 - fe) at
a i=0 i=0 /Ti
n=l rmigg
<> [0 - f)| e
=0 v %4
n—1 Tiq1
< M|t — z;| dt
n—1
(@ig1 — )2
<M ; B
M (b—a>2
< — n
2 n
M(b—a)?
2n ’

Par exemple, on veut calculer une valeur approchée de In2 a 10™2 prés :

2
1

an:/ — dt.
16

1
Soit f:t+— n de classe %! sur [1,2].

vt e [L,2], |[f(t)] = a2 <1
d’ou M = 1.
On cherche n € IN* tel que
2
12-1? _ 0
2n
i.e. n > 500.
499
1 . 5 10=3 ra
Donc, — Z — =~ 0,693 est une valeur approchée de In2 a 10" prés.
500 = 1+ =55
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30.7 Intégrale de Riemann MP21

EXEMPLE:

n
n

ue vaut lim — 7
@ n—to0 £~ n? + k2
=

n
Z o e n’est pas une série! En effet, en passant de n & n + 1, on modifie les termes
n

1<k<n
précédents.

n

e Y e

1
1
e / —— _ dt = Arctan1 — Arctan0 = —.
n—+oo 0 1+t2 4

REMARQUE (Méthode des trapézes):

Au lieu d’approximer 'intégrale par des rectangles, on utilise des trapézes.

7 Retour sur les formules de Taylor

Proposition: Soit f: I C R — R continue et F' une primitive de f. On suppose

n

flz) = Zai(x —a)+ o ((z—a)).

" 0 Tr—ra
=
Alors,
n )
(5‘3 - a)”l +1
F(w):F(a)'i‘;)aiii_i_l +Iga((az—a)" ).
Preuve:

Soit € > 0. On sait qu’il existe n > 0 tel que

Vo € la—na+nl |f@) - aile—a)i| <cle—al™.
1=0

502



30.8 Intégrale de Riemann MP21

On considére un tel 7 > 0. Soit = € [a — n,a + 7).
(%)
n . (33 - a)”l

F(z)—F(a) - > oy P

=0

On suppose x > a, donc

[
Q
o~
—~
~
I
S
=
.

@< [ o= >

x
g/ elt —al™ dt
a

On suppose = < a.

a
g/ elt — a|™ dt
xT

a
ga/ (a—t)™ dt
x

(a —t)n*t17¢
o[
n—+1 -
(a—z)"Jrl
n+1
- - |z — a|?T!

n+1

a

m
Corollaire: Soit f: I — R de classe ¢". Alors,

o ((z—a)").

T—a

N (i) (g .
@) =3 Doy 4
=0 :

Preuve:
par récurrence sur n. O
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30.8 MP2I

8 Fonctions réglées
Soit f : [a,b] — R continue. Cette fonction est donc uniformément continue (théoréme de
Heine) :

Ve >0, 3n>0,¥(z,y) € [a,b) [z —y| <n = |f(z) — f)] <=

D’ou

Sl

Vn e N*, 3n, >0, |z —y| <mn = |f(z) — F(y)] <

s

%%

NMn Mn Mn Mn Mn Mn Mn Mn

Cependant, contrairement au sommes de Darboux, cette construction utilise des notions que
I’'on admet : notamment, la convergence d’une suite de fonctions.

ExeEMPLE (convergence d’une suite de fonctions):
Pour n € IN, on pose

fn[ovl}—>R
z— "

0 siz<l1

Vz € [0, 1], _—
2 € [0,1], fal2) n—+oo {1 sinon.

Pour n € N, f,, est continue mais lim f, ne 'est pas :
n—-+oo
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CHAPITRE

31
VARIABLES ALEATOIRES

1 Définitions

Définition: Une variable aléatoire est une application sur un espace probabilisé (§2, P)
dans E ol F est un ensemble quelconque :

X:Q— E.

Si E C R, on dit que X est réelle.
Si E est un espace vectoriel, on dit que X est un vecteur aléatoire.

Si E C Mn,p(K), on dit que X est une matrice aléatoire.

EXEMPLE:
On lance 2 dés bien équilibrés et on note S la somme des points sur ces deux dés.

On pose 2 = [1, 6]]2, P ’équiprobabilité et
S:Q—R
(w1, w2) — w1 + wa.

S(Q) = [2,12].
5 |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

PS=»|l= = = = = = = = = = =

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Dans la suite du chapitre, (€2, P) est un espace probabilisé.

Proposition: Soit X : Q — E une variable aléatoire avec E = X (€2). L’application

Px : #(E) — [0,1]
A— P (X H(4)
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31.3 Variables aléatoires MP2I

H est une probabilité sur F.

Prewve: — YA€ P(E), X~ '(A) € 2(Q) donc P(X~(A)) € [0,1].
— Px(E)=P(X"(E)) =P(Q) =1.
— Soient A, B € #(E) avec AN B = @.

Px(AUB)=P(X '(AUB))
=P(X" 1 (AHuXx~1(B)
=P(X1(4) +P(X"1B))
= Px(A) + Px(B).

Définition: Soit X : 2 — E une variable aléatoire. Px est la loi de X.

REMARQUE (Notations):
Soit X : Q@ — E une variable aléatoire.
— Soit A € Z(E). X~1(A) est noté (X € A). Dot Px(A) = P(X € A).
— Soit z € E. X_l({:v}) est noté (X =z); Px ({z}) = P(X = 2).
— SiECR, Xﬁl(] — 00, x]) est noté (X < z) et donc P(Xfl(] —o00,7])) = P(X < x).
De méme avec les autres inégalités strictes et larges.

REMARQUE (Notation):
On note X ~ Y si X et Y suivent la méme loi, i.e. Px = Py.

2 Exemples de lois

Définition: Soit X : Q — E une variable aléatoire. On dit que X suit une loi uniforme
si Px est équiprobabilité sur X (£2). On note alors X ~ %(X(1)).

Définition: Soit X : © — {0,1}. On note p = P(X = 1) € [0, 1]. On dit que X suit la
loi de Bernoulli de paramétre p. On note alors X ~ Z(p).

Définition: Soit X : Q — [0,n]. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n
et p si
n

Vk € [0,n], P(X = k) = (k

o1

On note alors X ~ %(n,p).

Théoréme: On considére une expérience aléatoire qui n’a que deux issues possibles :
succeés ou échec. On répéte n fois a I'identique cette expérience, et on note X le nombre
de succes. Alors X ~ %(n,p) ou P est la probabilité de succes. O

506



31.3

Variables aléatoires

MP2I

3 Couples de variables aléatoires

EXEMPLE:

On lance 2 dés bien équilibrés; on note S la somme des points sur ces deux dés et M le

maximum.

S~ 2 3 4 5 6 |loides
2 1/36 0 0 0 0 0 1/36
3 0 2/36 0 0 0 0 2/36
4 0 1/36  2/36 0 0 0 3/36
5 0 0 2/36  2/36 0 0 4/36
6 0 0 1/36  2/36  2/36 0 5/36
7 0 0 0 0/36  2/36  2/36 6/36
8 0 0 0 1/36  2/36  2/36 5/36
9 0 0 0 0 2/36  2/36 4/36
10 0 0 0 0 1/36  2/36 3/36
11 0 0 0 0 0 2/36 2/36
12 0 0 0 0 0 1/36 1/36

loide M | 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

i.e. c’est la donnée de

La loi du couple (X,Y) est Pz ou

AR

Q—FEXF

w— (X(w), Y(w))

Définition: Soient X : Q — E et Y : Q — F deux variables aléatoires.

Ve € X(Q),Vy € Y(Q),P(X =2,Y =y) = P((X =z)N(Y = y))

sont Px et Py.

Définition: Soient X : Q — E et Y : Q — F. Les lois marginales du couple (X,Y)

Preuve:
probabilités totales

REMARQUE:
Si

alors

Vo € X(Q), P(X

Yy eY(Q), P(Y =y) =

Yy €Y(Q), P(Y =y) #0

Proposition: Avec les notations précédentes,

o) = 3 P(X =2 =y)

yeEY (Q)

Y. P(X=zY =y).

zeX(Q)

= > Py_y(X=z)PY =y).

YyEY (Q)
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31.4 Variables aléatoires MP2I

Définition: Soient X : Q2 — E et Y : Q — I deux variables aléatoires. On dit que X
et Y sont indépendantes si

VAC X(Q),VBCY(Q), P(X €AY € B)=P(X € A) P(Y € B).

On note alors X 1L Y.

Proposition: Avec les notations précédentes,

XLY < VzeX(Q),VyeY(Q), P(X =a,Y =y) = P(X =2)P(Y =y).

Preuve: “ =" immédiat
“ <=7 Soient A= {x1,...,2n} C X(Q) et B={y1,...,yp} C Y (Q).

(U ) n(ve B>)

) (x Ny e B))>

=1

P(X €AY €EB) =

2

/\/_\

P((X =z)N(Y € B))

Il

s
Il
—

P

Il

i
L

p
X=z)n| J¥=
j=1

p
U (X =z)n (Y =w))

=

Il
e,

s
Il
i

[
M=
M‘d

P(X =x;,Y =vy;)
1

.
1
i

J

[
M=
M‘U

1

.
Il

1j

[
INE

P(X = ZP(Y =)
j=1
= P(X € A) P(Y € B).

.
Il

4 Familles de variables aléatoires

Définition: Soit (X;)iecr € H EZQ une famille de variables aléatoires. On dit que ces
el
variables sont indépendantes si, pour toute partie finie J de I, et pour tout (A4;)jcs €
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31.5 Variables aléatoires MP2I

I1 2E»,

JjE€J

P ﬂ(xjeAj) :HP(XjeAj).
JjEJ JjEeJ

Proposition: Avec les notations précédentes, (X;);cr est une famille de variables
aléatoires indédpendantes si et seulement si

VJ C I, J finie, V(z;)jes € [[ X;(Q), P | ((X; ==5) | = [[ P(X; = ).
JEJ JEJ JEJ

Proposition: Soit (X;);en une suite de variables aléatoires suivant la méme loi de
Bernoulli #(p). Alors,

n
Vn € N*, Y X; ~ B(n,p).
g=1l

Proposition: Soient X ~ %(n,p) et Y ~ ZB(m,p).
Si X LY, alors X +Y ~ %Z(n+m,p). O

5 Espérance d’une variable aléatoire

Dans ce paragrape, toutes les variables aléatoires sont a valeurs réelles.

Définition: Soit X : 2 — R. L’espérance de X est

E(X)= Y zP(X=n).

zEX(Q)

ExEMPLE (A connaitre): 1. Avec X ~ %(p), on a E(X) = Z zP(X =z) = p.

z€{0,1}
2. Avec X ~ %AB(n,p), on a
E(X) = i kP(X = k)
k=0
x n
=> k()P -pn
k=1
I Y
k=1

[l
3
i
—
3
E
~—
3
o~
-
|
)
S
3
|
B
|
o

509



31.5 Variables aléatoires MP2I

Lemme: Soit X : Q — R.

=) X(w) P({w}).

wen

Preuve:

D X@P{w) = > Y X(wP({w})

we z€X(Q) we
X(w)==

> 2 =P

X (Q) X?Jf)gz

> oz Y P({w

rEX(w)  wEQ
X(w)=z

Z il U {w}

sEX () X?)f)slr

Z z P(X =1)

zeX (Q)

Théoréme (linéarité de I'espérance): Soient X et Y deux variables aléatoires réelles,
et a, B deux réels. Alors,

E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y).

Preuve:

aB(X)+BEY)=a ) X(w)P({w}) =8> Y(w)P({w})

weN weh
=" (aX(w)+ BY (w)) P({w})
weN
= E(aX + BY).

Corollaire: Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale #(n,p). On a
E(X) = np.

Preuve:
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31.5 Variables aléatoires MP2I

Soient X71,..., X, des variables indépendantes suivant toutes Z(p).

On a

donc
n
E(X)=E <Z Xi)
=1

=2 B(X)

i=1
=np

O
EXEMPLE:

On pose 2 = S, le groupe symétrique; P ’équiprobabilité sur 2 et
X :Q —[0,n]
w — le nombre de points fixes de w
Que vaut E(X) ?

1 g N
On pose, pour tout w € €2, pour tout ¢ € [[()7 n]], Xi(w) _ { s1 w(l) o

0 sinon.
Ainsi,
n
Vw € QD Xi(w) = X(w).
=1
D’ou
n
E(X)=FE (Z Xi>
=i

s
Il
=

I
i
o

s
Il
i

I
™
|
ks
I

[
E)

|
=

I
4
s

Il Il
=313
NNgE
Sl

On n’a pas eu besoin de déterminer la loi de X pour déterminer ’espérance de X.

Définition: Soient X : 2 — R une variable aléatoire et f: R — R.
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Q0% R

S lf
X

R

La composée f o X est notée f(X).

Théoréme (formule de transfert): Avec les notations précédentes,

E(f(X))= > f@PX=2).

z€X (Q)

Preuve:
E(f(X)) = Y f(Xw) P({«})
weN
= 2 > fXW) P
zEX () wen
X(w)=z
= > f@ > P{«})
zEX () weQ
X(w)=z
= Y  f@)PX=aq).
zeX ()
O
EXEMPLE:
Avee X(Q) = {=1,0,1}, P(X = —1) = % P(X = 0) = i, P(X=1)= i, que vaut E(X?) ?
— Loide X2 : X?(Q) = {0,1} avec P(X? =0) = i et P(X2=1) = Z ; dou B(X?) = %
1
— Formule de transfert : B(X?) = :Z #?P(X =x) = %

6 Variance

Dans ce paragrape, toutes les variables aléatoires sont a valeurs réelles.

Définition: Soit X : @ — R une variable aléatoire. La variance de X est

V(X)=E ((X - E(X))Q) .

Proposition: Avec les notations précédentes,

V(X) > 0.
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Preuve:
On pose p = E(X).

= > (@-p’PX=2)>
zeX () >0

Définition: L’écart-type de X est

Définition: On dit que X vérifie presque stirement une propriété si la probabilité que
X vérifie cette propriété vaut 1.

Proposition:
V(X) =0 <= X est presque slrement constante..
O
Proposition (Koenig-Huygens):
V(X) = E(X?) - E(X)?
Preuve:
On pose p = E(X)
=E((X —p?)
:E(XQ—QMX—l-u )
= B(X?) — 2uE(X) + u2E(1)
= B?) = 2# + 2
=E(X?) -
O

EXEMPLE: 1. Avec X ~ Z(p), on a X2 ~ %(p) d’ont

1
V(X)=p-p*=p(1—p)=pg< — avecq=1—p

W~

2. Avec X ~ A(n,p).

E(X?) = zn: k2 (Z>pkqn—k

En faisant le calcul, on trouve V(X) = npq.
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Théoréme: Soit X,Y : Q2 — R.
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

ou Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y) est la covariance de X et Y.

Preuve:

E(X+Y)?) = B(X?+Y2+2XY)
= EB(X?) + E(Y?) + 2B(XY)

et

(E(X+Y))* = (E(X) + E(Y))®
= E(X)2+ E(Y)? +2E(X)E(Y).

D’ou
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y).

Proposition: Si X 1Y, alors Cov(X,Y) = 0. D’ou

V(X +Y)=V(X)+ V().

Preuve:

E(XY)= > ayP(X=g,Y=y)
zeX(Q)
yeEY (Q)

= > > wP(X=z)PY =y)

zeX(Q) yeyY (Q)

= Y @P(X=z) Y yPY=y)

zEX(Q) yeY (Q)
= E(X)E(®Y)

Proposition: Soit (X;)1<i<n des variabls aléatoires définies sur le méme espace pro-
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babilisé (2, P). Alors

V(i&) > Cov(Xi, X;)
=1

1<4,5<n

:ZV(Xl-)—f—Q Z Cov(X;, X;)
i=1

1<i<yj<n

Corollaire: Avec les notations précédentes, si les X; sont deux a deux non corrélés
(i.e. Cov(X;, X;) = 0 pour 7 # j), alors

\% <zn: X1> = zn: V(X;).
=il =1

Corollaire: Avec les notations précédentes, si les X; sont indépendantes deux & deux,

alors
14 (Z Xi> =Y V(X))
i=1 i=1

O
Corollaire: Soit X ~ %(n,p). Alors,
V(X) =np(1 —p)
Preuve:
n
On pose X ~ ZXi ou les (X;) sont mutuellement indépendants et Vi, X; ~ %(p).
p=Il
n
V(X)=V <Z Xi>
=1
n
=2 V(X))
i=1
n
=> p(1-p)
=1
=np(1 —p)
O
Proposition (transfert): Soient X1,..., X, des variables aléatoires a valeurs réelles
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toutes définies sur un méme espace probabilisé (2, P) et f: R" — R

E(f(X1,..,Xn)) = > o+ > f(@1,...,z0)P(X1=21,...,Xn = zn).

z1€X1(R) Tp€Xn(Q)

Preuve:

E(f(X1,..,Xn))

> (X)), Xn(w)) P({w})

weN

DY Y. (W), Xnw)) P({w})

z1E€X1(Q T €Xn(Q weR
@ eneXa@ wgn

S Y f@ienm) > P({w))

1 E€X1(Q Tp€EXy (R weN
Q) on€Xn(9) S

> > f@re@)PXi =21, Xn = Tn)

z1€X1(R2) Tn€Xn

7 Covariance (HORS-PROGRAMME)

On se place dans une optique de Big Data. On dispose d’un tableau & N lignes : chaque ligne
correspond & une observation et chaque colonne a une “mesure” (ou caractéristique).

Ces caractéristiques peuvent étre corrélées plus ou moins fortement et contenir plus ou moins
d’information.

Plus la variance est grande, plus il y a d’information.

Soient X et Y deux colonnes. D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Cov(X,Y
}Cov(X,Y)‘ <oxoy donc —1< M < 1.
0X Oy
C X,Y
SiY =aX+8: '%':1.
X,0y

L’objectif est de modifier les colonnes de fa ¢ on a extraire le plus d’informations possible
sur le moins de colonnes possibles.

La matrice de covariance est

A = (Cov(Xi, Xj)) 1<i<n -
1SN

On aimerait que la matrice A soit diagonale avec de grands coefficients diagonaux.

L’année prochaine, nous verrons le théoréme suivant :

Théoréme (théoréme spectral): Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable
dans une base orthonormeée de vecteurs propres.

Il existe donc des variables aléatoires Y7, ..., Y} combinaisons linéaires des X7, ..., X} telles
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aléatoires MP2I

que

A1,

(Cov(¥;, 7)) =

De plus, le maximum de V(a1 X1 + -+ + ap X,
V(Y1) = A1

= @
© oy,

&) avec la condition que a2 4 --- + a2 =1 est

Définition (Multiplicateurs de Lagrange): Soit f: U C R™ — R ou U est un ouvert
de R™. On cherche max f(z1,...,zn) avec la contrainte g(z1,...,Tn).
z;)ieq1,n] ER™
On pose
F:R"™ — R
(1, T, A) — f(z1,...,2n) + Ag(Z1, ..., Zn).
On cherche les points critiques de F' :
OF
Vi, — (z1,...,Zn,A) =0
VE(@1,..., 20, ) =0 <= ¢ 0%
5(901,...,1”,/\) =0
of dg
Vi, Tl,...,%n)+ A BBl 000 5@Bp) = 0
axi( 1 n) ; l( 1 n)
g(z1,...,20) =0
Si(21,...,%n,A) est le maximum de F', alors
Vyl,---:ymMGR”H F(a:l:"'v‘r'na)‘) >F(y1,---7ymu)
flx1,..@n) + Ag(@1, -, 2n) 2 f(y1,-- -, Yn)
=0

8 Loi des grands nombres

Lemme (inégalité de MapKOB: Soit X

ou encore,

Vu € R}, P(X

a. Mapros : Markov

Preuve:
Soit t € RY.

5

VteRE, P(X >t) <

: Q — R une variable aléatoire positive.

BE(X)
t

> uE(X)) <

SR
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zeX ()
= Z zP(X =2z)+ Z z P(X =x)
z€X(Q) z€X(Q)
w20 <t

\%
g
3
>
I
&
+
[
o

Lemme (inégalté de Bienaymé—qe6L1méBE[): Soit X : @ — R une variable aléatoire
réelle. On pose p = E(X) et 0 = ox. Alors,

2

o

Vvt e Ry, P(|X —p| >t) < =

ou encore

1
Vu € RY, P(|X — p| > uo) < =
w

a. yebpmmés : Tchebychev

Preuve:
On pose Y = |X — p|?, Y est positive.

E(Y)=E (X —p)?) =V(X) =0

Donc, d’aprés I'inégalité de Mapxos :

o2

VyGIRi,P(Y>y)<?

donc
2

Vt>0,P((X—u)2>t2)<%.

OI“, (|X - M' = t) - ((X - /J“)Q > t2)7 donc

PIX - >t) <%

REMARQUE (Application):
On considére une expérience de Bernoulli de paramétre p € ]0,1[. On répéte n fois cette
expérience & 'identique et on note Y;, le nombre moyen de succes.

On pose, pour i € [[1,n],

b 1 sila i-éme expérience est un succes
i = .
0 sinon.

Les (X;) sont mutuellement indépendants; d’ou

1 n
Y, == ZX
ni—l

518



31.8 Variables aléatoires MP2I

Et donc

1 & 1
E(Yn) == E(X;)=—np=p.
n - n
i=1
Comme les (X;) sont deux a deux indépendantes,
1 < 1 Pg
V(Yn) = ﬁ;V(X,) == olig=1—p.

D’ou, d’apres 'inégalité de Bienaymé-uebnimés,

Pq

Ve >0, P(|Yn —p|l 2¢) < — 0.
ne< n—+oo
On en déduit que
Ve >0, P(IYn —p|l <€) >1- 22
ne
D
“seuil”
— Par exemple, avec € = 1072 et 5 =95 %, on a
95
9, w5 m
100 nx 104 100 n10—4
n10~*
<= 20 =
pq

< n =20 pg 10* <5 x 10%.
~~

-

Sq
En répétant 50 000 fois I’expérience, on est stir a 95 % que la valeur observée de Y50 000
est dans 'intervalle [p —1072,p+ 1072].

— Avecn=12et 5=95%, on a

95 5
7:A:17£ <:>ﬂ:7
100 ne2 ne? 100
2
2n
= — =20
pq
9 5
€& = —pg< —

/5
Donc, € =/ — ~ 0,65.
12

— Avecn =12 et e = 102,

Pq
P(lYiz—pl<e) 21— ———
(IYiz —pl <e) 5=
1
48 -10—4
1
>1-— — x 10*
48
<0

Théoréme (loi faible des grands nombres — HORS-PROGRAMME):  Soit (X )nen une
suite de varialbe aléatoires indépedantes de méme loi définies sur le méme espace pro-
babilisé (2, P). On note p leur espérance commune.

Ve > 0, nETwP(|Xn —p| > s) =0

_ 1<
ot Vn, Xpn = gzlxi.
iz
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Preuve:

1 n
V! N*, E(X,) = — E E(X;) =
n e ) ( n) n & (X:) = p
. 1 & no? o2
Xn) = — X)) )= — = —
V( n) n?2 i=1 Vi) n? n

oll 02 est la variance commune aux X;.

Soit £ > 0.
— 0'2
0< P(|%n = | > ) < =5 ——o.
ne< n—+oo
O
Proposition (lemme des coalitions): Soient Xi,...,X, des variables aléatoires a

valeurs réelles d’un méme ensemble probabilisé mutuellement indépendantes. Soient
F:RP = Retg:R"P = R. Alors, f(X;y,...,X;,) et g(le,..,,Xjn_p) sont
indépendantes si

{i17"'7ip} m{jly'“’jn—l’} =9

Vk # £, i # g €t jr # e
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CHAPITRE

32
FAMILLES SOMMABLES

1 Motivation

La série Z (=" est semi-convergente. On a io (S0 = —1In2, d’ou
n N n:l n b b
1+ L. + Lol + ! + In2
— = = = g — — = —In
2 3 4 5 6
On change 'ordre :
I e
T e e/
1+1+1 1+1+1 1+1+1+
2 4 3 6 8 5 10 12
S SAPUNG S UNS S SN O
2 2 3 4 5 6
_ —In2
T2

Théoréme (réarrangement de Riemann): Soit ) u, une série semi-convergente réelle.

. oo
VEER,Jo: N LN, 3wy, =L
=1

2 Familles sommables positives

Dans ce paragraphe, toutes les familles considérées sont positives.

Définition: Soit (u;)ics € (R).
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32.2 Familles sommables MP2I

Si { E Uj §§ I } est majorée, alors on dit qu’elle est sommable et on définit la
ni
ied

somme des (u;);cr par

E u; = sup E uj.
JCI
J

iel i JEJT

Sinon, la famille n’est pas sommable et on définit

Zui = 4FCY

i€l

1. Toute famille finie positive est sommable : avec I = [1,n], on a

n
i=1

iel

EXEMPLE:

2. Soit (Un)neN € (]R+)N.
Casl 3 up converge. Soit J C I = IN finie et

max(J) +oo

jeJ i=0 i=0

Or,
n
Ve>03IN €NV >N, S—e< >

donc S — £ ne majore pas { Zul ‘;g I } Ainsi,
ieJ m
S = sup Zuj':Zui.
JJﬁCnIiejEJ €N
a Jci
Cas2 > up diverge. Alors lim Zul = +oo et donc { Zul X } n’est
- N—+oo &= e J fini

pas majorée et donc (un)nenN n’est pas sommable et

Z Up = +00.

nelN

Théoréme: Soit (u;)er € (R+)I sommable et soit o : I — I une bijection. Alors
D to(ry =D uis
iel i€l
Preuve:
JCI o | JCI
{ D Ue6) | g }_{ 2w | }
JjE€J keo(J)
_ KcI
{ Dk | g fing }
keK
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Corollaire (sommation par paquets): Soit (u;);cs € (]R+)I et (Ij)jes une partition

de I :
=1
jeJ

Vj € J, (wi)ier; est sommable,

)4 t ble <=
(ui)icr est sommable <Zi€[j wi est sommable.

Dans ce cas,

Su=Y S

i€l jeJiel;

Corollaire (Fubini positif): Soit (u;j)icr € (IR+)IXJ.
JjEJ

DD g =D uig

iel jeJ jeJiel

Preuve: ~ — On suppose (u;,;)

J={G,5) 15 €J}.

Donc, Vi € I, (us,5) e est sommable, (ZjEJ “Lj) , est sommable et
i€

STowi =) iy

(i,§)EIXJT iel jeJ

icr sommable. On pose I X J = U K; ou K; = {i} x
JeJ i€l

On a aussi
IxJ=]JL; ou Lj = I x {j}.
jeJ
Vj € J, (ui,j)icr est sommable, (Ziel uiJ)jeJ est sommable et

DTowi =)D iy

(i,§)EIXJT JEJ €l

— On suppose (u;) ;e non sommable et donc

JEJ
DD uij=too=Y Y ui

i€l jel jeJiel
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32.2 Familles sommables MP2I

Corollaire: Soient (a;);cr et (bj)jcs deux familles sommables de réels positifs.

Zaibj: Zai ij

i€l iel jeJ
jEJ

Preuve:
On pose, pour i € I, pour j € J, u; j = a;b;.

Zaz‘bj: Z Ui, j

i€l i,7)EIXJ
JjeJ (&)
=) uiy
i€l jeJ
= E E (libj
i€l jeJ

:Zaiij

i€l jeJ

Dans la preuve précédente, on a utilisé la linéarité de la somme :

Proposition: Soient (a;);cs € (]R+)I, (bi)ier € (R+)I et A€ RT.

1. Z(ai-i-bi) :Zai'i‘zbi?

i€l i€l i€l
2. Z()\ai) = )\Zai.
i€l i€l

Preuve:  Casl On suppose (a;) et (b;) sommables. Soit J C [ finie.

Dai+b) =3 ai+Y bi<y ait+) b

ieJ = ieJ iel iel
Donc, S = Z a; + Z b; majore { Z(ai +b;) Lj EHII } et donc (a; +b;)ier
iel iel =

est sommable.
Soit € > 0. Il existe J C [ finie telle que

€
Z aj > Zai — 5
JEJ el
Egalement, il existe J C I finie telle que
€
Z b > Zb,- -5
i€EK i€J

On pose L=JUK. L C1I et L est un ensemble fini.
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Z(aieri) :ZaiJeri

1€L i€L i€l
> ai+ D b
icJ iEK
> o £+ h
- 2 - 2
iel iel
>S5 —e.
Donc,
S= sup Y (ai+b) = (ai+bi)
&L s i€l
O
Proposition: Soient (a;);er et (bi)ier deux familles de réels positifs telles que
Viel, 0<a; <b;.
Si (b;)ier est sommable, alors (a;);ecr aussi, et, dans ce cas,
Sa<Yn
iel i€l
Preuve:
Soit J C I finie.
Do <D bi<Y b
icJ = i€l
. JcCI
donc Zbi majore { Zai 7 gni }
i€l i€J
donc (a;) est sommable et
Sa<h
i€l i€l
O

3 Familles sommables réelles

Définition: Soit (u;)ier € R’. On dit que (u;)ier est sommable si |ui|)iel est som-
mable.

EXEMPLE: 1. Toute famille finie de réels est sommable.
2. Avec I =N et (un) € RV,
(un)nen sommable <= 3" |uy,| converge

<= > up converge absolument.

REMARQUE:
Une famille sommable n’est pas une famille dont on peut calculer la somme mais la somme
des valeurs absolues.
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Proposition — Définition: Soit (u;);ecs € R’. On pose, pour tout i € I,

+ w;  siwu; =0,
u =
0 sinon;

_ —U; si Ug < 0,
u. = .
0 sinon.

Alors,
(ui) sommable <= (u:r) et (u; ) sont sommables.

Zui :z:u%+ 7Zu;

i€l i€l i€l

Dans ce cas, on définit

Preuwve: “ =>" On suppose (u;) sommable. Par définition, (|u;|) ; est sommable.

i€
Viel, Ogu;r < ).
On en déduit que (uj’) est sommable. De méme,

Vi€, 0<u; < |ug

et donc (u;

“ <=" On suppose (ujr) et (u; ) sommables.

) est sommable.

Vi€ I, |ug) :uzr+u;,

Par linéarité, (‘ull)zel est sommable et donc (u;);cs est sommable.

Proposition: Soient (a;);er et (b;)icr deux familles sommables et A € R. Alors,
(a; + bi)icr est sommable, (Aa;);cr aussi et

D ai+b)=) ait+y b,

el iel i€l
E Aa; = A g a;.
i€l iel

En d’autres termes, ¢! (I) est un sous-espace vectoriel de R’ et
S: () — R

(wi)ier — Y us

iel
est linéaire out £*(I) = {(u;) € RY | (u;) sommable}.
Preuwve: —— Vi € I, |u; + v;| < |ui|+ |v;|. Or, par hypothése, (\u,|)lEZ et (‘Ull)zez sont

sommables et positives donc (|u;|+ IUiDieI est sommable donc (|u; + v;]) t

sen &
sommable et donc (u; + v;);er est sommable.
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Et,
Z(ul + 'Ui) = Z(Uz + Ui)+ = Z(uz + Ui)_-
iel iel iel
Or,
St =Tt o
iel i€l iel
= D (i)t =Y (wite)T =) uf =D up Y o =Y vy
el iel i€l i€l i€l i€l
— Z(ul + ;)T +Zu: + Zv: = Z(uZ +v;)” + Zuj’ + Zvj'
i€l iel i€l i€l i€l i€l
= Z ((wi +v)T +uj +v)) = Z ((ws +v3)~ +uf +o7).
i€l icl
On réalise une disjonction de cas : soit 7 € I.
u; ‘ v; ‘ wi+ v | (u+v)t +ug + vy ‘ (ui +vi)~ +uf +of
+ | + + Ui + Vg u; + 4
+ | - + U Ui
+ | - - —v; —Vi
= || = F Vi U5
- | + - —U; —U;
- — —u; — U —u; — v
On remarque que, pour tout 7 € I,
(u; +v)t +ul Fo7 = (w4 v)T +uf ol
— Vi € I, |Au;| = || Juql, (luZl)ZEI est sommable, |[A\| > 0 et donc (lAuil)ieI est
sommable et donc (Au;);cs est sommable.
Casl A >0:
5" hu = 3 ) = o)
i€l el iel
=S - Y
icl iel
(T
iel icl
el
Cas2 A <O0:

Z Au; = Z()\Ui)+ —

i€l i€l

> (Nur

i€l
1€ >0

>

i€l

=D (=Nuf

el
1€ >0

== Du =Y uf

i€l
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Or,

AY =2 D =D | = (N (e -

iel el el i€l i€l

Proposition: Soit (u;);c; € Rf sommable et o : I — I une bijection. Alors (o (i))ier

est sommable et
Do) =D uis
icl i€l

Preuve:
D’aprés le paragraphe 1, (|u0(i)|)iel est sommable.

Z“a(i) - Z“j(i) - z;“;m
1€

el el
_ + _ =
iel i€l
i€l

Corollaire (sommation par paquets): Soit (u;)icr € R” et (I;);jcs une partition de

I.
Vi € J, ('U/«L')iejj sommable,

(ui)ier sommable = ( Z Uy sommable.
ite JjEJ

Dans ce cas,

Su-Y Tu

il jedicl;

Corollaire (Fubini): Soit (u;,;)icr € RI*7 sommable. Alors,

JjEJ
DD uig =D uige
iel jeJ jeJiel

Corollaire: Soient (a;)icr et (b;);es deux familles sommables. Alors (a;bj);cr est
J

Zzaibj:(zai)(zbj).

i€l jeJ i€l JjEJ

sommable et
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Preuve:
OnalxJ=|]{i}xJ).

iel
Alors,

Vi € I, (a;bj)jcs sommable
(aibj)ig[] sommable ( Z a;b; sommable
’ ey el
— {(bj)jEJ sommable, (a;);c; sommable.

De plus,

D2 =20 (b))

(i,j)EIxJ i€l jET

- (50)

jeJ

= (Xe;al) (]ez;bj)

4 Familles sommables de nombres complexes

Définition: Soit (u;);e; € C!. On dit qu'elle est sommable si (|u1|)161 est sommable.

Proposition: Soit (u;);er € @~

(u;)ier sommable <= (%e(ui))iel et (Jm(ui))iej sont sommables.

Preuve:  “ =" Pour tout i € I, |Re(u;)| < |u;| et |Im(u;)| < |u;| donc (Dfx‘e(ui))iel
et (jm(ui))iel sont sommables.
“e=7 Viel, |u| < [Re(u;)| + [Im(u;)| done (|“Z|)zel est sommable.
O
Définition: Soit (ux)resr € Cf sommable. On définit
> k= Re(up) +i Y Im(ug).
kel kel kel
On a exactement les mémes propriétés que pour des familles réelles. O
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5 Produit de Cauchy de deux séries

RAPPEL:
P q
Avec P = Zaka et Q = Zb[X[, on a
k=0 £=0
P q
PO= 30 autex*H
k=0 £=0

p+q (min(p,m)

:Z Z agbm—p | X™.

m=0 k=0

Définition: Soient (un), (vn) € CN. Le produit de Cauchy des séries Sun et Yo vn
est la série > wy, o

n
Vn € N, w, = E Uk Vyy— -
k=0

Théoréme: Soient (un), (vn) € C¥. Si S un et 3wy, convergent absolument, alors
leur produit > wy, converge absolument et

2= () ()

Preuve:
On sait que (un) et (vn) sont sommables. On pose

n
Vn € N, w, = Z UV —k -
k=0

(un ”m)(n,m)en\l? est donc sommable et

oo oo
(£ 2
k=0 k=0 (n,m)E]N2
+o0o +oo

>3 v

n=0a=n

+oco a

=33 wnvac

a=0n=0

+oco n

=55 S v

n=0 k=0

+oo
=3 wn.
n=0
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EXEMPLE:
On préfere définir I’'exponentielle complexe par

+oo _n
Vz € C, e* = —

!
n—0 n:

(au lieu de la définition du chapitre 4)
+oo on

Par définition, e = = 1

ol
= n!

m’ﬂ n
Soient (z,y) € 2. (—') et (y—') sont sommables donc
T/ neN T/ neN

n Z‘k ynfk
(kz e (n—k)!>
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CHAPITRE

33
ANNEXE

1 Algorithme de Metropolis-Hastings

On a un texte a déchiffrer. Il a été codé par substitution : on a remplacé une lettre par une
autre (par exemple, “A — W” et “‘B — U”). L’algorithme de Metropolis-Hastings permet de
déchiffrer ce type de message.

Cet algorithme fonctionne itérativement, et, pour chaque lettre, il tente de la permuter avec
une autre et il conserve la meilleur.

Pour comparer deux permutations, il utilise des bigrammes : un couple de deux lettres consé-
cutives (ou l’on a supprimé les espaces). Avec un entrainement sur un autre texte de la méme
langue, ’algorithme determine la plausibilité de chaque bigramme. Au moment de comparer
deux permutations, il compare les plausibilités des bigrammes obtenus & la suite des deux
permutations.

On se place dans le groupe symétrique et la fonction qui donne la plausibilité associée a
une permutation est une fonction du groupe symétrique dans les réels : p : S, — R (en
fran c ais, n = 26).

L’algorithme ressemble donc a :

On choisit une permutation.

Si, en l'appliquant au texte, la plausibilité augmente, on conserve cette permutation.
Sinon, on ne la conserve pas.

Et on répéte.

Cet algorithme utilise donc une marche aléatoire, il ne teste pas toutes les permutations (avec
n =26, on a #Sy, > 1061).

Définition (Chaine de Mapkos): Le systéme est dans un état E et peut passer dans
d’autres états avec des probabilités associées. Ce changement d’état ne dépend que de
I’état actuel, et n’utilise pas les états passés.
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(=)

® e O

On associe & une chaine de Mapkos une matrice de transition :

2

On souhaite trouver mag{ f(x). Pour cela, on considére le changement * — 2’ et on pose
TE

_ j@)
“=TF®

Mais, la probabilité de transition est proportionnelle & f(z") et donc, pour que ce choix soit
marqué, il faut que la fonction f ait une grande variance.

/ o 3 . N
. On ne conserve z' avec une probabilité de «, sinon, on revient a x.

Cette méthode de choix ne peut étre appliquée que si la chaine de Mapkos est symétrique et
connexe. La symétrie de la chaine de Maprkos est assurée par le fait qu'une permutation est
bijective, on peut donc appliquer sont inverse pour revenir & un état précédent.

2 Gradient automatique

On considére ’ensemble
D = {a +be | (a,b) € R?}

ol € € R donc € # 0 mais €2 = 0 (similaire a i dans les complexes).
Cet ensemble peut existe : avec D = R[X]/~ on
P~Q <= P=Q [X?
— X?|P-Q.

On définit donc e = X # 0 : g2 :7)(72 fﬁ = 0. En appliquant la division euclidienne de P par
X% onaP=X?Q+Retdonc P=R=a+bX =a+ be.

C’est comme ¢ a que 'on a définit C : en effet, on a C = R[X]/(x? 4 1).

On essaie de multiplier deux duauz avec la distributivité du produit :

(14 2¢)(3+4e) = 3+ 4e + 6c + 82 = 3 + 10e.

On considére maintenant une fonction réelle

fR— R
z—> 322 — 522 + 22+ 6

et on pose F' I'extension de f dans I’anneau des nombres duaux.
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Flz+e)=3xz+e)’—5@&+¢e)?+2x+e)+6
= 3(2® _1_33325_,'_}&{2’_,_;2’) — 5(z? +2me+zz)+2x+25+6
= (32% — 522 + 22 + 6) +¢ (922 — 10z + 2)
f(z) f(=)
= f(@) +ef'(z)

On généralise : soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur I C R a valeurs réelles.
On pose
F(z + ye) = f(z) + yef (),

Vzel,VyEeR,
{G(ﬂf +ye) = g(z) + yeg' (2).

Soit z € I et y € R.

F(z+¢&)+ Gz +e) = (f(z) + g(x)) + (f' () + g’ (2));
F(z+e) x Gw+¢) = (f(x) +&f'(x)) (9(z) +eg’ ()
= f(x) g(x) +e(f' (=) g(x) + f(x) g’ (x))
= (f x g)(@) +e(f x g)(2)
F(G(z +¢)) = F(9(z) + g (z))
= f(9()) + ¢’ (x)ef (9(x))

Ces opérations sur les fonctions dans I’anneau dual sont compatibles avec les régles de déri-
vation habituelles.

EXEMPLE:
On calcule

i e” cosx — cos(lnz)).
d
T

On pose
F(z + ye) = e + yee”,
G(z + ye) = cos(z) — yesinz,
H(z+ye) =Inxz + Z:—E

F(z+ )Gz + ) — G(H(z + )
= (" +ee”)(cosz —esinz) — G (1na:+ 2)

= e® cosz — esin(x)e” + e cos(x)e® — (cos(ln x) — € x sin(ln m))
%

1
= e® cos(z) — cos(lnz) + ¢ (— sin(x)e® + cos(z)e® + — sin(In x))
a

On peut calculer les dérivées de fonctions. A la main, c¢ a prend autant de temps que
d’utiliser les techniques habituelles. Cependant, informatiquement, le calcul de dérivée est
simple ; en Python on peut le faire avec :

Par example, pour chercher minr% (x4 + 323 — 522 4+ 2), on pose f(zo) = f(zo + ef’(wo) et
zE

Tn+1 = n — hf'(zn) oit h > 0. La suite (x) tends vers * ot * est un minimum local.
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class Dual:
def  init  (self, x, y):
self .x = x
self .y =y

def add (self, other):
return Dual(self.x + other.x, self.y + other.y)

def  mul (self, other):
return Dual(self.x % other.x, self.x % other.y + self.y * other.x)

def exp(self):
return Dual(exp(self.x), self.y x exp(self.x))

_f@+h) - f(@)
SELALOLS L)

Pour le calcul de gradient dans le cas de deux dimensions, on considére deux nombres vérifiant
les propriétés de “€” : €1 et ea.

Ce calcul de dérivée est exact, on ne calcule pas f'(z)
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action (groupe), [211 classe d’équivalence (relation),
adaptation (subdivision), [8§] classe de similitude (matrices),
adhérent (dans R?), [373 colinéarité (espace vectoriel),
adjacence (suites), comatrice, 45

affixe (point), p-combinaison, [B9F]

affixe (vecteur), combinaison linéaire, 241]

alternée (application), [£34] commutativité (loi de composition interne),
anneau, [203)] 103

anti symétrie (relation), complémentaire (ensemble),
antisymétrique (application), [433 composition (application), [90)
application, [89] composition (polynomes),
arccosinus (trigonomeétrie), condition nécessaire,

archimédien, [T12] condition suffisante, [§]

arcsinus (trigonométrie), congruence (entiers)h
arctangente (trigonométrie), I@ conjugaison, m

p-arrangement, [393] continuité (application complexe),

continuité (dans R?), m

association (entiers), continuité en un point, 225

association (polynéme), continuité par morceaux, [499]

associativité (loi de composition interne),[I02] continuité par morceaux sur un intervalle, 99|

association (anneau),

automorphisme (d’anneaux), convergence (suites complexes), [185)
automorphisme (de groupes), |201] convergence (suites réelles),
automorphisme intérieur, [201 convergence (série),
convergence absolue (série),
base (espace vectoriel), coordonnées (espace affine), [466)]
bijective (application), [90) corps, 209
borne inférieur, [I00] correlation (variables aléatoires), [515)
borné (ensemble cosinus hyperbolique, @
bornée (suite complexe), cotangente (trigonométrie),
boule (de ]RQ), couple,
boule fermée (de R?), covariance (variables aléatoires),
boule ouverte (de R?), croissance (application), [102
k-cycle (permutation),
cardinal (ensemble), cyclique (groupe), [196
champ de vecteur, [461]
classe €°° (fonction réelle), densité (partie de R),
classe " (fonction réelle), différence symétrique (ensemble),
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différentiable (application),
différentielle, @

dimension (espace vectoriel),
dimension finie (espace vectoriel),
dimension infinie (espace vectoriel),
direction (sous-espace affine),
disque fermée (de R2),
disque ouverte (de R?),[367]
distance (espace euclidien), [479
distance (espace préhilbertien),
divergence (suites réelles),
diviseur (anneau),
diviseur (entiers),

diviseur de zéro (anneau -
division (anneau)

division (entiers), -
division (polyndmes),

division euclidienne entlers
division euclidienne (polynomes)
domaine de validité (prédicat, logique),
dominer (suites réelles),

droite (vectorielle, espaces vectoriels),
droite affine (espace affine),
décroissance (application),
définition explicite (suites),
définition implicite (suites),
définition par récurrence (suites), [162]
démontrer (proposition logique), (6]
dérivabilité (application complexe),

dérivabilité sur un intervalle (fonction réelle),
2527

dérivé (polynome), [285

dérivée n-iéme (fonction réelle),

dérivée n-iéme (polynome),

dérivée partielle (fonction a deux variables),

dérivée selon un vecteur (fonction a deux va-

riables),
déterminant (d’une application), @
déterminant (d’une matrice), [439
déterminant (dans une base %), 436
développement décimal, 28]
développement limité d’ordre n au voisinage
de a,

endomorphisme (d’anneaux),

endomorphisme (de groupes), [201

engendrer (groupe),

ensemble,

ensemble de toutes les parties d’un ensemble,
E7

ensemble ordonné, 09

ensemble vide, [3G]

2,9
entiers congrus, [143]
escalier (fonction),

espace affine,

espace dual, @
espace euclidien, [I67]

espace probabilisé, @

espace préhilbertien, @

espace vectoriel, [238]

espace vectoriel des polynémes & coefficients
inférieurs a n,

espérance (variable aléatoire réelle),

et (logique),@

exponentielle (réelle),

exponentielle complexe, [37]

e* avec z € C, 37| -

exponentielle de base a, [22] B§

za

extensmn7 210

extractrice (suites), [176]

extremum (ensemble), [102

extremum local, [267]

famille (ensemble),

famille génératrice (espace vectoriel),
famille non sommable, @
famille orthogonale, [IT1]
famille orthonormale, @
famille orthonormée, [71]
famille sommable (complexe),
famille sommable (positive),
famille sommable (réelle),
finesse (subdivision), [489
fonction en escalier, [48§
fonction Riemann-intégrable, 93]
forme bilinéaire, [467]

forme définie, [467]

forme linéaire,

forme positive, @

forme symétrique, @

gradient (fonction a deux variables),
484]

gradient d’une application de R"™,
graphe (application), [L03]

groupe,

groupe abélien, [[93]

groupe alterné, [109]

groupe commutatif,

groupe linéaire, [309

groupe produit, @

groupe symétrique, [400]
générateur (groupe), [196]

homomorphisme (d’anneaux),
homomorphisme (de corps),
homomorphisme (de groupes),
homothétie (complexe),
homéomorphisme, 237]
hyperplan,

hyperplan affine (espace affine),

identité (application),

image (application), [108

image directe (application, ensemble),
image réciproque (application, ensemble),
implication (logique), [8}

inclusion (ensemble), [36}

indicatrice (ensemble),
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indépendance (événements d’un espace pro-
babilisé),

indépendance 2 & 2 (événements d’un espace
probabilisé),

indépendance linéaire (vecteurs),

indépendance mutuelle (événements d’un es-
pace probabilisé),

injective (application), @

interpolateur de Lagrange (polynome), [304

intersection (ensemble),

intégrité (anneau),

intégrale (fonction en escaliers),

intégrale de f,@z

intérieur (dans R ),

inverse (loi de composition interne), {105

inversibilité (loi de composition interne), [L05}

inversion (permutation),

involution (application linéaire),

irréductibilité (fraction rationnelles), [326

irréductibilité (polynéme), [294

isomorphisme (d’anneaux),

isomorphisme (de groupes), 201

liberté (famille de vecteurs), [252
limite (dans R2),
limite finie (suites complexes),
limite finie (suites réelles),
limite infinie (suites réelles),
linéarité (application),
linéarité (probléme),
lipschitzienne,
k-lipschitzienne,
logarithme de base a, @
logarithme népérien, @

loi (couple de variables aléatoires),

loi (variable aléatoire),

loi binomiale (variables aléatoires), [506}

loi de Bernoulli (variables aléatoires), [506]

loi de composition interne,

loi uniforme (variables aléatoires), [506

lois marginales (couple de variables aléatoires),

007

majorant (ensemble),
majorer (ensemble),
matrice aléatoire, [505]
matrice d’un vecteur, [341]

matrice d’une application linéaire, [345]
matrice d’une base, [342]

matrice de covariance, [516

maximum (ensemble), [L00]

maximum local, 261]

minimum (ensemble),

minimum local, [267]

minorant (ensemble), [LO0

minorer (ensemble), [100)
monogeéne (groupe), 196
monoide (groupe), [203]
morphisme (d’anneaux),

multiple (anneau),

multiple (entiers),

multiple (polynoéme),

multiplication par un scalaire (fraction ration-
nelle), [329

multiplicité (racine d’un polynome), [295

nombre dérivée (fonction réelle),

norme (de R?),[3

norme euclidienne, [468]

norme euclidienne (de R?),
noyau (d’une application), 208
négation (logique),

négligeabilité (suites réelles),

opposé (loi de composition interne),
orbite (permutation), [403

ordre (groupe),

ordre (permutation), 03]

ordre total (relation d’ordre),
orthognal d’une partie, [76]
orthogonalité
ou (logique), [7]
ouvert (de R ),

parallélisme faible (espace affine),
parallélisme fort (espace affine), [465)
parité (permutation), [409

k parmi n, [T6]

partie d’un ensemble, [87]

partie entiére,

partie fermée (d@ﬂ#),

partie génératrice (groupe),[195
Partie imaginaire (application),
partie ouverte (de R?),

Partie réelle (application),
partition (ensemble), [98]

PGCD (polyndme),

PGCD (polynémes),

plan (vectoriel, espaces vectoriels),
plan affine (espace affine),

plus grand élément (ensemble),
plus petit élément (ensemble),
point (espace affine),

point adhérent (dans R), [373]

point critique, 267]

point critique (fonction & deux variables),
point intérieur (dans R2),[369
polynéme de matrices, [283]

polynéme unitaire, [292]

polynéme a coefficients dans IK, [277]
presque strement (variables aléatoires), [513
probabilité,

probabilité sachant A,

produit (famille),

produit (polynomes), [278

produit cartésion (ensembles),
produit de Cauchy, [530]

produit hermitien, [Z85]

produit scalaire, [467]

produit vectoriel,

projecteur (application linéaire), [321
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projection (espace vectoriel),

projection orthogonale (espace euclidien),
projeté (espace vectoriel),

prolongement (application),

proposition, [f]

prédicat (logique),

prédécesseur (IN),

poles (fraction rationnelle), [33§

quotient (division euclidienne, polynomes),[288
quotient (entiers), [143]
quotient (relation, ensemble),

racine (polynéme), [283]

racine double (polynome),
racine simple (polynome),
rand (systéme), [218]

rang (application linéaire), [314]
rang (matrice), [218
relation (binaire),
relation d’ordre, 09
relation d’équivalence,
remplacer (polynéme),
repére (espace affine),
reste (division euclidienne, polynémes), [288
reste (entiers),

restriction (application), [74]
Riemann-intégrable (fonction),
rotation (complexe),

réciproque (application),

réflectivité (relation),

réunion (ensemble), [37]

scalaire (espace vectoriel),

scindé (polynome), m

second membre (équation différentielle),
semblable (matrices), |352
semi convergence (série), 419
semi-linéarité (application), [485)
sesquilinéaire (application), [485)
signature (permutation), 08|
similitude (directe, complexe),
simplifiabilité & droite, [[04]

simplifiabilité & gauche, [[04]

sinus hyperbolique, [69]

somme (espaces vectoriels,

somme (famille d’espaces vectoriels),
somme (famille sommable complexe), [529
somme (famille sommable réelle),
somme (famille),

somme (familles sommables), [522

somme (polynémes),

somme (série),

somme directe (espaces vectoriels),
somme directe (famille d’espaces vectoriels),
somme partielle (série),

sous anneau, [200]

sous corps, [2I7]

sous espace vectoriel,

sous espace vectoriel engendré,

sous groupe, [[93]

sous groupe engendré par A,

sous suite, [I76]

sous-espace affine, [163|

sous-espace affine engendré, [65]

sphére (de R?),

spécialiser (polynome), [283]

subdivision adaptée,

subdivision d’un segment, @

subdivision plus fine, 489

substituer (polynéme),

successeur (IN),

suite (ensemble),

suite extraite, [I76]

suite récurrente d’ordre 2, [180)

supplémentaire orthogonal (espace euclidien),
473

supplémentarité (espaces vectoriels),

support (permutation),

surjective (application), [90)

symétrie (espace vectoriel),

symétrie (relation),

symétrique (loi de composition interne), [L05]

symétrisabilité, [[04]

symétrisabilité & droite, [[04]

symétrisabilité a gauche, [[04]

systéme complet d’événements,

systéme de Cramer, 219

systéme triangulaire,

série, @12]

tangente (trigonométrie),
tangente hyperbolique, |69
tendre vers (dans R?),
trace (matrice),
transitivité (relation),
translation (complexe),
translation (espace affine),
transposition (permutation),
transposée (matrice), m
triangulaire inférieur (matrice), [221
triangulaire supérieur (matrice),

L1373

un (IN), [137]
univers (probabilités),

valeur critique, [261

valeur critique (fonction a deux variables),
variable aléatoire,

variable aléatoire réelle,

variance (variable aléatoire),
vecteur (espace affine),
vecteur (espace vectoriel),
vecteur aléatoire, [505
vectorialiser (espace affine),
voisinage, [222]

voisinage (complexe), [236]
voisinage (dans R?),
voisinage & droite, [223]

voisinage & gauche, [223]

zéro (IN),

zéros (fraction rationnelle), [338
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écart-type (variable aléatoire), [513

égalité (ensemble),

élément maximal (ensemble),

élément minimal (ensemble),

élément neutre (loi de composition interne),
o3

élément neutre a droite (loi de composition
interne), [103

élément neutre a gauche (loi de composition
interne), [103]

équation caractéristique (suites), [180]

équation différentielle, [77]

équation différentielle linéaire d’ordre n, @

équipotence (ensembles),

équivalence (fonctions réelles),

équivalence (matrices),

équivalence (propositions logiques), EI

équivalence (suites réelles),

évaluer (polyndme),

événement (probabilités), [448

événement certain (probabilités), @

événement impossible (probabilités),

événement élémentaire (probabilités),

événements incompatibles (probabilités),
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