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Avec une fonction PA(n) ayant une complexité en O(f(n)), on considére le probleme ci-
dessous.

1 for i = 0 to n - 1 do
2 PA (i)

3 done

Cet algorithme a une complexité en O(n f(n)). Mais, parfois, cette complexité est trop approxi-
mative : parfois, des sommes mathématiques se compensent :

n—1
Z 20 = 2" £ @(n2™).

i=0

On consideére le probléme ci-dessous.

for (int i = 0; i < n; i =i + 1) (
// calcul qui ne coute pas cher

SR

}

Le calcul i = i + 1 est parfois plus cotteux que le calcul dans la boucle. Par exemple, un
algorithme permettant de faire ce calcul est celui ci-dessous.

Algorithme 1 Calcul de n + 1 avec un tableau de bits

Entrée un entier n, représenté sous la forme d’un tableau de bit T (ou les bits de poids forts
sont a droite
: I+ len(T) —1
: tant que T[I] = 1 faire
L T+ 0
I—71-—1
T+ 1

Avec un tel algorithme, on a une complexité, dans le pire des cas, en O(log, n). Ainsi, en
modifiant le code, on peut avoir une complexité importante.

// n est une valeur donnee par l’utilisateur
for (int i = 0; i < 2%; i =i + 1) (

o e

// calcul qui ne coute pas cher

}

La complexité de cet algorithme, que 'on nommera o dans la suite, esten 6(n2"),carlei = i +
1 colite, au pire des cas, n. En réalisant des mesures, et en graphant le temps de cet algorithme
divisé par 2%, on remarque que ce le ratio n’est pas une droite de coefficient directeur n, mais
une constante (a partir d'un certain rang). On doit donc faire une étude plus précise de la
complexité, et faire le calcul de la somme plus proprement. Une étude plus fine nous montre
que l'algorithme est beaucoup plus long pour les entiers en plaisances de deux, mais les autres
nombres, on n’a pas besoin d’autant de calcul. Faisons cette étude plus fine.

On nomme J I'ensemble des tableaux de taille n contenant des valeurs dans {0,1}. On a,

Colity(n) = Colitper ().
teg
Partitionnons 7 :
e o TiFifiJi=1]...J0] o
‘Jl{ o (1] 1 [...]117(




Sit € 7;, on sait que Colityye(t) = 7 + 1. Ainsi,
Inci

n—1

Z Cotlitrper(t) = Z Z Coflitrner(t)

teT i=0 teJ;

n—1
= 1l G+1)
1=0
n—1
= i
=0
n .
T Y
21
d=il
=2" x 6(1)
=0(2")

ce qui explique les résultats trouvés précédemment. L'incrementation i = i + 1 est donc en
6(1), et non en O(log, i).

Définition : Etant donnée une structure (des éléments d’'un type de données abstrait, Tpa)
IF, munie d’opérations O opérant sur I munis de fonctions de cott

Yo € O, Cy,:F—RT.

Etant donné un élément initial fy € IF et une suite d’opérations (01,...,0n) € O™, cela
conduit donc a une suite d’éléments

o1 02
fo~s fi~ fars oo fn

On appelle complexité de cette séquence, notée ¢,
n
C((o1,---,0n), fo) = ZCW (fi—1)-
i=0

On appelle alors complexité amortie depuis fo € IF la suite

1 ~
Ca(fo,n) = ;( SUP) 5 C((o1,...,0n), fo).
01,...,0n, ) EOM

ExempLE (Tableaux dynamiques) :
On s’intéresse aux tableaux a longueur variable : on alloue un tableau de petite taille, et
on alloue plus de mémoire au besoin. On a une structure de tableau dynamique :

Algorithme 2 Acranpir(7T), fonction agrandissant le tableau ¢

1: Soit taille’ = f(len(T")) > f reste a déterminer
2: On alloue 7" de taille taille’

3: On recopie T dans T”

4. T+ T

Cet algorithme a une complexité Colit pgranpir () = n+ f(n). On suppose que le tableau
T est rempli jusqu’a la r-ieme case.




Algorithme 3 Asour(T, z), ajout d'un élément dans le tableau

1: silen(T) = r alors
2: | Acranpir(7T)

3: Tlr]+ =z
4rr+1

On choisit la fonction f.
Cas 1 On choisit f(n) = n + 1. Soit une suite de n opérations Asour depuis un tableau
de taille 1, ou r = 0. Ainsi,

Ajour Ajour Asour
Jo B fL BT fi s fy O

La complexité de cette suite d’opérations est

- 1
C((017~"70n)7f0) =n+2- wv
d’our la complexité amortie est de Ca (fo,n) = O(n).

Cas 2 On choisit f(n) = 2n. On somme les complexités : 2n (clairement par dessin).
Ainsi, Ca (fo,n) = O(1).

Méthode (du potentiel): Considérons une fonction h : ' — R dite de potentiel telle
que h(fo) = 0. Intéressons nous alors a Co(f) = Co(f) + h(f) — h(f), ot f <> F. Soit
alors

foB 1B farm o fn

une suite d’opérations. Alors,

n

i Cou(fim1) = ) (Cou(fim1) + h(fi) = h(fi-1))
i=1

i=1

_ (Xn; coi(fi_l)) + h(fn) = h(fo)

i >0

par télescopage. Ainsi,
n

Z Co; (fi—1) < Z Co,; (fi—1)-
i=1

=il

ExeMPLE :
On applique la méthode du potentiel au cas 2 de 'exemple ci-avant. On rappelle que I
est I'ensemble des tableaux. On pose la fonction

h:F— RT

len(7)

(T,r) |—>6(r— T)

Inspectons alors

QAJOUT(T7 T) = Casour (Tv I) +67—3 len(T) —3r+3 len(T)'




Silen(T") = r, alors Cp,our (T, 1) = 3len(T) et len(T) = 2len(T’) et 7 = r + 1. D'ou,
Chasour(T,7r) = 3len(T) + 6r + 6 — 6 len(T") — 6r + 3 len(T') = 6.
Sinon, len(T) > r, alors len(T) = len(T) et 7 = r + 1. Ainsi,

Crsour(Tr) =14+ 6(r+1) —6len(T) — 6r +6len(T) =7

z": Co; (fi—1) < zn:Coi(fi—ﬂ < Tn.
A=l =i

Le cott amorti est en O(1).

ExempLE (Méthode du Banquier) :

On encode une file avec deux piles. Au moment de défiler, on doit potentiellement trans-
vaser une pile dans une autre. Avec la méthode du Banquier, on a l'intuition que le cott
amorti est constant.

On pose I 'ensemble des couples de piles (p1,p2). On a

taille p; + 1 si po est vide

1 g , et Cenﬁ]er((plsz)) =1
simon

Casfiter ((p1,p2)) = {
Soit h la fonction de potentiel définie comme
h:F — RT
(p1,p2) — taille py

Etudions alors Cyegter ((p1, p2))-
— Si p2 est vide, alors

Cagfiter (P1,p2)) = Castiter (p1,p2)) + h((B1,P2)) — h((p1,p2))
-0
= taille p1 + 1 + taille p; —taille py
=1.

— Si pg n’est pas vide, alors
Qdéﬁler((pl s pg)) = 1 + taille p; —taille p;.
V
taille p1
Do, pour (p1,p2) € F, Cagsiler ((P1,p2)) < 1. De plus,

Qenﬁler((plaPQ)) = Cenﬁler((pl»pZ)) + h((ﬁlyﬁ2)) - h((plsz))
= 1 + taille p; — taille py
=3




Finalement, pour toute séquence d’opérations o1, ..., o, initialisée a la file vide fo, on a

S|

C((o1,+r0n) fo) = = 3 Coylfi-1)
=0

LS Gt
i=1

2
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N

D’ou, un colit amorti constant.




