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Un arbre rouge-noir est un cas particulier des arbres binaires de recherches. On l'utilise
notamment pour représenter des ensembles, on veut donc réaliser deux opérations simples :
I'insertion et le test d’appartenance. Initialement, on pense représenter un ensemble par une
liste triée. Mais, on utilise plutét un arbre binaire pour représenter des données avec une hau-
teur logarithmique, contrairement a une hauteur linéaire. Les arbres binaires de recherches
sont des arbres dans lesquels ont peut réaliser une dichotomie.

type ’a btree = E | N of ’a * ’a btree * ’a btree

let rec mem (x: ’a) (t: ’a btree): bool =
match t with
5 | E -> false

A ow oo

6 | N(y, g, d) ->

7 if x <y then mem x g

8 else if x = y then true

9 else mem x d

10

1 | let rec insere (x: ’a) (t: ’a btree): ’a btree =

12 match t with
13 | E -> false
14 | NCy, g, d) ->

15 if x <y then N(y, insere x g, d)
16 else if x = y then t
17 else N(y, g, insere x d)

Cobk 1 — Arbre binaire de recherche

La fonction mem permet de réaliser ce test d’appartenance et la fonction insere insére I'insertion
dans l'arbre. Ainsi, on peut représenter un ensemble avec le type ’a btree.

Mais, cet arbre peut étre déséquilibré, et I'utilisation de la dichotomie ne donne pas de ré-
sultats tres avantageux. On utilise donc un arbre auto-équilibrant, comme les avi. du ler pm.
Pour les avi, la différence de hauteur est —1, 0 ou 1.

On introduit donc le concept d’arbre rouge-noir. Un arbre rouge-noir est un arbre parfait, qui
a une certaine « élasticité. » On colorie chaque nceuds pour imposer des contraintes sur cette
élasticité. Les branches de I'arbre a une longueur de rupture. Un arbre contenant uniquement
des noeuds noirs est un arbre parfait. Et, entre deux nceuds noirs, on peut insérer un nceud
rouge. Un arbre rouge-noir vérifie donc les trois propriétés suivantes :

(a) laracine est noire,
(b) le pere d’'un noeud rouge est noir,
(¢) la hauteur noir de chaque feuille externe est constante. [important]

Une feuille externe est, dans le code OCamrL, I'expression E; et, la hauteur noir d’'une feuille
externe est le nombre de noeuds noirs depuis la racine. On définit la hauteur noir d'un arbre
comme la hauteur noir de chaque feuille externe (qui est constante).

Le probleme est I'insertion d’'un nceud. Insérer un nceud noir est, en général, plus dangereux
car il modifie la hauteur noir de tout ’arbre. On préfere donc insérer un nceud rouge, sauf dans
le cas de la racine.

On considére donc la propriété (c) comme invariante. En effet, corriger un arbre pour valider
la propriété (a) ou la propriété (b) est bien plus simple.

On traite tous les cas dans le diaporama sur cahier-de-prépa, et on réalise 'exemple sur les
lettres A, L, G, O, R, I, T, H, M, E.

Pour supprimer un nceud dans un arbre binaire classique, on peut le remplacer par le maxi-
mal de son sous-arbre droit, ou le minimum de son sous-arbre gauche. Si on supprime un nceud
ayant un seul fils, on n’a qu’a re-brancher le sous-arbre. Pour les arbres rouges-noirs, c’est sup-
primer un nceud noir qui pose probléme. Pour cela, on introduit les neeuds doublement noirs,
qui comptent pour deux dans la hauteur noir. Ainsi, on supprime le nceud noir et on remplace
les autres noeuds par des nceuds doublement noirs. L’algorithme n’a donc qu’a faire remonter
le nceud doublement noir, jusqu’a la racine, ou il sera transformé en noeud simplement noir.



Un arbre de hauteur i a une hauteur noir bh > h/2. Et, la taille, i.e. le nombre de noeuds,
est supérieure a 2P" — 1. On conclut que h < 2log, (taille + 1). De méme par la propriété (c)
permet de conclure que h = O(log, taille).



