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1 Propriétés sur les mots

1. Soit ug,ve € X* tels que w = uug et w = vva. Si |uz| = |v2|, alors u = v = ve donc v est
préfixe de w. Si |ua| < |v2|, ug est suffixe de vo. Soit uz € X* tel que vo = ugus. Ainsi,
w = vugzuz = uuz, d'olt u = vuz. On en déduit que v est un préfixe de u. Similairement,
si |ug| > |vz2|, par symétrie du probleme, en inversant u et v, puis uy et va, on se trouve
bien dans le cas précédent. Ainsi, on a bien u est un préfixe de v.
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2. Soit u = wuq ...up avec, pour tout : € [1,n], u; € X. Or, au = ub donc au; ...u, =
uq ...upb done, pour tout ¢ € [1,n — 1], u; = u;41. Or, u; = a. De proche en proche, on
aVi e [1,n], u; = a. Or, uy, = b et donc a = b. On en déduit également que u € a*.
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3. La suite de la correction de cet exercice est disponible sur cahier-de-prepa.
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2 Une équivalence sur les mots

La correction de cet exercice est disponible sur cahier-de-prepa.

3 Langages

La correction de cet exercice est disponible sur cahier-de-prepa.

4 Propriétés sur les opérations régulieres

1. Ona
o* ={e}; o-A=0,; {e} - A=A

2. (1) On procede par double-inclusion.
“C” Soitw € (A-B)-C.Onposew =u-vavecu € A-Betv € C. On pose ensuite

u=ux-yavecx € Aety € B.Or, comme 'opération “:,” pour les mots, est
associative, onabienw = (z-y) -v =z (y-v),etdoncw € A- (B-C).
“D” Soitw € A-(B-C).Onposew =u-vavecu € Aetv € B-C. On pose

ensuite v = x -y avec x € B ety € C. Or, comme l'opération “-,” pour les
mots, est associative, alorsw =u- (z-y) = (u-x)-yetdoncw € A-(B-C).

(2) On suppose A C B.Onadonc B= AU (B\ A), et par définition A* = UHE]N A",
et B* = UHG]N B™. Montrons par récurrence, pour n € IN, P(n) : “A™ C B™.”
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— Ona A° = {&} C B° = {&} dou P(0).
— Soit n € N tel que A C B®.Ona A"+l = A" . Aet B**! = B™ . B. Or,

comme A" C B™ et A C B, et que “”est croissant (dans I'inclusion), on en
déduit que A1 C B*+1. Dot P(n + 1).

On procede par double-inclusion.

“2” Ona A® = (49! C [, o (A" = (4%)".

“C” Soit w € (A*)*. On pose donc w = uj ...up avec, pour tout ¢ € [1,n], u; €
A*. On pose également, pour tout i € [1,n], u; = v;1 ... v;,m,; ol, pour tout

j € [[1,mi]], Vij € A. D’Ofl, W = V11 ...V1,m V21 ---V2,mq ---VUn,m, € A*,
On en déduit que (A*)* C A*.

On procede par double-inclusion.

“C” Ona{e} C A* et donc A* = A* - {e} C A* - A*. D'ou A* C A* - A*.

“D” Soit w € A* - A*. On décompose ce mot : soient uj,us € A* tels que w =
u1 - u2. On pose n = |ui|, et m = |uz|. On décompose également ces deux
mots : soient (w1, w2, ..., wn) € A" et (Wn+1, Wnt2, ..., Wntm) € A™ tels
que u] = Wi - W2 - ... Wp et Uz = Wpt1 - Wpt2 * ... Wntm. Alnsi,

W=WL W2 een W Wntd * v - " Wnpm € A™.
Dou A* - A* C A*.
On procede par double-inclusion.
“C” Soitw € AU B.
— Siw € A, alorsw € A*, et doncw = w-e € A* - B*.
— Siw € B,alorsw € B*,etdoncw =¢-w € A* - B*.

On a donc bien AU B C A* . B*, et par croissance de 1’étoile, on a bien
(AU B)* C (A* - B*)*.

“D” Soit w € (A* - B*)*. On pose

W= U11...U1,nyV11---V1,mq

SUL .. U2 o V2L - - - V2, ng

*Up,1...Up,npUp,l...-Up,mp

ol, u;,j € Aetwv; ; € B.Onadoncw € (AU B)*.
On procede par double-inclusion.
“C” Soitw e A-(BUC).Onposew =u-vavecu € Aetve BUC.
— Sive B,alorsw=u-vEA-Betdoncw € (A-B)U(A-C).
— SiveC,alorsw=u-vEA-Cetdoncw € (A-B)U(A-C).
On a bien montré A- (BUC) C (A-B)U(A-C).
“D” Soitw € (A-B)U(A-C).
— Siw € A-B,onposealorsw =u-vavecu € Aetv € BC BUC. Ainsi,
onabienw =u-veA-(BUC).
— Siw € A-C,onposealorsw =u-vavecu € Aetv € C C BUC. Ainsi,
onabienw =u-veEA-(BUC).
On a bien montré A- (BUC) D (A-B)U(A-C).
Soit A = {a} et B = {b} avec a # b. On sait que abab € (A-B)*. Or, abab ¢ A* - B*
donc L1 Z Ls. De plus,a € A* - B*eta & (A- B)* donc Lz Z L. Il n’y a aucune
relation entre L et Lo.
On sait que (A-B)* C (A*-B*)* (car A- B C A*- B* et par croissance de I’étoile).
Mais, (A - B)* 2 (A* - B*)*. En effet, avec A = {a} et B = {b} olta # b,0on a
ba € (A* - B*)* (d’apres la question précédente) mais ba ¢ (A - B)*. On a donc
seulement Ly C Lo.
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Ona L; C Ly. Eneffet, AN B C B donc (AN B)* C B* par croissance I'étoile. De
méme, ANB C Adonc (ANB)* C A*.Dou (ANB)* C A*N B*. Mais, L1 2 Lo.
En effet, avec A = {a} et B = {aa},ona ANB = @ etdonc L1 = (ANB)* = {e},
mais, Ly = A* N B* = B* (car A* C B*),etdonc Ly Z L.

Comme A* C (AU B*) et B* C (AU B)*, alors A* U B* C (AU B)*. Mais,
A*UB* 2 (AU B)*. En effet, si A = {a} et B = {b} ou a # b, alors on a
ba € (AU B)* mais ba ¢ A* U B*. On a donc seulement L; C Lo.

Ona L; C Ly. En effet, soit w € A- (BN C). On pose w = u-v avecu € A et
v € BNC.Commewv € B,alorsw = u-v € A- B. De méme, comme v € C,
alorsw =u-v € A-C.Onadonchienw € (A-B)N(A-C).Dou Ly C Lo.
Mais, L1 2 Lo. En effet, avec A = {a,aa}, B = {b} et C = {ab} ol a # b, on a
aab € BNC = g mais, aab € A- Betaab € A-C, donc aab € Ly. On a donc
seulement L1 C Lo.

On a, d’apres la question 2.

L1 = (A*UB)* = ((A*)* - B*)" = (A* - B*)* = (AU B)* = L.

5 Habitants d’expressions régulieres

1.

(1)

2

(1)

2

Les mots de taille 1, 2, 3 et 4 de ((ab)* | a)* sont a, aa, ab, aaa, aaaa, abab, aba,
abaa, aab, aaab et aaba.

On sait, tout d’abord, que I'expression réguliere (a - ((b-b)* | (a-@)) - b) | < est
équivalente a (a - (bb)* - b). Les mots de taille 1, 2, 3 et 4 sont donc abbb et ab.
Les mots de taille 1, 2 et 3 de (a | b)* - (a | ¢)* sont a, b, ¢, aa, bb, cc, ab, ac, be, ba,
ca, aaa, bbb, cce, aac, aab, bbe, bba, cca, aba, abe, baa, aca, acc, abb, bca, bee, cac, bab
et caa.

Les mots de taille 1, 2 et 3 de (a - b)* | (a - ¢)* sont ab et ac.

6 Regexp Crossword

https://regexcrossword.com/|

7 Description d’automates au moyen d’expression régu-

liéres
1. (a|b)* -a-b-b-a-(a|b)*; 3. (a-(ab)*) | (a-a- (ba)*);
2. a*-a-b*; 4. (aa) - (aa)*.

8 Vocabulaire des automates

On représente, ci-dessous, 'automate o décrit dans ’énoncé.

a,b,c
a,b,c

a a,b,c

Ficure 1 — Automate décrit dans ’énoncé de I'exercice 8

1. Cet automate n’est pas complet : a I’état 0, la lecture d'un a peut conduire a I’état 0 ou

bien a I’état 1.


https://regexcrossword.com/

2. Le mot baba est reconnu par ¢f mais pas le mot cabcb.
3. L’automate reconnait les mots dont la 32™¢ lettre du mot, en partant de la fin, est un a.

9 Complétion d’automate

1. Non, cet automate n’est pas complet. Par exemple, la lecture d'un b a I’état 1 est impos-
sible.

2. Cet automate reconnait le langage L = Z(a - b (a | b)*).
3.

a,b

Ficure 2 — Automate complet équivalent a of

10 Construction d’automates

a,b,c
1.
a,b,c
a,c a,c
b b a,c
2.
b
a,c b b
3.
a,c
b a,c a,c
4.
b
a,c b a.b,c
5.
b b
6.
a,c a,c a,b,c



11 Déterminisation 1
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Déterminisation 2

Exercice supplémentaire 1

. Montrer que I'ensemble des langages reconnaissables est stable par complémentaire.

. Montrer que I'ensemble des langages reconnaissables est stable par intersection.

Soient o = (X,Q,I,F,6) etd’ = (X,@',I', F',§') deux automates déterministes com-
plets, tels que £ (s1) = £L(sd’). Alors

L(Z,6',I',Q" \ F', &) = Z* \ L(sl).

On utilise les lois de DE MorcaN en passant au complémentaire les deux automates,
puis 'union (que I'on a vu en cours), et on repasse au complémentaire.
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