1.

TD 16 : Equations différentielles

Exercice 1

Résolvons I'équation (E) : 2’ — 3z = (t + 1)e*. On pose (E) 1’équation ho-
mogene associée : ' — 3z = 0. Une fonction f est une solution sur R de (E)
si, et seulement si, il existe un réel K tel que, pour tout t € R, f(t) = K - 3.
On fait varier la constante K en posant f(t) = k(t) - €3t car Vt € R, e3! # 0.
Ainsi, f est une solution de (E) si, et seulement si k'(t) -3 + k(t) - 33t —
3k(t) - e3t = (t + 1)e?! si, et seulement si, k(t) = (t+ 1) - e ! si, et seulement
si, k(t) = —(t+2)-e " + K.

On en déduit qu’'une fonction f est une solution sur R de (E) si, et seule-
ment si, il existe un réel K tel que, pour tout ¢t € R,

fit) =K -e3 — (t+2)-e?.

Exercice 2

On considere I'équation différentielle (E) : 2/ (t) — 32/ (t) + 2z(t) = te?!, et
on note (Eq) 'équation homogene associée : z”/(t) — 3z’ (¢) + 2x(¢) = 0.
a. On résout I’équation caractéristique :
r?—3r+2=0 < (r—1)-(r—2)=0.
Donc x est une solution sur R de (E) si, et seulement si, il existe
deux réels K et L tels que, pour tout ¢t € R,
x(t) = K-e'' + L-e’t.
b. On recherche des solutions sous la forme x(t) = €™ : t > €™ est une
solution de (E) si, et seulement si r> —3r+2=0. D’ou, ¢, : t
el® et ¢, : t -+ e sont des solutions. Or, ¢, et p, sont libres. Do,

x est une solution de (Eg) si, et seulement si, il existe deux réels K
et Ltelsquex =K ¢+ L-p,.
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2.

On résout maintenant ’équation (E) avec second membre. On peut procéder
en utilisant 4 méthodes.

a. On trouve une solution particuliere ¢ : = est une solution de (E) si,
et seulement si, il existe deux réels K et L tels que, pour tout t € R,
x(t) = K- et + L-e? +(t).

b. On fait varier la constante K : on cherche une solution particuliere
de la forme z(t) = k(t) - e!t.

c¢.  On fait varier la constante L : on cherche une solution particuliere
de la forme z(t) = £(t) - e*t.

d. On fait varier les deux constantes K et L (> rappel 3.) : on cherche
une solution particuliere de la forme x(t) = k(t) - el + £(t) - €*.

On choisit la méthode ¢ : la fonction ¢ + £(t) - e

et seulement si,

07 (t)e + 40/ (t)e® + 40(t)e — 3(2 (t)e?t + 20(t)e®!) + 24(t)e*! = te?

est une solution de (E) si,

)
si, et seulement si, £/ (t) + ¢’ (t) =t si, et seulement si s’ (t) + s(t) = ¢, en no-
tant s(t) = ¢'(t). On nomme (F) 'équation s'(t) + s(t) =t et (Fy) Iéqua-
tion homogene associée s’ (t) + s(t) = 0.
Une fonction s est une solution de (F) si, et seulement si, il existe un réel
M tel que, pour tout ¢t € R, s(t) = M e~t. De plus, une solution particuli¢re
de (F) est t ¢t — 1. Une fonction s est une solution sur R de (F') si ; et seu-

lement si, il existe un réel M tel que, pour tout ¢t € R, s(t) = Me™t +¢— 1.
Autre rédaction : ’ensemble des solutions sur R est

{t>Ke'+t—1|KeR}

Do, ¢+ t2/2 — 1 est une solution particuliere de 1’équation différentielle
() + 2 (t)=t. Dou, t+ (t2/2 —1t) - e* est une solution particuliere de
(E).

On en déduit que z est une solution sur R de (F) si, et seulement si, il existe
deux réels K et L tels que, pour tout ¢t € R,

1
x(t)=K- e+ L-e? + (EtQ—t) et

Autre rédaction, sans briser ’équivalence : ¢ est une solution de ¢ (t) +
0 (t) =t si, et seulement si, il existe deux réels M et N tels que, pour tout
teR, U(t)=—Met+t2/2 —t+ N. D’oli,  est une solution de (E) si, et
seulement si, il existe deux réels M et IV tels que, pour tout ¢ € R,

1
x(t)=K- e+ L-e? + (5752 —t) et
On considere (E), Péquation différentielle
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(1+ 3227 (t) +2t(1 + ) 2’ (t) + z(t) = 0.

On cherche d’abord une solution de la forme (1 + t?)®. Soit ¢ la fonction
définie, pour tout ¢ € R, comme ¢(t) = (1 + ¢?)®. La fonction ¢ est une solu-
tion sur R de (Ey) si, et seulement si, V¢ € R,

(1+t)2a(1 +t2)* 1 +2a - 2(a — 1)t2(1 + t2)*72)
+2t(1L+t%) - 2at(1 4+ ¢2) L + (1 4 ¢2)*
= (40?t? +20(1+ %) + 1)(1+1*)* =0

si, et seulement si 402t? + 2a(1 +t2) + 1 = 0, si, et seulement si, 2a+1 =10
et 402 + 2a = 0 (car deux polynomes sont égaux si, et seulement si, leurs
coefficients sont égaux) si, et seulement si, « = —1/2.

Exercice 6

2(t) = —wy(t)
v (t) = fwalt)

valent & X'(t) = A- X(t) ot X(¢) = (58) ot A= (g *0“’).

— 1% méthode : diagonaliser la matrice A.

1. On considere le systeéme (E) : { . Matriciellement, il est équi-

On réalise un changement de base B — B’, de telle sorte a ce que ’équation
X'(t) = A- X(t) soit équivalente a U’ (t) = D-U(t), ou D est diagonale. En
notant P la matrice de passage, on a X(t) = P-U(t) (et D=P~1.-A.P).

On commence par calculer le polynéme caractéristique x 4 de la matrice A.
Soit A € C. On a
YA\ = det(AL, — A) = | &”‘ =N = (A tiw) - (A—iw).
—w

D’oti, Sp(A) = {—i w, +i w}, et A est diagonalisable. En effet, elle est de taille
2 et possede deux valeurs propres distinctes. Cherchons des vecteurs propres
de A associé & chacune des valeurs propres. Soit Z = (¢ ¥)" € M,,(C). On
a

X € SEP 4 (—iw)
= AX = —wX

—WyY = —IWT
+wr = —iwy

—={Y= +z.:n car w > 0 par hypothese,
T =—iT

= y=1ix

=S X=2-(1 i)'
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De méme, X € SEP 4 (+iw) < X =x-(1 —i)'. Ainsi, la matrice de pas-
sage du changement de base B — B’ g’écrit

Dot
u' (t) = —iw - u(t)
(E) = Lo (1) = +iw - v(t)
=K. efiwt .
I otiwt 00 (K,C) € C?,

x(t)) _ (1 1) . (K e—iwt)
y(t) i i I, etiwt
P
x(t) = Ket + [e it
y(t) =iK et —iLe !
a€eR —B€eR

—— e e

z(t) = (K + L) coswt + (—iK +iL) sinwt

= y(t) = K —iL)coswt + (K + L) sinwt
NI
+BeR a€eR

— 2#de méthode : poser z = x + 2.

Alors, (E) <= 2/(t) = iw z(t) <= 2/ (t) + iy (t) = iw (z(t) + y(t)) . 11 existe
donc K € C tel que, pour tout t € R, z(t) = K - ™. On pose donc K = o +
0.

Alors,

z(t) +iy(t) = 2(t) = (a+1i0) - (coswt + isin wt)
= (acoswt — fsinwt) + i (B cos wt + asin wt).

On résout a présent le systeme (F).



Donc, (¥ 2)" est une solution sur R de (F) si, et seulement s’il existe
trois réels «, 5 et v tels que, pour tout t € R,

z(t) = acoswt — Bsinwt ,
{y(t) = asinwt + fcoswt
2(t) =Vi+~.
Remarques (bient6t dans le rappel 2.1)

— La solution générale de (F') peut s’écrire matriciellement sous la forme

solution
particliere
de (F)

z(t) cos wt —sinwt 0 0
(y(t)) =« (sinwt) +4 ( coswt ) + (0) + ( 0 )
z(t) 0 0 1 Vit

la solution générale du systéme homogene (F)

— La solution générale de (Fy) est de la forme ¢+ a ¢y (t) + 8 po(t) +
¥ p5(t), olt (¢, ¥,, @3) est une base de 'ensemble des solutions de (Fy,),
qui est donc un espace vectoriel de dimension 3, qui correspond au
nombre d’équations.

— La solution générale de (F') est donc

z(t) coswt —sinwt 0 «Q 0
(y(t)) = (sinwt cos wt O) . (5) + ( 0 )
2(t) 0 o 1/ \n Vi

rotation d’une rotation d'angle wt

On nomme (G) Péquation Z’(t) = & A Z(t). On se place dans un espace eucli-
dien orienté de dimension 3. On pose f et g les fonctions f: E 2 ' i ||Z|3
et g: 2% (W|Z). Soit M : I — E une solution, sur l'intervalle I, de
I’équation (G). Montrons que les deux fonctions fo M et go M sont cons-
tantes sur I, i.e., montrons qu’il existe deux réels « et 3 tels que, pour tout
tel, f(M(t)) =aet g(M(t)) = 8. La fonction M est dérivable car M est
une solution de l’équation différentielle (G). Et, la fonction f: (x,y,2)
2? +y? + 22 est de classe €' (d’apres les théorémes généraux), et

O f(x,y,2) =2z, Opf(x,y,2) =2y, et O3f(x,y,2) =2z

i.e., Vf(x,y,z) = 2%. D’apres la régle de la chaine, la fonction fo M est dé-
rivable et

S F(M@) = (M @VF(M(0)) = 208 A MOIM(D) =0.

D’ou, fo M est constante sur I. De méme, la fonction g o M est dérivable et



d ’
S o(M(0) = (M (1)[Tg(M(1)).
Or, ¢g(z,y,2) = w & +wyy +wgz en notant &= (wy,wy,ws), et alors
Vyg(x,y,z) = (wy,w,,ws) = @. D'on,
d
at?

La fonction g o M est donc constante sur [.

(M(t)) = (@A M(t)|@) = 0.

On en déduit que les solutions de (G) sont a une distance constante de I’ori-
gine, leurs trajectoires sont incluses dans une sphere.

Exercice 7
Soit (E) I'équation différentielle 22 y" (z) — x(22? — 1) y/(z) — (222 + 1) y(z) = 0.

1.

(a) On cherche une solution de (E) développable en série entiére :

y@) =) a,a",
n=0

et exprimer le coefficient a,, en fonction du coefficient a,.

(b) Quel est le rayon de convergence R de la série entiére Z% ?

(c) Calculer, pour tout z €0, R[, la somme f(x) = Z;io%.

2. Vérifier que g : x — 1/x est une solution sur |0, +oo[ de (E).

3. Déterminer la solution générale, sur I'intervalle |0, +oo|, de I'équation diffé-
rentielle de deux maniéres :

(a) en utilisant la question 2 et la variation de la constante ;

(b) en utilisant les questions 1 et 2.

Cette équation différentielle est d’ordre 2, on la résout sur |0, +oo[ ou | — o0, 0[. La
solution générale est de la forme y(x) = K ¢, (z) + L py(x), ol ¢, est développable
en série entiere, et ¢, ne l'est pas.

1. E



(a) Soit R le rayon de convergence d’une série entiere > a,z". Et, soit,
pour tout réel » €] — R, R[, y(z) = 3> a,z".
y est une solution de (E) < -

= —ay +Z (n—=1)(n+1)a, —2(n—1a, 5Jz" =0
—ag =10
— {Vn e N\ {0’1}, (n 4 1>an _ 2(],77‘72 par unicité du DSE
VpEN, ay, =0,
{VP EN, agy =a/(p+1)!
(b) Soit (u,),en la suite définie par u, = [2*PT/(p + 1)!|. Alors la série
LN (p+ DY = Puy,. B,

m 2
pe1 _ Jo] 0="1.

u, p+2pooo

D'ou, R = +oc.
(c) Pour tout réel positif = € 0, +oo[

o) x2p+1 o0 2p+2 p+ 1

1 e

Cette expression de f (az) n’est pas deﬁme en 0, mais elle est prolon-
geable par continuité en 0. En effet,

i [Développement limité.]
2 2 2
@2 1 (2®—2fe(x
° :( ( >>:x+x5(x)—-—+0.
x x @0
ii. [Utiliser le DSE.] La fonction f est développable en sé-

rie entiére, donc continue (et méme C*°) sur linter-
valle | — 00, +00].

2. On vérifie que g est une solution de (E) sur |0, 4o0[.
3.
(a) On fait varier la constante en posant y(z) = £(z)/x..

(b) D’apres le théoréme de superposition, y est une solution de (E) sur
]0, 400 si, et seulement si, il existe un couple de réels (K, L) € R?
tel que, pour tout x € ]0, +oo],




Exercice 8

Résoudre sur R? \ {(0,0)} I'équation aux dérivées partielles

of  of _

(E) :
On passe en coordonnées polaires : on pose M : (r, @) = M(r, ) = (rcosy,rsin ).
On pose, de plus, F' = M o f. Ainsi, en appliquant la régle de la chaine,!
OF Ox Of n dy If
Or  Or Or Or Oy
oF 0z Of oy Of

% B % Ox + Op . oy

On remplace avec les dérivées connues :

a_F—COS .g+sin .g
ar (PP gy TR gy
OF af of

% = —rsin<p~%+rcosgoo@
On reconnait, a la 2" ligne, 'équation (FE). Ainsi, (F) est équivalent &
OF [0p(r, ) = 0 si, et seulement si, il existe une fonction k telle que F'(r, ) = k(r)
si, et seulement si, il existe une fonction f(z,y) = k(\/z? + y?).

! pas & f, ce qui conduit & des calculs plus complexes comme dériver Arctan, mais a F
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1 Rappels
1.1 Théoréme de Cauchy-Lipchitz.

Définition : On dit que z : t > x(t) est une solution sur un intervalle I de ’équation
différentielle =’ (t) = a(t) - z(t) + b(t) si (i) la fonction x est dérivable sur I ; (i)
pour tout t € I, 2’ (t) = a(t) x z(t) + b(t).

Remarque : la fonction = est a valeur dans E un espace vectoriel normé ; la fonction
b est aussi a valeur dans F' ; a est une application linéaire de ’espace vectoriel F
vers F.

Remarque : Résoudre un systéme d’équations différentielles est équivalent a résoudre
Péquation matricielle X’ (t) = A(t) - X(t) + B(t), ou X(¢) est un vecteur de fonctions,
et A(t) est une matrice de fonctions. Pour un systéme

{ 21 (1) = ayy (8) X @y (8) + -4 @y, (1) X 2, (1) + b (8)

T (1) =y () X 21 (8) + -+ G () X 2, (1) + by (8),

n

on pose la matrice A de coefficients (fonctions) (a; ;) jep,np2> €t X le vecteur de

coefficients (z;);cp1 -

Théoreme (Cauchy & Lipschitz) : Si I est un intervalle, et les fonctions I 5 t + A(t)
et I >t B(t) sont continues, si ty € [ et si X, € M, ;(R), alors il existe une
unique solution sur I de I’équation matricielle X' (t) = A(t) - X(¢) + B(t) telle que
X(ty) = X, (condition initiale de '’équation différentielle).



On nomme X'(t) = A(t) - X(t) + B(t) équation différentielle et X (t,) = X, la con-
dition initiale. Le probléme est nommé un probleme de Cauchy.

Bilan : Sous certaines conditions, tout systeme d’équations différentielles adjoint
d’une condition initiale, il y a existence et unicité de la solution.

1.2 Principe de superposition.
Le théoréme suivant est un corollaire du théoreme de Cauchy-Lipschitz.
Théoreme :

— Avec second membre. La solution générale de I’équation avec second
membre est la somme de la solution générale de ’équation sans second
membre et d’une solution particuliere de I’équation avec second membre.
(’ensemble des solutions d’une équation différentielle avec second
membre est un espace affine.)

— Sans second membre. L’ensembles solution de I’équation sans second
membre est un espace de vectoriel de dimension n, ot n est le nombre
d’équations différentielles (i.e., la taille de la matrice A). Autrement dit,
la solution générale de I’équation sans second membre est la superposition
de n solutions linéairement indépendantes.

Preuve :

— On pose (E) une équation différentielle de la forme X'(t) = A(t) - X(¢) + B(t), ot A(t) €
M, . (R), X(t) € M, 1(R) et B(t) € M, 1(R). On pose de plus, (Ey) I'équation homogene
associée : X'(t) = A(t) - X(t). Si X; et X, sont deux solutions de (E), alors X; — X, est
solution de (Eq) car X1 (t) = A(t) - X, (t) + B(t) et X5(¢t) = A(t) - (X, — X,)(t). Soit X, =
X, — X,, alors X; = X, + X et X, est solution de (E) et X, est une solution de (E). 11
reste a montrer qu’il existe une solution particuliere. D’apres le théoreme de Cauchy-

Lipschitz, si t - A(t) et t — B(t) sont continues, alors il existe une solution de (F).

—  Soit I un intervalle, et A: I >t A(t) € M, ,(R) une application continue. Soit t, € I.
Soit, de plus, 8 Pensemble des solutions de 'équation (E). Montrons que dim 8 = n. On
pose I'application

§ = M,,(R)

(] .
X = X(ty)

Montrons que @ est une application linéaire bijective. Par construction, @ est linéaire. De
plus, d’apres le théoreme de Cauchy & Lipschitz, il existe au moins une solution X qui
vérifie la condition initiale X (t,) = X;, quel que soit X, € M, ;(R). D’otlt, ¢ est surjective.
Egalcmcnt, toujours d’apres le théoreme de Cauchy & Lipschitz, cette solution est unique.
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L’application @ est surjective. On en déduit que @ est linéaire et bijective. Ainsi, dim§ =
dim M, ;(R) = n.

1.3 Equations différentielles > 1.

Une équation différentielle d’ordre n est de la forme
™) =a, () " V() + a,_o(t) - 2D (E) 4+ -+ an(t) - 27 (1) + aq () - 2/ () + ag(t) - 2(t) + b(L).

Elle est équivalente a un systéme d’équations différentielles que I'on peut exprimer
matriciellement comme

, 0 1 0
' (t) : 0 . x(t) 0
a”(t) | _ ) 0 0 Z'(t) + 0
: 0 1 :
(n) (n—1) b(t
220 Nagt) ) ap(t) -« e,/ 2O/ B0/
X’ (t) e X(t) B(t)

La matrice A(t) est nommée la matrice compagnon de 1'équation différentielle (FE).2

Exemple : variation des deux constantes.

On résout sur R équation (E) : 12" (t) +4a'(t) +4z(t) = e 2! /(1 +t?). On consi-
dere (E) I'équation homogene associé. [La solution générale de (E) est de la forme
x(t) = K p,(t) + L oy(t) + (1), ou les fonctions ¢, et ¢y sont des solutions de (E)
linéairement indépendantes.] On cherche une solution de (Eg) de la forme z(t) =

e .
(Eg) <= 1rl+4r+4=0<= (r+2)?=0<r=-2.

Dot ¢, : t > e 2t est une solution de (E). On fait varier la constante en posant

x(t) = k(t) e 2t Alors, 2/(t) = K'(t) - 1 (t) + k(t) - @1 (t) et /() = 2- K/ (t) - o] (t) +
E7(t) - @q(t) + k(t) - ) (). Dot
(Eo) <> k(t) - (@ (t) +4¢' (t) + 4(t)) + 4K (t) - (41 (t) + 201 (t)) + K (t) - @1 (1) =0

=Skt =0=k(lt)=L<=k(t)=Lt+ K.

2 En lien avec la démonstration du théoréme de Cayley & Hamilton.
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Donc, z est une solution de R de (E) si, et seulement si, il existe deux réels K et L tels que,
pour tout ¢t € R, z(t) = (Lt + K) - e ', [Ainsi, on peut poser ¢, : t — te=2!. On a donc trouvé
une base de lespace vectoriel des solutions de (E).]

Pour résoudre (E), on fait varier les deux constantes en posant

(i) =50 (o) + 0~ (L ppern)

2
. X(1) Dy (1) Dy (t)
On cherche une solution de cette forme X&t) =(z(t) z'@t)".

(B) = X'(6) = (34 j4> X+ (e*”/((i +t2)>

K(8) Py + (1) Do) ( 0
ThPrth +EH-PH 4

SHOBO+COB0 = (2, p2)

f4) - (RtbPrtty + by otty) + (e% /(? +t2)>

e HE(t) +te 2l (t) =0
A {72e’2t K () + (1= 26)e2 £/() = &2 /(1 + £2)

o
() =me

k(t)=—3n(1+ )+ K

{(t) = Arctant + L

(

<= z(t) = (—iIn(1 + t*) + K)e* + (Arctant + L)te 2.

On en déduit que z est une solution sur R de (E) si, et seulement si, il existe deux réels
K et L tels que, pour tout ¢ € R,

1
x(t)=Ke 2 + Lte? + (t Arctant —iln(l + t2)> e 2t
p1(t) p1(t)

()

Quel est I'intérét de faire varier les deuz constantes ? En faisant varier la constante k, on doit
résoudre I’équation d’ordre deux, et on doit donc intégrer deux fois, ce qui peut étre difficile.
En faisant varier les deux constantes, on utilise une équation de 1" ordre, et on n’a qu’a intégrer
une fois deux fonctions « simples. »
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Le Wronskien

On suppose avoir une équation homogene (E) : 2" (t) = a(t) 2’ (¢t) + b(¢) z(t) d’ordre
2. Elle est équivalente au systéme matriciel X’(¢) = A(t) - X(t), ou

t
X(t) = (“””,( >) ot
' (t)
En résolvant ce systéeme de deux équations différentielles d’ordre 1, on trouve deux
solutions @, (t) et ®,(t). Ainsi, (E) est équivalent a X(t) = K - @,(t) + L - Py(1),
d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz. D’ou, (F) est équivalent a
z(t) = K- 1(t) + L - po(t)

ot les fonctions ¢, et , sont libres, car @, et @, le sont. Cela signifie que si o &, +
B @45 =0 alors o = § = 0. Cela signifie aussi que

)
0 1 )

VEER, W(t) = det(y,80) = [0 20— 1 (0) h(6)— alt) - (1) £ 0

@1 (1) @5(t)

Ce déterminant est appelé le wronskien. (Cadeau) La fonction W est dérivable car
¢ et @, sont de classe €2, et W’ =, - @ (t) — 5 - ¢y . D’ol, comme @, et ¢, sont
solutions de I’équation différentielle (E), alors

W' =@ (a py—b-p3) —pg-(a @) +b-py) =a- (¢ @h—¢1 ).

D’ot, pour tout t € I, W/(t) = a(t) - W(t). Or, on sait résoudre cette équation diffé-
rentielle : il existe un réel K tel que, Vt € I, W(t) = K - eA® ot A est une primitive
de a. La solution peut étre écrite comme

W(t) = K-eko®%  out, el

En effet,
d
EKGA(t) =K. A/(t> . eA(t> S K- a(t) . eA(t> = a(t) . (K . ea(t>)_
L’égalité A est vraie car 5 f s) ds = a(t) par le théoréme fondamental de ’analyse,

comme la fonction a est contlnue
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2 Exemples

Résoudre I'équation de d’Alembert pour des fonctions de classe C? dans R? :

) o*f 1 0°f
S R

Montrer que que f(x,y) = a(zx — vt) + b(z + vt) = a(a) + b(B).

Soit le changement de variables (a, ) = (z —vt,x + vt), et v: (z,t) = («, 5). Et,
soit F' une fonction de (a, f) telle que f = F o~. En appliquant la régle de la chaine,
on trouve

0f _OF oo OF 05 oy _or  or
or Oa Ox OB Ot — Oox Oa 0Of
ot Oa 0Ot 0B Ot ot O ap

En réappliquant la regle de la chaine pour calculer la dérivée seconde de F' par rap-
port a x, on trouve que

O Op

0%f 0 <6F 8F) oo 0 <3F 8F) ap
o’

922 o "5z " 95 \oa T 38
d’ot, en appliquant le théoréme de Schwarz,
af?  9°F 0*F  O’°F
o= +2 + -
0x?  da? Oa 0B 0p?

De méme, on calcule la dérivée seconde de F' par rapport a t, et on trouve que

8—F_7U£<7v8_F+v8_F) v3<fv8_F+v8_F)
oz O O op ap O op
_02.82—F72v2. 62F +'U2.82F
N oa? Oa 0P 0B
Ainsi, on en déduit que
OF oF
(E) < 9005 0= i uw(B) <= F(a,B) = b(B) + ala).

Donc f est une solution de I’équation d’onde de d’Alembert si, et seulement si, il
existe deux fonctions a et b de classe C? telles que

Ve, Vi, f(z,t) = a(x — vt) + b(z + vt).
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