
n → ∞, np → λ

Probabilités MPI / MP2I

“Outils” pour les

variables aléatoires

Espérance

bornée ==> espérance finie

espérance linéaire

E[a⋅X + b⋅Y] = a⋅E[X] + b⋅E[Y]

E[a⋅X + b] = a⋅E[X] + b

E[X] = ∑ xᵢ P(X = xᵢ)

E[X] = ∑ₙ˲₀ P(X ≥ n)si X(Ω) ⊂ ℕ

Théorème de transfert

E[φ(X)] = ∑ xᵢ P(φ(X) = xᵢ) = ∑ φ(xᵢ) P(X = xᵢ)

φ : X(Ω) -> ℝ

"<=>"

X possède une espérance

∑ xᵢ P(X = xᵢ) converge absolument

∑ P(X ≥ n) converge

Variance

V[X] = E[X²] - E[X]²Formule de König-Huygens

V[X] = E[ (X - E[X])² ]

si X² est d'espérance finie

V[X] existe <==

E[X] existe <==

V[α⋅X + β] = α²⋅V[X]

V[X] >= 0

Écart-typeσ[X] = √ V[X]

Covariance

Cov(X,Y) = E[X⋅Y] - E[X]⋅E[Y]

V[X] = Cov(X,X)

presque un produit scalaire

symétrique

bilinéaire

positif

MAIS PAS défini

<=>

X et Y non corréléesX et Y indépendantes ==>

E[X⋅Y] = E[X]⋅E[Y]

Cov(X,Y) = 0

V[X+Y] = V[X] + V[Y]

Série génératrice

G(t) = ∑ pₙ tⁿ, où pₙ = P(X = n)

R >= 1

G définie et continue sur [-1,1] <==

G de classe C∞ sur ]-1,1[ <==

P(X = n) = dⁿG(0)/dtⁿ ⋅ 1/n!la série génératrice permet
de retrouver la loi de X

E[X] = G’(1)E[X] existe <=> G dérivable en 1

V[X] = G”(1) + E[X] - E[X]^2V[X] existe <=> G deux fois dérivable en 1

G[X+Y] = G[X] ⋅ G[Y]si X et Y sont indépendantes

Inégalités pour les

variables aléatoires

Markov

si X positive

si E[X] existe

P(X >= a) <= E[X] / a

Bienaymé-Tchebychev

si V[X] existe

on note μ = E[X]

P(|X - μ| >= a) <= V[X] / a²

Loi faible des
grands nombres

si E[Xᵢ] = μ et V[Xᵢ] = σ²

si Xᵢ deux à deux indépendantes

P(|X̅ - μ| >= a) <= σ² / n⋅a² --> 0

où X̅ = ∑ Xᵢ / n

Lois usuelles

Loi uniforme 𝒰  (Ω),
avec |Ω| = n

P(X = k) = 1 / n

X(Ω) =〚1,n〛

équiprobabilité

Loi binomiale ℬ (n,p)

P(X = k) = [k parmi n] ⋅ pᵏ ⋅ qⁿ⁻ᵏ

X(Ω) =〚1,n〛

k succès parmi n lancers indépendants

E[X] = n⋅p,  V[X] = n⋅p⋅q

G(t) = (pt + q)ⁿ

X + Y ~ ℬ(n₁ + n₂, p)

stable par somme

si X et Y sont
indépendantes

Loi de Poisson 𝒫  (λ)

P(X = k) = exp(-λ) ⋅ λᵏ / k!

X(Ω) = ℕ

E[X] = λ,   V[X] = λ

G(t) = exp λ⋅(t-1)

X + Y ~ 𝒫 (λ₁ + λ₂)

stable par somme

si X et Y sont
indépendantes

Loi géométrique 𝒢  (p)

P(X = k) = p ⋅ qⁿ⁻ᵏ

E[X] = 1/p,    V[X] = q/p²

X(Ω) = ℕˣ

temps d'attente du premier
succès de lancers indépendants

G(t) = pt / (1 - qt)

unique loi “sans mémoire” P(X > n + k | X > k) = P(X > n)

Généralités

Probabilité, définition

P : 𝔄  --> [0,1] 𝔄  est une tribu

sous-ensemble de ℘(Ω)

stable par

complémentaire

union dénombrable

Ω ∈ 𝔄

P(Ω) = 1

P(⨃ Aₙ) = ∑ Aₙ σ-additivité

Conséquences

P(A̅) = 1 − P(A)

croissance de la probabilité A ⊂ B ==> P(A) <= P(B)

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) - P(A ∩ B)

σ-sous-additivité P(⋃ Aₙ) <= ∑ P(Aₙ)

continuité

croissante

si Aₙ ⊂ Aₙ₊₁

alors P(⋃ Aₙ) = lim P(Aₙ)

décroissante

si Aₙ ⊃ Aₙ₊₁

alors P(∩ Aₙ) = lim P(Aₙ)

limites d'union / d'intersections

P(∪ Aₙ) = limₙ P(∪ⁿ Aₖ)

P(∩ Aₙ) = limₙ P(∩ⁿ Aₖ)

Événements presque
certains / impossibles

événement presque certain

P(A) = 1

stable par intersection finie ou dénombrable

événement presque impossible

P(A) = 0

stable par union finie ou dénombrable

P(A) = 0 ==/=> A = ∅

Indépendance

deux événements P(A ∩ B) = P(A) × P(B)

famille d'événements

deux à deux
indépendantes

indépendantes

P(∩ⱼ Aⱼ) = ∏ⱼ P(Aⱼ)

pour toute famille
finie J ⊂ I

==> P(∩ Aₙ) = limₙ ∏ⁿ P(Aₖ)

Probabilités conditionnelles

P(A|B) = P(A ∩ B) / P(B) si P(B) ≠ 0

P(A|B) = P(A) si A et B indépendants

P(A|B) = 1 si A ⊂ B

Systèmes d'événements

complet

⨃ Aₙ = Ω

union disjointe et certaine

quasi-complet

P(⨃ Aₙ) = 1

union disjointe et quasi-certaine

probabilités totales

si les Aᵢ forment un système
quasi-complet d'événements

P(B) = ∑ P(B ∩ Aₙ) = ∑ P(Aₙ) ⋅ P(B | Aₙ)

on “décompose” l'événement B

Formule de Bayes

P(A|B) = P(A) ⋅ P(B|A) / P(B)

si P(A) ≠ 0 et P(B) ≠ 0

~~> on peut combiner cette formule à un système quasi-complet


