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Préparation aux oraux CCINP n°1

Logique & graphes

Définition. Étant donnée une formule 𝜑 de la logique proportionnelle, on dit que :
• c’est un littéral si 𝜑 = 𝑝 ou 𝜑 = ¬𝑝, pour 𝑝 ∈ 𝒫 ;
• c’est une clause si 𝜑 = ℓ1 ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ ℓ𝑛, où les ℓ𝑖 sont des littéraux ;
• c’est une FNC si 𝜑 = 𝑐1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ 𝑐𝑚, où les 𝑐𝑗 sont des clauses ;
• c’est une 𝑛-FNC si 𝜑 est une FNC et que chaque clause de 𝜑 contient au plus 𝑛 littéraux.

Q1. Parmi les formules suivantes, lesquelles sont des FNC ? Pour toutes les formules sous FNC, les-
quelles sont des 𝑛-FNC ? Quelle sont les valeurs de 𝑛 ? Quel est le nombre de clauses de ces
formules ? Finalement, lesquelles sont satisfiable ?
(1) 𝜓1 = (𝑥0 ∨ 𝑥1 ∨ 𝑥2) ∧ (¬𝑥0 ∨ ¬𝑥1 ∨ ¬𝑥2)
(2) 𝜓2 = (𝑥0 ↔ 𝑥1) ∨ (𝑥2 ↔ 𝑥3) ∨ (𝑥4 ↔ 𝑥5)
(3) 𝜓3 = (𝑥0 ∧ 𝑥1 ∧ 𝑥2) → (¬𝑥0 ∨ ¬𝑥1 ∨ ¬𝑥2)
(4) 𝜓4 = (𝑥0 ∨ 𝑥1) ∧ (¬𝑥0 ∨ 𝑥2) ∧ (¬𝑥1 ∨ ¬𝑥2)
(5) 𝜓5 = (𝑥0 ∧ ¬𝑥1) ∨ (𝑥2 ↔ 𝑥3) ∨ (𝑥4 ↔ ¬𝑥5)
(6) 𝜓6 = (𝑥0 ∧ ¬𝑥1 ∧ 𝑥2) ∨ (𝑥0 ∧ 𝑥1 ∧ ¬𝑥2) ∨ (¬𝑥0 ∧ 𝑥1 ∧ 𝑥2)

Q2. Mettre sous forme FNC la formule (𝑥0 → (𝑥1 ∧ 𝑥2)) ∧ ¬(𝑥1 ∨ 𝑥2).

On rappelle la définition du problème 𝑛 , où 𝑛 ∈ ℕ.

𝑛  :
Entrée. Une formule 𝜑 sous forme 𝑛-FNC
Sortie. La formule 𝜑 est-elle satisfiable ?

Q3. Pour quelles valeurs de 𝑛 le problème 𝑛  est-il NP-complet ? Justifier dans les grandes lignes.

Définition. On dit d’un graphe (non orienté) qu’il est coloriable si on peut colorier tous les sommets
du graphe tels que deux sommets voisins sont de couleurs différentes. Un graphe est dit 𝑘-coloriable

s’il est coloriable avec 𝑘 couleurs.

Q4. En considérant le graphe ci-dessous, quelle est la valeur minimale de 𝑘 > 0 telle que le graphe
soit 𝑘-coloriable ?

Figure 1. Graphe exemple

On considère un ensemble de couleurs 𝒞 = ⟦1, 𝑘⟧, un graphe 𝐺 = (𝑆,𝐴) avec 𝑆 = ⟦1,𝑁⟧. On crée
les littéraux 𝑝𝑖,𝑐 pour chaque sommet 𝑖 ∈ 𝑆 et chaque couleur 𝑐 ∈ 𝒞.

Q5. (1) Pour 𝑖 et 𝑗 deux sommets voisins et une couleur 𝑐, créer une clause qui traduit le fait que les
sommets 𝑖 et 𝑗 ne peuvent pas être de la même couleur 𝑐 ∈ 𝒞.

(2) Créer une 2-FNC qui traduit le fait que deux sommets 𝑖 et 𝑗 ne peuvent pas être de la même
couleur.

(3) Créer une FNC qui traduit le fait que deux sommets voisins dans le graphe 𝐺 = (𝑆,𝐴) ne
peuvent pas être de la même couleur.

Q6. On souhaite traduire le fait qu’un graphe est 𝑘-coloriable. Pour cela, il est nécessaire que les
sommets voisins ont des couleurs différentes, et que tous les sommets soient coloriés.
(1) Traduire cette deuxième condition pour le graphe 𝐺 sous la forme d’une FNC.
(2) Construire une FNC qui traduit le fait que 𝐺 est 𝑘-coloriable.

On définit le problème ci-dessous :

𝑘  :
Entrée. Un graphe 𝐺 = (𝑆,𝐴) non orienté
Sortie. Le graphe 𝐺 est-il 𝑘-coloriable ?

Q7. Montrer que 𝑘  se réduit au problème 𝑘 .

Q8. Montrer que 𝑘  est dans NP. Pour quelles valeurs de 𝑘 le problème 𝑘
est-il NP-complet ?
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à Faux

N est satisfiable :
o à VRAI;
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Vérifiant Gest h-coloriable s Y est satisfiable .
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D'où la réduction.

· Il suffit de parcourir chaque arrête pour vérif la
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.
(certificat = liste de pairespommet, couleu)).

· k-coloration est NP-complet 3
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Préparation aux oraux CCINP n°2

Polynômes

Soient 𝑃  et 𝑄 deux polynômes de degré inférieur ou égal à 2𝑛 − 1. Soient 𝑃0, 𝑄0, 𝑃1, et 𝑄1 quatre
polynômes de degré inférieurs ou égaux à 𝑛 − 1 tels que

𝑃 = 𝑃0 +𝑋𝑛𝑃1 et 𝑄 = 𝑄0 +𝑋𝑛𝑄1.

  On remarque que

𝑃 ×𝑄 = 𝑃0𝑄0 +𝑋𝑛(𝑃1𝑄0 + 𝑃0𝑄1) + 𝑋2𝑛𝑃1𝑄1
= 𝑃0𝑄0 + 𝑋𝑛((𝑃0 + 𝑃1)(𝑄0 + 𝑄1) − 𝑃0𝑄0 − 𝑃1𝑄1) + 𝑋2𝑛𝑃1𝑄1

Q1. En déduire un algorithme « diviser pour régner » calculant 𝑃 ×𝑄 utilisant les fonctions :
• degré(𝑃 ) donne le degré de 𝑃  ;
• ajout(𝑃 ,𝑄) (resp. soustrait(𝑃 ,𝑄)) calcule 𝑃 +𝑄 (resp. 𝑃 −𝑄) ;
• décale(𝑃 , 𝑛) calcule 𝑋𝑛 × 𝑃  ;
• découpe(𝑃 , 𝑛) calcule 𝑃0 et 𝑃1 de degrés inférieurs ou égaux à 𝑛 − 1 tels que l’égalité poly-

nomiale 𝑃 = 𝑃0 +𝑋𝑛𝑃1 soit vérifiée.
• produit_degré_1(𝑃 ,𝑄) calcule 𝑃 ×𝑄 lorsque 𝑃  et 𝑄 sont de degrés inférieurs ou égaux à 1.

On pourra supposer 𝑃  et 𝑄 de même degré.

Q2. On note 𝐶(𝑛) le coût de cet algorithme lorsque 𝑃  et 𝑄 sont représentés par des listes de taille 𝑛.
(1) Montrer que 𝐶(𝑛) ≤ 3𝐶(𝑛2 ) + 𝐾𝑛, où 𝐾 est un entier indépendant des entrées et de 𝑛.
(2) On étudie le cas où 𝑛 = 2𝑝, pour 𝑝 ∈ ℕ. Chercher 𝛼 minimal tel que 𝐶(𝑛) = O(𝑛𝛼). (On se

contentera d’exhiber un tel 𝛼 sans montrer son caractère minimal.)
(3) Expliquer comment faire dans le cas où 𝑛 est quelconque.

Q3. On s’intéresse maintenant au calcul de 𝑄𝑘, pour un polynôme 𝑄 de degré 𝑛 donné.
(1) Remarquons que 𝑄𝑘+1 = 𝑄×𝑄𝑘 et que 𝑄0 = 1. En utilisant cette remarque et l’algorithme

de Q 1, écrire un algorithme permettant de calculer 𝑄𝑘.
(2) Quelle est la complexité de cet algorithme ?
(3) En utilisant une stratégie « diviser pour régner », proposer un algorithme ayant une meilleur

complexité.
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Préparation aux oraux CCINP n°3

Arbres de preuve
On définit ℛ le système de preuves formé des règles usuelles de dérivation en logique intuitionniste.
Ces règles sont :

⊤i𝛤 ⊢ ⊤
ax𝛤 , 𝜑 ⊢ 𝜑 𝛤 ⊢ ⊥ ⊥e

𝛤 ⊢ 𝜑
𝛤, 𝜑 ⊢ ⊥ ¬i
𝛤 ⊢ ¬𝜑

𝛤 ⊢ 𝜑 𝛤 ⊢ ¬𝜑 ¬e
𝛤 ⊢ ⊥

𝛤,𝜑 ⊢ 𝜓 →i
𝛤 ⊢ 𝜑 → 𝜓

𝛤 ⊢ 𝜑 → 𝜓 𝛤 ⊢ 𝜑 →e
𝛤 ⊢ 𝜓

𝛤 ⊢ 𝜑 𝛤 ⊢ 𝜓 ∧i
𝛤 ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓

𝛤 ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓 ∧e,g
𝛤 ⊢ 𝜑

𝛤 ⊢ 𝜑 ∧ 𝜓 ∧e,d
𝛤 ⊢ 𝜓

𝛤 ⊢ 𝜑 ∨i,g
𝛤 ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓

𝛤 ⊢ 𝜓 ∨i,d
𝛤 ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓

𝛤 ⊢ 𝜙 ∨ 𝜑 𝛤, 𝜙 ⊢ 𝜓 𝛤 , 𝜑 ⊢ 𝜓
∨e𝛤 ⊢ 𝜓

L’arbre ci-dessous est la première partie de l’exercice. Il donne une dérivation fausse.

𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴 ∨ 𝐵
𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴

𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴 ∨ 𝐵
𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐵

𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴 ∧ 𝐵
⊢ (𝐴 ∨ 𝐵) → (𝐴 ∧ 𝐵)

Q1. En ne considérant que la racine de l’arbre, montrer que la dérivation est fausse.

Q2. Étiqueter l’arbre, et indiquer les erreurs de dérivations si elles existent.

𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴 ∨ 𝐵
𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴

𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴 ∨ 𝐵
𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐵

𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴 ∧ 𝐵
⊢ (𝐴 ∨ 𝐵) → (𝐴 ∧ 𝐵)

On définit deux nouvelles règles « ra » et « ¬¬e », comme montré ci-dessous. On définit le système
de preuve 𝑆1 comme le système ℛ auquel on ajoute la règle « ra ». On définit le système 𝑆2 comme
le système ℛ auquel on ajoute la règle « ¬¬e ».

𝛤 ,¬𝜑 ⊢ ⊥
ra

𝛤 ⊢ 𝜑
𝛤 ⊢ ¬¬𝜑 ¬¬e𝛤 ⊢ 𝜑

On dit qu’une règle se dérive d’une autre si on peut créer un arbre de preuve montrant la conséquence
de la règle, en supposant que l’on peut vérifier ses causes. Par exemple, la règle « cut » se déduit de la
règle « →e ». En effet

𝛤 , 𝜑 ⊢ 𝜓 𝛤 ⊢ 𝜑
cut

𝛤 ⊢ 𝜓
Supposé

𝛤 , 𝜑 ⊢ 𝜓 →i𝛤 ⊢ 𝜑 → 𝜓
Supposé

𝛤 ⊢ 𝜑 →e𝛤 ⊢ 𝜓

Q3. Dériver la règle « ra » en utilisant les règles de 𝑆2.

Q4. Peut-on dériver la règle « ¬¬e » en utilisant les règles du système 𝑆2 ?

Q5. Que dire des systèmes 𝑆1 et 𝑆2 ?
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Ils sont équivalents :

- pour transformer ene preve dans S1 en une preue dans Sa

on remplace avec les morceaux d'arbres.

- De même dans l'aute sens.
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Préparation aux oraux CCINP n°7

Langages réguliers
Q1. On considère 𝐿GL = ℒ(𝚊⋆𝚋 (𝚊|𝚋)

⋆) un langage sur l’alphabet 𝛴 = {𝚊, 𝚋}.
(1) Décrire simplement le langage 𝐿GL.
(2) À l’aide de la construction de Glushkov, construire un automate 𝒜 reconnaissant 𝐿GL.

Q2. On considère l’alphabet 𝛴 = {𝟶, 𝟷, , }. On pose

𝐿ADD = { 𝑥 𝑦 𝑧 | 𝑥, 𝑦 et 𝑧 sont des entiers binaires
𝑥 est la somme de 𝑦 et 𝑧

}.

Montrer que 𝐿ADD n’est pas régulier. Pour cela, on pourra appliquer le lemme de l’étoile.

Q3. Soient 𝐴 et 𝐵 deux langages sur un alphabet 𝛴 fini quelconque. On définit le mélange parfait

de 𝐴 et 𝐵 comme le langage

{ 𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 . . . 𝑎𝑛𝑏𝑛 |
𝑎 = 𝑎1 . . . 𝑎𝑛 ∈ 𝐴
𝑏 = 𝑏1 . . . 𝑏𝑛 ∈ 𝐵

},

où chaque 𝑎𝑖 et 𝑏𝑖 est un élément de 𝛴 (pour 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧).

Montrer que la classe des langages réguliers est close sous l’opération « mélange parfait ». Pour
cela, on pourra construire un automate reconnaissant le mélange parfait de 𝐴 et 𝐵 à partir d’un
automate reconnaissant 𝐴, et d’un autre reconnaissant 𝐵.

Cette construction fonctionne-t-elle toujours si 𝑎𝑖 et 𝑏𝑖 sont des mots sur 𝛴 ?
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Préparation aux oraux CCINP n°8

Décidabilité
Q1. (1) Rappeler la définition du langage ℒ(ℳ) d’un machine ℳ.

(2) Construire une machine dont le langage est {𝑤 ∈ 𝛴⋆ | 𝑤 est un palindrome}.

Q2. Montrer l’indécidabilité du problème  défini par :

 :
Entrée. Un mot 𝑤 ∈ 𝛴⋆ et une machine ℳ.
Sortie. La machine ℳ s’arrête-t-elle sur l’entrée 𝑤 ?

Étant donné un langage 𝐿 ⊆ 𝛴⋆ , on définit le problème 𝐿 comme :

𝐿 :
Entrée. Un mot 𝑤 ∈ 𝛴⋆ .
Sortie. Est-ce que 𝑤 ∈ 𝐿 ?

On dira ainsi que 𝐿 est indécidable (resp. décidable) dès lors que le problème 𝐿 est indé-
cidable (resp. décidable).

Q3. Montrer qu’il existe un sous-ensemble indécidable de {𝟷}⋆ . On procédera en quatre étapes,
comme décrit ci-dessous.
(1) Démontrer l’indécidabilité du problème 

 :
Entrée. La sérialisation ⟨ℳ⟩ d’une machine.
Sortie. Le langage de ℳ est-il vide ?

(2) Exprimer mathématiquement le langage des « instances positives » du problème ,
c’est-à-dire l’ensemble des entrées vérifiant la condition du problème. Ce langage est-il de-
cidable ?

(3) Définir une fonction injective calculable 𝑓 : 𝛴⋆ → {𝟷}⋆ .

(4) En déduire qu’il existe un sous-ensemble indécidable de {𝟷}⋆ .
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I

S ~

Renvoyer Faus
...

un

...

Renvoyer VRAI
ou pas

11

Por l'absurde , soitA décidant Arrét
. Soit or la machine

Sur fait M sur l'entrés (M) ? Entrée we [
*

~ termineen ere
· cas1 si AM

,
(M) = Vral

,
Si A/w

, w) alors
alors o termine seu d

-

- Tant que VRAI faire
absurde con brancheei .

"

... rien...

· 2 si (M
, (M)) = Faux

Simon

alors Or ne termine
pas g Renvoyer 42.eur [0]

absunder can branche"sinon"
-

Soit KM)
,
w) une entrée de CoARRÊT. On construit of

comme la machine cidessous. On a:

Machine OP(e) :

Exécute M seuw S surw2(d= contamine
a

et
-Renvoyer Vrai

Ainsi,

LCPSE EsTVIDE" Es 2(oP) =
Es Cl ne termine pas ser w

= (M)
,
w) E COARRETT

D'où la réduction. On endéduit que
est vide est décidable.

Istabilité par

complémes

EsTVibet = [47/2107) =03 indécidable : an effet
,

AppartientEst Videty = [WeZ* I we EstVidet 3 = Est Videt
+

On suppose
I fini . sinon

,
c'est impossible).

2 > 40, 13
*

- [13*

encodage
bimaire w 7 1

bim w

bin w est l'entierLinjectif) bijectif représenté par wo en

bimaire.

Soit f la fonction de 131
,
et

g : Imf-
*

On pose E = f(ESTVIDet) .2413* fir
-w

We Appartiente Es wef(EST Videt)
=g(w) e ESTVIDEt

d'où la réduction. On endéduit que
E est indécidable.
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Préparation aux oraux CCINP n°8

k-ième plus petit élément
Dans cet exercice, on s’intéresse au problème 𝑘 .

𝑘  :
Entrée. Un ensemble 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} ordonné par ≼ de cardinal 𝑛 > 𝑘.
Sortie. Quel est le 𝑘-ième plus petit élément de 𝐴 ?

Q1. Proposer une méthode déterministe répondant au problème. On la décrira sous forme d’un al-
gorithme synthétique. Quelle est la complexité de cette méthode ? On supposera avoir une com-
plexité en O(1) pour la comparaison 𝑥 ≼ 𝑦, et pour le calcul du cardinal.

Au vu de la question précédente, on peut faire mieux. Pour cela, on utilise un algorithme probabiliste.

Procédure Rs(𝐴, 𝑘)
𝑛 ← card𝐴
{𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} ← 𝐴

Si 𝑛 = 1 alors Renvoyer 𝑎1
𝑖 ← 𝒰(⟦1, 𝑛⟧)

𝐴≺ ← {𝑥 ∈ 𝐴 | 𝑥 ≺ 𝑎𝑖}
𝐴≻ ← {𝑦 ∈ 𝐴 | 𝑥 ≻ 𝑎𝑖}

Si card𝐴≺ > 𝑘 alors Renvoyer Rs(𝐴≺, 𝑘)
Sinon si card𝐴≺ = 𝑘 − 1 alors Renvoyer 𝑎1
Sinon Renvoyer Rs(𝐴≻, 𝑘 − (card𝐴≺) − 1)

Q2. De quel type d’algorithme cela s’agit-t-il ?

Q3. En notant 𝐶(𝑛) la variable aléatoire donnant le nombre d’opérations pour un appel de Rs(𝐴, 𝑘)
avec un ensemble 𝐴 de cardinal 𝑛, démontrer que 𝔼[𝐶(𝑛)] = O(𝑛).

Hugo Salou

Entree. A = Gas , ..., amd et Re[1
,
n]

Sortie . le k-ième plus petit élément deA
En trie A avec un trifusion :(b ...., bal

Retourne bp

Complexité en Onlogn) .

-Merci Ame-Lise

i

Algorithme Las Vegas
Le s'il termine

,
alors c'est correct.

On peut s'en convaincre seu un exemple .

Pour le [1
,
ni

, soient El l'événement" i =
I dans Ialgo"

et XI la variable aléatoir telle
que

(X1 = 1) = El

(x1 = 0) = EsComme i est choisie uniformément, PlEs) = E.Relation de récurrence
: construction

M

de A
> et Ay
~

((n) = Xi ((max(n -i
,
i - 1)) + 0(m)

i = 1

-

Differents cas en

fonction de i

On pose F(m) = [C(m)].
forte

Montrons
por récurrence" F(n) (m.

6On utilise la définition d'un 0 :
F(m) = O (a)

#
F(n) = 2m

->D'où , F(n) = Ei[(Ins] = Olm)
.

↑ fixé


