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Préparation aux oraux CCINP n°1

Logique & graphes

Définition. Etant donnée une formule ¢ de la logique proportionnelle, on dit que :
e Cestun littéralsip = poup = —p,pour p € P ;

« c’estune clausesi =, V---V {,, oules ¢; sont des littéraux ;

+ c’estune FNCsip =¢; A---Ac¢,,, oules c; sont des clauses ;

J
 c’est une n-FNC si ¢ est une FNC et que chaque clause de ¢ contient au plus n littéraux.

Q1. Parmi les formules suivantes, lesquelles sont des FNC ? Pour toutes les formules sous FNC, les-
quelles sont des n-FNC ? Quelle sont les valeurs de n ? Quel est le nombre de clauses de ces
formules ? Finalement, lesquelles sont satisfiable ?
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Q2. Mettre sous forme FNC la formule (zy — (27 A 5)) A =(z, V ).
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On rappelle la définition du probléme n-SAT, oun € N.

Entrée. Une formule ¢ sous forme n-FNC

nSATH Sortie. 14 formule  est-elle satisfiable ?

Q3. Pour quelles valeurs de n le probleme 7-SAT est-il NP-complet ? Justifier dans les grandes lignes.
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Définition. On dit d’un graphe (non orienté) qu’il est coloriable si on peut colorier tous les sommets
du graphe tels que deux sommets voisins sont de couleurs différentes. Un graphe est dit k-coloriable
s’il est coloriable avec k couleurs.

Q4. En considérant le graphe ci-dessous, quelle est la valeur'minimale de k£ > 0 telle que le graphe
soit k-coloriable ?
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Graphe exemple

On considére un ensemble de couleurs ¥ = [[1, k]|, un graphe G = (S, A) avec S = [1, N]. On crée
les littéraux p; . pour chaque sommet i € S et chaque couleur ¢ € €.

Q5. (1) Pour i et j deux sommets voisins et une couleur ¢, créer une clause qui traduit le fait que les
sommets ¢ et j ne peuvent pas étre de la méme couleur ¢ € 6.
(2) Créer une 2-FNC qui traduit le fait que deux sommets i et j ne peuvent pas étre de la méme
couleur.
(3) Créer une FNC qui traduit le fait que deux sommets voisins dans le graphe G = (S, A) ne
peuvent pas étre de la méme couleur.
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Q6. On souhaite traduire le fait qu'un graphe est k-coloriable. Pour cela, il est nécessaire que les
sommets voisins ont des couleurs différentes, et que tous les sommets soient coloriés.
(1) Traduire cette deuxiéme condition pour le graphe G sous la forme d’une FNC.
(2) Construire une FNC qui traduit le fait que G est k-coloriable.
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On définit le probléme ci-dessous :

Entrée. Un graphe G = (S, A) non orienté

h-COLORATION: | - gortie, Le graphe G est-il k-coloriable ?

Q7. Montrer que k-COLORATION se iduit u probleme £-SAT.
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Q8. Montrer que k-COLORATION est dans NP. Pour quelles valeurs de k le probléme k-COLORATION
est-il NP-complet ?

. 3' MﬁY{‘ o1} ‘mcomzr dmciwz ovicle peut oz en Jo

[oeo;abm, (enbiticok = lise do ?oicc:(amvmd‘, C&uﬂlw))

o k- cofpnotion o N®- congtok Aok 73

Hugo SALou



Soutien MPI*) 1/1

Préparation aux oraux CCINP n°2

Polynomes

Soient P et () deux polynomes de degré inférieur ou égal a 2n — 1. Soient F, @y, P;, et (); quatre
polyndmes de degré inférieurs ou égaux a n — 1 tels que

On remarque que 4 omull tph cation (2a) ~~~o 4 mu.’fh‘hou(-n)
P xQ=PyQy+ X"(PQy + FQy) + X"P,Q;
=PFyQy + X" (B FPY@Qy Q) — P,Qy —(P1Q)) + X*TPQy
4 anullpkcation (243 ~~~0 3 anullipliahions (n)

Q1. En déduire un algorithme « diviser pour régner » calculant P x () utilisant les fonctions :
degré(P) donne le degré de P ;

ajout(P, Q) (resp. soustrait(P, Q)) calcule P + @ (resp. P — Q) ;
décale(P,n) calcule X™ x P ;

découpe(P, n) calcule P, et P, de degrés inférieurs ou égaux a n — 1 tels que 1’égalité poly-
nomiale P = P + X" P soit vérifiée.

+ produit_degré_1(P, Q) calcule P x @ lorsque P et () sont de degrés inférieurs ou égaux a 1.

On pourra supposer P et () de méme degré.

Eatrée: P,Q € R [X] dv mp <
S:(\‘(:'. ey [ o dﬂ#u.,

%c—-d‘él’ ¢ ot quati d-l%Q.

$im &4 alow Retowrmo prod. deg-2(£@)
ae—[my)

f.f — dicsape (P, <)

Qe Qae— m:,..r..(a.'vt) R

"™
0 Q‘“A'L P.Q. » P4 Q1 .*(?of P,)lQ.fQ‘,. G“ wwkﬁ'g

Rm,:)q\ P. °.° + X“‘lﬁ-ﬂ,Q. = P,_Q‘) + X"' 2 Q4
di ale (R-B, Q- 6,0, dent (P Q1,230

& Qomp e Glovoten trmame o

Q2. On note C'(n) le cotit de cet algorithme lorsque P et () sont représentés par des listes de taille 7.
(1) Montrer que C'(n) < 30(%) + Kn, ou K est un entier indépendant des entrées et de n.
(2) On étudie le cas oun = 2P, pour p € N. Chercher & minimal tel que C(n) = O(n®). (On se
contentera d’exhiber un tel o sans montrer son caractére minimal.)
(3) Expliquer comment faire dans le cas ou n est quelconque.
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Q3. On s’intéresse maintenant au calcul de Q¥, pour un polynéme (@ de degré n donné.
(1) Remarquons que Q*! = @ x Q¥ et que Q" = 1. En utilisant cette remarque et I’algorithme
de Q1, écrire un algorithme permettant de calculer Q*.
(2) Quelle est la complexité de cet algorithme ?

(3) En utilisant une stratégie « diviser pour régner », proposer un algorithme ayant une meilleur
complexité.
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Préparation aux oraux CCINP n°3

Arbres de preuve

On définit X le systéme de preuves formé des regles usuelles de dérivation en logique intuitionniste.

Ces regles sont :
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L’arbre ci-dessous est la premiere partie de I’exercice. Il donne une dérivation fausse.

AVBFAVB AVBFAVB
AVBFA AVBFB
AVBFAAB

F(AvVB)— (AAB)
Q1. En ne considérant que la racine de 'arbre, montrer que la dérivation est fausse.
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Q2. Etiqueter I'arbre, et indiquer les erreurs de dérivations si elles existent.
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On définit deux nouvelles régles « ra » et « =—e », comme montré ci-dessous. On définit le systeme
de preuve S; comme le systéme % auquel on ajoute la régle « ra ». On définit le systeme S, comme
le systéme X auquel on ajoute la regle « ——e ».
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On dit qu’une regle se dérive d’une autre si on peut créer un arbre de preuve montrant la conséquence
de la regle, en supposant que I'on peut vérifier ses causes. Par exemple, la régle « cut » se déduit de la
régle « —e ». En effet
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Q3. Dériver la regle « ra » en utilisant les regles de S,.
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Q4. Peut-on dériver la régle « =—e » en utilisant les régles du systéme S, ?
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Q5. Que dire des systémes S, et Sy ?
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Préparation aux oraux CCINP n°7

Langages réguliers

Q1. On considére L, = Z(a* b (a|b)”) un langage sur 'alphabet X' = {a, b}.
(1) Décrire simplement le langage L.
(2) ATaide de la construction de Glushkov, construire un automate & reconnaissant L .
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Q2. On consideére I'alphabet 3’ = {0, 1, +,=}. On pose
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Lapp = { T=y+2 x, y et z sont des entiers binaires }

x est la somme de y et z

\ﬁ/lontrer que L, pp nest pas régulier. Pour cela, on pourra appliquer le lemme de I’étoile.
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Q3. Soient A et B deux langages sur un alphabet X' fini quelconque. On définit le mélange pg%it ’
de A et B comme le langage

a=ay...a, €A
{ a,byayb, ... a,b, b:bl...b:EB },
ou chaque a; et b, est un élément de X (pour i € [1,n]).

Montrer que la classe des langages réguliers est close sous 'opération « mélange parfait ». Pour
cela, on pourra construire un automate reconnaissant le mélange parfait de A et B a partir d'un
automate reconnaissant A, et d’un autre reconnaissant B.

Cette construction fonctionne-t-elle toujours si a; et b, sont des mots sur X' ?
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Préparation aux oraux CCINP n°8
Décidabilité

Q1. (1) Rappeler la définition du langage & (.#) d’un machine /.

(2) Construire une machine dont le langage est {w € X* | w est un palindrome}.
Llot)- {‘“’ € = | N bermine ok remvoic Uhn s Dontree
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Q2. Montrer I'indécidabilité du probléme ARRET défini par :

ARRET - Entrée. Un mot w € ¥* et une machine(ﬂ )
\ | Sortie. 13 machine . s’arréte-t-elle sur entrée w ?
Pon Dalramds, et A pzeidost Medr. Dot 1 G saching

Quo Jut Of oun Dotie () 7 | Eabie ay ¢ 3 > b
o @t p AU =vhaz| St A,
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Etant donné un langage L C X*, on définit le probléme APPARTIENT,; comme :

A ) Entrée. Un mot w € X*.
PPARTIENTL *|  Sortie. Egt-ce quew € L?

On dira ainsi que L est indécidable (resp. décidable) dés lors que le probléme APPARTIENT est indé-
cidable (resp. décidable).

Q3. Montrer qu’il existe un sous-ensemble indécidable de {1}*. On procédera en quatre étapes,
comme décrit ci-dessous.
(1) Démontrer I'indécidabilité du probléeme ESTVIDE

Entrée. 13 sérialisation (.#) d’une machine.
ESTVIDE:

Sortie. [ e langage de ./ est-il vide ?

Poit ((c)’l))w) e owleee Ao G ARRET. G comshrust NP
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(2) Exprimer mathématiquement le langage des « instances positives » du probléme ESTVIDE, -

c’est-a-dire I’ensemble des entrées vérifiant la condition du probléme. Ce langage est-il de- conm ‘
cidable ?

. b
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(3) Définir une fonction injective calculable f : X* — {1}".
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(4) En déduire qu’il existe un sous-ensemble indécidable de {1}".
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Préparation aux oraux CCINP n°8

k-ieme plus petit élément

Dans cet exercice, on s’intéresse au probléme k-PLUSPETITELEMENT.

Entrée. Un ensemble A = {a,, ..., a,, } ordonné par < de cardinal n > k.

k-PLUSPETITELEMENT : : - o
Sortie. Quel est le k-iéme plus petit élément de A ?

Q1. Proposer une méthode déterministe répondant au probleme. On la décrira sous forme d’un al-
gorithme synthétique. Quelle est la complexité de cette méthode ? On supposera avoir une com-
plexité en O(1) pour la comparaison = < y, et pour le calcul du cardinal.

Enbice. #={ea, - %nt gt 4 ¢T1,a0
Sobe. x4 /é—fénwf%a?ﬁd;f Coment 4 A
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Au vu de la question précédente, on peut faire mieux. Pour cela, on utilise un algorithme probabiliste.

Procédure Rs(A4, k)
n < card A

Sin = 1 alors Renvoyer a,
i< %([1,n])

A, —{x€A|z<a;}

A «—{yeA|z>a;}
— W thne - Ew
Si card A 2> k alors Renvoyer Rs(A_, k)

Sinon si card A = k — 1 alors Renvoyer ag,
Sinon Renvoyer Rs(A. , k — (card A_) — 1)

Q2. De quel type d’algorithme cela s’agit-t-il ?

[Apfjm:.}ﬁmc /KLD Ul al
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Q3. En notant C'(n) la variable aléatoire donnant le nombre d’opérations pour un appel de Rs(A4, k)
avec un ensemble A de cardinal n, démontrer que E[C(n)] = O(n).
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