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TD Théorie n°1

[ndécidabilité par réduction

Introduction, Notations.

L’objectif de ce TD est de réaliser des réductions d’un probléme a un probléme indécidable. Dans ce TD, on ne
traitera pas de réductions polynomiale a un probleme NP-difficile.

Une machine .# pourra étre décrite sous forme d’un algorithme, d’'un programme C, ou d’'un programme O-

CaML. Quel que soit le format, on prendra soin de n’utiliser que des fonctions calculables, ce n’est pas toujours
évident lorsqu’on écrit une machine sous forme d’algorithme.

Dans ce TD, la sérialisation d’un objet mathématique z sera noté (x). Cette notation est la pour simplifier I'é-
criture des machines. Cependant, si une sérialisation n’est pas évidente pour un « type d’objet », on pourra
préciser une fonction de sérialisation associée a ce « type ». Ainsi, on notera ((z,y)) la sérialisation du couple
(x,y) (ceci peut étre étendu pour tout n-uplet). On notera (/) la sérialisation de la machine . : dans le cas
du coude C, ou du code OCam, il s’agira du code source de .#, pour un algorithme, ce sera une description
suffisamment précise de I’algorithme.
On notera % une machine universelle, calculant la fonction interpréte :
{w/ siw— w’
interpréte (M, w) = M .
non défini sinon

On pourra appeler cette fonction en C ou en OCaAML avec la fonction interprete ou exécute . On utilisera le
mot clé « Interpréte » ou « Exécute » dans un algorithme.

On définit w**¥ = w, w,,_; ... w; le mot w renversé ol w = w;w, . .. w,. On notera L' = {w" | w € L} le

langage L renversé, et lopération L = L™V est appelée renversement.

On notera L p le langage d’un probléme P (i.e. P*). On définit le probléme APPARTIENT qui décide siw € L.

On rappelle la structure d’une réduction.

Définition. On dit qu'un probléme @) se réduit a P dés lors Q
qu’il existe une fonction [ : &, — &p calculable telle que : wE QT = f(w) € PT
v—tr @)1 ——
we QT <= f(w) € P*. f(w)
On notera alors Q <X P.

Si @ < P et que ) n’est pas décidable, alors P le n’est pas non plus.
On rappelle le théoréme de 'arrét :

Théoréme. Le probléme ARRET est indécidable.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine, et w € X*

ARRET: . A b
Sortie. La machine ./ s’arréte-t-elle sur 'entrée w ?

On pourra également utiliser les propriétés de stabilité des langages décidables par union, par concaténation,
par intersection et par complémentaire, méme si ¢ca n’est pas le but premier de ce TD.
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Par exemple, le probléme COARRET (sur la page suivante) est aussi indécidable, c’est le complémentaire du
probléme ARRET.

Entrée. La sérialisation () d’une machine, et w € X*

COARRET: . A T
Sortie. Est ce que la machine . ne s’arréte pas sur Uentrée w ?

On admettra que les problémes ci-dessous sont indécidables (ils viennent du TD 11). On pourra utiliser ces
problemes pour les réductions, mais pas ceux définis apres la ligne.

Parmi ces problémes, un est décidable. Trouvez lequel !

- Entrée, La sérialisation (/) d’une machine.
ARRETUNIV : i o )
Sortie. Est-ce que la machine . s’arréte sur toutes ses entrées ?
. Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.
ARRETEXISTE : i o )
Sortie. Est-ce que la machine . s’arréte sur une de ses entrées ?
. Entrée. Deux sérialisations (/) et (/') de machines.
ARRETSIMULT : _ o A ,
Sortie. Est-ce que les machines / et /¥ s’arrétent sur les mémes entrées ?
ARRE Entrée. La sérialisation (%) d’une machine.
RRET,, : . . , ;
w Sortie. La machine ./ s’arréte-t-elle sur 'entrée w ?
Début du TD.
, Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.
REGULIER: o
Sortie. Le langage de ./ est-il régulier ?

REPONSE. Montrons que REGULIER se réduit 8 COARRET. Soit (.#, w) une entrée du
probléme COARRET. Construisons la machine .4’ comme 1’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute . sur w.
(2) Si I'exécution termine et Ientrée

(M) € REGULIER" <= Z (M) = ()
est un élément de {a” b" | n € N} < l'exécution de  sur w ne termine pas
(a) alors retourner V. < ((M,w)) € COARRET"

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit {a™ b™ | n € N}, en fonction de si I'exécution
termine ou non. D’ou la réduction. Comme le probleme COARRET est indécidable, alors
REGULIER est indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.

Fint: Sortie. Le langage de / est-il fini ?

REPONSE. Montrons que FINI se réduit &8 COARRET. Soit (., w) une entrée du pro-
bléeme COARRET. Construisons la machine .4’ comme 1’algorithme ci-dessous.

Sl ) F = 70
: < l'exécution de . sur w ne termine pas

(a) alors retourner V.
(b) sinon retourner F. < ((M,w)) € COARRET™

En effet, le langage de ' est, soit (), soit X*, en fonction de si I'exécution termine ou
non. D’ou la réduction. Comme le probléeme COARRET est indécidable, alors FINI est
indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.

VIDE: Sortie. Le langage de ./ est-il vide ?
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REPONSE. Montrons que VIDE se réduit 8 COARRET. Soit (., w) une entrée du pro-
bléme COARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute . sur w. (') € VIDET <= Z(M') = 0
(2) Sil’exécution termine, o .
< l'exécution de . sur w ne termine pas

(a) alors retourner V.
(b) sinon retourner F. < ((M,w)) € COARRET"

En effet, le langage de ' est, soit (), soit X*, en fonction de si 'exécution termine ou
non. D’ou la réduction. Comme le probléeme COARRET est indécidable, alors VIDE est
indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.

R Sortie. Le langage de ./ est-il 2> ?

REPONSE. Montrons que ACCEPTETOUT se réduit & ARRET. Soit (., w) une entrée
du probleme ARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

Exécute ./ sur w. (M) € AccepTETOUTY <= L(M') = X*
Si ’exécution termine,

< l'exécution de A sur w termine
(a) alors retourner V.

P
(b) sinon retourner F. < ((M,w)) € ARRET

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit X*, en fonction de si 'exécution termine ou non.
D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors ACCEPTETOUT est
indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.

COMMENCEPAR, : . s :
®"| Sortie. Est-ce que la machine .# s’arréte sur une entrée commencant par a ?

REPONSE. Montrons que COMMENCEPAR, se réduit & ARRET,,. Soit ./ une entrée du
probléme ARRET,,. Construisons la machine .4’ comme ’algorithme ci-dessous.

Bsacemie 27 6 ai (M') € COMMENCEPARY <= Z(M') N {a}5* + 0
Si I'exécution termine et que l'en- o )
< |'exécution de 4 sur w termine

trée commence par a,

At
(a) alors retourner V. < ((M,w)) € ARRET

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit {a}X™*, en fonction de si I'exécution ter-
mine ou non. D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors
COMMENCEPAR, est indécidable aussi.

Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.

ENTREEPAIR : . S : . .
Sortie. Est-ce que la machine ./ s’arréte sur une entrée de taille paire ?

REPONSE. Montrons que ENTREEPAIR se réduit & ARRET. Soit (., w) une entrée du
probléme ARRET. Construisons la machine .#’ comme l’algorithme ci-dessous.
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(1) Exécute . sur w.
(2) SiI'exécution termine et que l'en-

(M) € ENTREEPAIRY <= Z(M') = (X X)*

e e ol il i < |'exécution de A sur w termine
b R +
(a) alors retourner V. < ((M,w)) € ARRET

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit (2'X)", en fonction de si 'exécution termine ou
non. D’oui la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors ENTREEPAIR
est indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.

LANGAGEPAIR: .
Sortie. Est-ce que Z () admet un nombre pair de mots ?

REPONSE. Montrons que LANGAGEPAIR se réduit & ARRET. Soit (., w) une entrée
du probleme ARRET. Construisons la machine .#’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute 4 sur w.

(M) € LANGAGEPAIRY <= ZL(M') = {a, aa}
(2) Si exécution termine et que l'en-

< l'exécution de 4 sur w termine

trée est a ou aa, )
< ((M,w)) € ARRETT

(a) alors retourner V.
(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de ./’ est, soit (), soit {a, aa}, en fonction de si 'exécution termine
ou non. D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors LANGAGE-
PAIR est indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’'une machine.

LocaL: Sortie. Le langage de ./ est-il local ?

REPONSE. Montrons que LOCAL se réduit & ARRET. Soit (.#,w) une entrée du pro-
bléme ARRET. Construisons la machine .#’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute . sur w.

(M) € LocaLt <= L(M') = ()
(2) SiI'exécution termine et que I'en-

. < l'exécution de . sur w ne termine pas
trée est aa ou ab

(a) alors retourner V. < ((M,w)) € COARRET"

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit {aa, ab}, en fonction de si 'exécution termine
ou non. D’ot la réduction. Comme le probléme COARRET est indécidable, alors LOCAL
est indécidable aussi.

. : Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.
ANGAGEIMPAIR : 8 c
Sortie. Est-ce que Z () admet un nombre impair de mots ?

REPONSE. Montrons que LANGAGEIMPAIR se réduit & ARRET. Soit (., w) une entrée
du probléme ARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute A sur w.

(M') € LANGAGEIMPAIR" <= L(M') = {a}
(2) SiI'exécution termine et que I'en-

, < l'exécution de 4 sur w termine
tree est a,

-
(a) alors retourner V. = ((M,w)) € ARRET

(b) sinon retourner F.
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En effet, le langage de ' est, soit (), soit {a }, en fonction de si’exécution termine ou non.
D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors LANGAGEIMPAIR
est indécidable aussi.
. Entrée. La sérialisation (%) d’une machine.
NFINI : ol q
Sortie. Le langage de ./ est-il infini ?
REPONSE. Montrons que INFINT se réduit 28 ARRET. Soit (.#, w) une entrée du probléme
ARRET. Construisons la machine " comme ’algorithme ci-dessous.
(1) Exeécute 4 sur w. (M) € INFINTT <= L(M') est infini
(2) Silexécution termine, o )
< l'exécution de . sur w termine
(a) alors retourner V. -
(b) sinon retourner F. < ((M,w)) € ARRET
En effet, le langage de /' est, soit (), soit X*, en fonction de si 'exécution termine ou
non. D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors INFINI est in-
décidable aussi.
Entrée. La sérialisation (%) d’une machine.
PALINDROME: . . .
Sortie. Les mots acceptés par ./ sont-ils tous des palindromes ?
REPONSE. Montrons que PALINDROME se réduit & ARRET. Soit (., w) une entrée du
probléme ARRET. Construisons la machine .#’ comme l’algorithme ci-dessous.
(1) Exécute ./ sur w. (M) € PALINDROME" <= Vs € Z(M'),s™" = s,
(2) SiI'exécution termine et que I'en- o )
. : <> l'exécution de  sur w termine
trée est un palindrome, L
(a) alors retourner V. < ((#,w)) € ARRET
(b) sinon retourner F.
En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit 'ensemble des palindromes,[! en fonction de
si I'exécution termine ou non. D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indéci-
dable, alors PALINDROME est indécidable aussi.
Entrée. La sérialisation (%) d’une machine.
RENVERSEMENT: . .
Sortie. Le langage de ./ est-il stable par renversement(?! ?
REPONSE. Montrons que RENVERSEMENT se réduit & ARRET. Soit (., w) une entrée
du probléme ARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.
(1) Exécute . sur w. (') € RENVERSEMENT " <= L(M) = L(M)™
(2) SiI'exécution termine et que I'en- o )
. : <> l'exécution de . sur w termine
trée est un palindrome,

At
(a) alors retourner V. < ((M,w)) € ARRET
(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .#’ est, soit (), soit 'ensemble des palindromes,[! en fonction de
si I'exécution termine ou non. D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indéci-
dable, alors RENVERSEMENT est indécidable aussi.

Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.

Oeier: Sortie. Le langage de ./ est-il la concaténation de deux langages décidables ?

W Cet ensemble est formellement {w w™ | w € Z*}U{wz w™ | z € X, w € X*}.
21Un langage L est stable par renversement si L™ = L.
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REPONSE. Ce langage est décidable. En effet, tout langage décidable L peut s’écrire
comme {€} - L = L. Le langage {c} est fini, donc reconnaissable. Ainsi, le langage L est
reconnu par la machine ./’ ci-dessous.

(1) Renvoyer V.

Entrée. Les sérialisations (/) et (/') de deux machines.
DISJOINTS

Sortie. Les langages de ./Z et ./ sont-ils disjoints ?

REPONSE. Montrons que DISJOINTS se réduit 8 COARRET. Soit (., w) une entrée du
probléme CoARRET. Construisons les machines /4’ et /' (M’ est celle en haut, ./ est celle
en bas) comme les algorithmes ci-dessous.

(1) Exécute /£ sur w. (M, N)) € DISIOINTS' < L (M) N L(N) =0

7\ —
(a) alors retourner V. S L) =0
(b) sinon retourner F. < l'exécution de . sur w ne termine pas

< ((M,w)) € COARRET"
(1) Renvoyer V.

D’ou la réduction. Comme le probléme COARRET est indécidable, alors DISJOINTS est
indécidable aussi.

(2) Silexécution termine,

Entrée. Les sérialisations (/) et (/) de deux machines.

UNIONTOUT: Sortie. L'union des langages de . et A vaut-il 2* ?

REPONSE. Montrons que UNIONTOUT se réduit & ARRET. Soit (.#,w) une entrée du
probléme ARRET. Construisons les machines " et A/ (M est celle en haut, /' est celle
en bas) comme les algorithmes ci-dessous.

(1) Exécute A sur w.
(2) Sil’exécution termine,

(', /) € UNIONToUT <= L(M YU L(N) = X*

7\ *
(a) alors retourner V. S LM =X
(b) sinon retourner F. < l'exécution de . sur w termine

< ((M,w)) € ARRET"

D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors DISJOINTS est in-
décidable aussi.

Entrée. Les sérialisations (), (/') et (#) de trois machines.

e Sortie. Le langage de ./ est-il la concaténation du langage de ./ et de & ?

REPONSE. Montrons que CONCATTEST se réduit & ARRET. Soit (Z, w) une entrée du
probleme ARRET. Construisons les machines ., / et & (M est celle en haut, /4 est celle
au milieu, et % est celle en bas) comme les algorithmes ci-dessous.
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(1) Exécute A sur w. b2
(2) Silexécution termine, (M, NV, H)) € CONCATTEST" <= L (M) = L(N) - L (N)

(a) alors retourner V.

= L(M) =X~
< |'exécution de Z sur w termine
< ((Z,w)) € ARRET™

(b) sinon retourner F.

(1) Renvoyer V.

(1) Renvoyer V.

D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors CONCATTEST est
indécidable aussi.

- Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.
AXo: 2 g e Gl D28 , s
Sortie. Les mots acceptés par . sont-ils de taille inférieure ou égale a 3 ?

REPONSE. Montrons que MAX3 se réduit 2 ARRET. Soit (.#, w) une entrée du probléme
ARRET. Construisons la machine .#’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute 4 sur w. 3
(2) Silexécution termine et 'entrée a (M) € MAX3T <= L (M) = U 2t
une taille inférieure ou égale a 3, =0
(a) alors retourner V. < l'exécution de . sur w termine

(b) sinon retourner F. < ((M,w)) € ARRETT

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit Uj: X" en fonction de si I'exécution termine
ou non. D’ot1 la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors MAX3 est
indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.

NONSTOP: . S B
Sortie. La machine ./ ne s’arréte-t-elle pas, quel que soit 'entrée ?

REPONSE. Montrons que NONSTOP se réduit 8 COARRET. Soit (., w) une entrée du
probléme NonStop. Construisons la machine .#" comme ’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute 4 sur w.

(M) € NONSTOP" <= l'exécution de . sur w ne termine pas
(2) Sil’exécution termine,

N
(a) alors retourner V. = ((M,w)) € COARRET

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de /' est, soit (), soit X*, en fonction de si I'exécution termine ou
non. D’ou la réduction. Comme le probléeme COARRET est indécidable, alors NONSTOP
est indécidable aussi.

Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.

MONOIDE: . . -
Sortie. Le langage de ./ est-il un monoide, pour la concaténation ?

REPONSE. Montrons que MONOIDE se réduit & ARRET. Soit (.#, w) une entrée du pro-
bléme ARRET. Construisons la machine 4’ comme I’algorithme ci-dessous.
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(1) Exécute . sur w.
(2) Si lexécution termine et ’entrée

(M') € MONOIDE® <= Z(M’) = {¢}

s < l'exécution de A sur w termine
Cy A +
(a) alors retourner V. < ((M,w)) € ARRET

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit {c}, en fonction de si 'exécution termine ou
non. D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors MONOIDE est
indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.

OCAML:

Sortie. La machine .# reconnait-elle un programme OCAML ?

REPONSE. Montrons que OCAML se réduit & ARRET. Soit (.#,w) une entrée du pro-
bléme ARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute . sur w.

(2) Si lexécution termine et ’entrée
Sl 3 + 4§
(a) alors retourner V.

<ﬂ/> € OCAML" < 3(ﬂ/) = {« 3+ 4 >>}
< |'exécution de A sur w termine
< ((M,w)) € ARRETT

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de ' est, soit (), soit {« 3 + 4 »}, en fonction de si 'exécution
termine ou non. D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors
OCAML est indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’'une machine.

STABLECONCAT : . S
Sortie. Le langage de ./ est-il stable par concaténation ?

REPONSE. Montrons que STABLECONCAT se réduit 8 COARRET. Soit (., w) une en-
trée du probléme CoARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute . sur w.

(M) € STABLECONCAT" <= L(M') =1
(2) Si lexécution termine et ’entrée

et o < l'exécution de . sur w ne termine pas

(a) alors retourner V. < ((M,w)) € COARRET"

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit {a}, en fonction de si 'exécution termine ou
non. D’ou la réduction. Comme le probléme COARRET est indécidable, alors OCAML
est indécidable aussi.

i = . Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.
AILLEFREMIERE : . z g 9
Sortie. La machine . accepte-t-elle les entrées dont la taille est un nombre premier ?

REPONSE. Montrons que TAILLEPREMIERE se réduit &8 ARRET. Soit (.#, w) une entrée
du probléme ARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute A sur w.

S . o (M) € TAILLEPREMIEREY <= ZL(M') = U P
(2) Si lexécution termine et ’entrée

p premier

est de taille premiere,

. ¥ < |'exécution de A sur w termine
a) alors retourner V. a
@) . < ((M,w)) € ARRETT
(b) sinon retourner F.
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En effet, le langage de ./’ est, soit (), soit | . XP, en fonction de si 'exécution
p premier

termine ou non. D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors
TAILLEPREMIERE est indécidable aussi.
Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.

AUTOMATE: . .
Sortie. Le langage de . est-il reconnu par un automate fini & ?

REPONSE. Montrons que AUTOMATE se réduit & COARRET. Soit (.#,w) une entrée
du probléme COARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute . sur w.
(2) Si I'exécution termine et Ientrée

(M) € AUTOMATE" <= L (M) =)

e ‘ < l'exécution de  sur w ne termine pas
est un élément de {a" " | n € N}, =

(a) alors retourner V. < ((M,w)) € COARRET"

(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit {a™ b™ | n € N}, en fonction de si I'exécution
termine ou non. D’ou la réduction. Comme le probleme COARRET est indécidable, alors
AUTOMATE est indécidable aussi.

Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.

AUTOMATELOCAL: }
Sortie. Le langage de ./ est-il reconnu par un automate local &, ?

REPONSE. Montrons que AUTOMATELOCAL se réduit & ARRET. Soit (./#,w) une en-

trée du probleme ARRET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute . sur w.

(M) € LocaLt < L (M) =)
(2) SiI'exécution termine et que l'en-

. < l'exécution de . sur w ne termine pas
tree est aa ou ad

(a) alors retourner V. < ((M,w)) € COARRET"
(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit {aa, ab}, en fonction de si 'exécution termine

ou non. D’otl la réduction. Comme le probléme COARRET est indécidable, alors AUTO-
MATELOCAL est indécidable aussi.

Entrée. Les sérialisations () et (/) de deux machines, et deux mots (u, v) € (X*)?.

AccEPTECOUPLE: . . .
Sortie. La machine ./ accepte-t-elle u si et seulement si ./ accepte v ?

REPONSE. Montrons que ACCEPTECOUPLE se réduit 28 ARRET. Soit (., w) une entrée
du probléme ARRET. On pose u = b, et v = a. Construisons les machines /" et N (M’
est en haut, et ./ est au milieu) comme 1’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute / sur w. (M, N, u,v)) € ACCEPTECOUPLE" <= (u € L(M') <= v € L(N))

/
(a) alors retourner V. = ueZ(M)
(b) sinon retourner F. < l'exécution de . sur w termine

< ((M,w)) € ARRET"

En effet, le langage de .4’ est, soit (), soit 2*, en fonction de si ’exécution termine ou non.

(2) Silexécution termine,

D’ou la réduction. Comme le probléme ARRET est indécidable, alors ACCEPTECOUPLE
est indécidable aussi.
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C Entrée. La sérialisation (.#) d’'une machine.

OMMUTATIF : . ) ) )
Sortie. Le langage de ./ est-il commutatif,®) pour la concaténation ?

REPONSE. Montrons que COMMUTATTF se réduit 8 COARRET. Soit (., w) une entrée

du probléme CoARRET. Construisons la machine .#’ comme I’algorithme ci-dessous.

(1) Exécute ./ sur w.
(2) Si I'exécution termine et que ’en-

(M"y € COMMUTATIF ' <= L (M) = )

. < l'exécution de  sur w ne termine pas
tree est a b,

(a) alors retourner V. < ((M,w)) € COARRET"
(b) sinon retourner F.

En effet, le langage de ./’ est, soit (), soit {ad}, en fonction de si 'exécution termine ou
non. D’ou la réduction. Comme le probléme COARRET est indécidable, alors COMMU-
TATIF est indécidable aussi.

Fin du TD.

Les preuves par réductions se ressemblent étrangement. Pourquoi ? Ceci est dit au théoréme de Rice. Ce théo-
réme permet de prouver chacune des réductions ci-dessous. Voici une preuve de ce théoreme. On définit tout

d’abord le probléme ci-dessous, pour & C p(X*) :

. Entrée. La sérialisation () d’'une machine

VERIFIEg : - L
Sortie. Est-ce que le langage de . vérifie la propriété & ?

On dit que L vérifie P si L € &P. On dit qu’un prédicat P est trivial sur les langages machines s’il est toujours
vrai ou toujours faux.

Théoréme (Rice). Soit & un prédicat décidable ne dépendant pas de la machine, mais uniquement de son
langage. Le probléme VERIFIE,, est indécidable si & n’est pas un prédicat trivial sur les langages machines.

Comme & est non trivial sur les langages machines, soient /' et L deux langages décidables tels que K vérifie
&, mais pas L.

(1) Supposons K # (). Montrons que VERIFIE, se réduit & ARRET. Soit (., w) une entrée du probléme Ar-

RET. Construisons la machine .4’ comme I’algorithme ci-dessous.

(a) Exécute A sur w. 'y e VERIFIE;} = L) =K

(b) Sil’exécution termine et que 'entrée est un

o <= l'exécution de 4 sur w termine
élément de K

A+
(1) alors retourner V. < ((M,w)) € ARRET
(ii) sinon retourner F.

En effet, le langage de .’ est, soit (), soit K, en fonction de si I’exécution termine ou non. D’ot la réduction.
Comme le probléme ARRET est indécidable, alors VERIFIE@ est indécidable aussi.

(2) Supposons K = (). Ainsi, L # (). On notera ~% le prédicat inversé, il est également décidable. Montrons que
VERIFIE_g se réduit a COARRET. Soit (., w) une entrée du probléme COARRET. Construisons la machine
' comme l'algorithme ci-dessous.

BlUn langage L est commutatif si, pour w = uv € L, on a vu € L, quel que soit la découpe de w.
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(a) Exécute A sur w. (') € VERIFIEng — L) =L
(b) Sil’exécution termine et que 'entrée est un

< l'exécution de A sur w termine
< ((M,w)) € COARRET"

élément de L
(i) alors retourner V.
(ii) sinon retourner F.

En effet, le langage de 4 est, soit (), soit K, en fonction de si 'exécution termine ou non. D’ou la réduction.
Comme le probléme COARRET est indécidable, alors VERIFIE_, est indécidable aussi.

Dans tous les cas, on en conclut que VERIFIE, est indécidable.
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