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Préface.

Dans ce document, vous trouverez les notes de cours que j’ai pu
prendre en ITEX durant cette année de L3. Ce document rassemble
donc les notes des cours suivants :
> Théorie de la Programmation (THPROG), Daniel HIRSCH-
KOFF ;
> Logique (LOG), Natacha PORTIER ;
> Projet fonctionnel (PROFON), Daniel HIRSCHKOFF.
Sur mon site ( H, il y a plusieurs docu-
ments :
> les notes des cours ci-dessus en PDF individuel (et méme en
PDF « par chapitre »);
> les notes de cours d’Algorithmique 1 (écrites avec Typst, donc
pas inclue dans ce document) ;
> les notes de cours de Mesure et intégration (écrites a la main et
scannées, donc pas inclue dans ce document) ;
> les TDs (Algorithmique 2, Projet fonctionnel, Probabilités, Lo-
gique, Algebre 1, et Théorie des catégories) ;
> les DMs (Algorithmique 2, Probabilités, Logique, Algebre 1, et
Fondements de I'informatique).
Si vous voyez des erreurs dans les notes de cours (formatage, or-
thographe, grammaire, etc), prévenez-moi! Ces notes sont dispo-
nibles sur et sur si vous voulez corriger direc-
tement. Sinon, prévenez-moi via Discord (hugos29) ou par email

( )-

1. Acces direct a la page web pour année « L3 ENS » :
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http://167.99.84.84/
https://gitlab.aliens-lyon.fr/hsalou/cours-l3
https://github.com/hugo-s29/ens-1-cours
mailto:y.hugo.s29@gmail.com
http://167.99.84.84/ens1/
http://167.99.84.84/ens1/
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Amusez-vous bien avec ce document de 266 pages !

Hugo SALOU
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Premiere partie

Théorie de la
programmation.

~ 10/266 -



Introduction.

Dans ce cours, on étudie la sémantique des langages de programma-
tion. On présente des approches pour

> définir rigoureusement ce qu’est/ce que fait un programme;

> établir mathématiquement des propriétés sur des programmes.

Par exemple,
> démontrer I'absence de bug dans un programme ;
> démontrer des propriétés sur des programmes de transformation
de programme ;
> I’étude des nouveaux langages de programmation.
Dans ce cours, les langages fonctionnels (OCaml, Haskell, Scheme, . . .)
auront un role central.
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1. Induction.

Sommaire.

1.1. Définitions inductives d’ensembles. 12
1.2. Preuves par induction sur un ensemble in-
ductif. . . . ... ... ... 14
1.3. Définitions inductives de relations. 15
1.4. Preuves par induction sur une relation in-
ductive. . . . . ..o 19

1.1 Définitions inductives d’ensembles.

Dans ce cours, les ensembles définis par induction représenteront les
données utilisées par les programmes. De plus, les notions d’ensembles

et de types seront identiques : on identifiera :

né&enat <+<— n:nat.
—— N——

ensemble type

Exemple 1.1 (Types définis inductivement). Dans le code ci-
dessous, on définit trois types : le type nat représentant les
entiers naturels (construction de Peano); le type nlist représen-
tant les listes d’entiers naturels; et le type t représentant les
arbres binaires étiquetés par des entiers aux nceuds.

type nat = Z | S of nat
type nlist = Nil | Const of nat*nlist
type t; = F | N of t;*natxty

Code 1.1 | Trois types définis inductivement
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Définition 1.1. La définition inductive d’un ensemble t est la don-
née de k constructeurs Cy,...,Cs, ou chaque C; a pour argument
un n-uplet dont le type est uf * uf * --- % ul, . L'opération « * »
représente le produit cartésien, avec une notation « a la OCaml ».
De plus, chaque ”3’ est, soit t, soit un type pré-existant.

Exemple 1.2.

type ty =

| F

| N2 of (txnlist*t)

| N3 of (txnatsts*natxt)

Code 1.2 | Un exemple de type

Définition 1.2. Les types algébriques sont définis en se limitant a
deux opérations :
> le produit cartésien « * » ;
> le « ou », noté « | » ou « 4+ », qui correspond & la somme
disjointe ;
et un type :

> le type unit, noté 1.

Exemple 1.3 (Quelques types algébriques. . .). > Le type bool
est alors défini par 1 + 1.
> Le type « jour de la semaine » est alors défini par I'expres-
sionl1+1+14+1+14+1+1.
> Le type nat vérifie I’équation X =1+ X.
> Le type nlist vérifie I’équation X =1 4 nat % X.
> Le type t option est alors défini par 1 + t.

~ 13/266 -
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Ces ensembles définis inductivement nous intéresse pour deux rai-
sons :

> pour pouvoir calculer, c’est a dire définir des fonctions de t vers
t’ en faisant du filtrage (i.e. avec match ... with)

> raisonner / prouver des propriétés sur les éléments de t : « des
preuves par induction ».

1.2 Preuves par induction sur un ensemble in-
ductif.

Exemple 1.4. Intéressons nous a nat. Pour prouver Va € nat, P(x),
il suffit de prouver deuzx choses (parce que l'on a deux construc-
teurs a l’ensemble nat) :

1. on doit montrer %(0);

2. et on doit montrer P(S n) en supposant 1'hypothése d’in-
duction P(n).

Remarque 1.1. Dans le cas général, pour prouver Vz € t, P(z), il
suffit de prouver les n propriétés (n est le nombre de constructeurs
de I’ensemble t), ou la i-eme propriété s’écrit :
On montre P(C;(z1, ..., z,)) avec les hypotheses d’in-
ductions % (x;) lorsque u} = t.

Exemple 1.5. Avec le type ty défini dans I'exemple 1.2, on a trois
constructeurs, donc trois cas a traiter dans une preuve par induc-
tion. Le second cas s’écrit :

On suppose P(z1) et P(x3) comme hypotheses d'in-
duction, et on montre P(N2(z1,k,x3)), ou l'on se
donne k € nat.

Exemple 1.6. On pose la fonction red définie par le code ci-
dessous.

~ 14/266 -
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let rec red kK ¢ = match ¢/ with

| Nil -> Nil

| Cons(x, ¢) -> let (" = red k ¢ in
if 2 = k then ¢’
else Cons(x, /")

Code 1.3 I Fonction de filtrage d’une liste

Cette fonction permet de supprimer toutes les occurrences de k
dans une liste £.

Démontrons ainsi la propriété

Ve € nlist, Vk € nat, size(red k () < size (.

P(0)

Pour cela, on procede par induction. On a deux cas.

1. Cas Nil : Vk € nat,size(red k Nil) < size Nil;
2. Cas Cons(z, /') : on suppose

Vk € nat,size(red k {) < size (,
et on veut montrer que

Vk € nat,size(red k Cons(z,/')) < size Cons(x, ('),

ce qui demandera deux sous-cas : si x = k et si x # k.

1.3 Définitions inductives de relations.

Dans ce cours, les relations définies par inductions représenterons des
propriétés sur des programmes.

Un premier exemple : notations et terminologies.

Une relation est un sous-ensemble d'un produit cartésien. Par exemple,
la relation le C nat * nat est une relation binaire. Cette relation re-
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présente <, « lesser than or equal to » en anglais.
Notation. On note le(n, k) des lors que l'on a (n, k) € le.
Pour définir cette relation, on peut écrire :
Soit le C nat * nat la relation qui vérifie :
1. Vn € nat,le(n,n);
2. ¥(n, k) € nat x nat, si le(n, k) alors le(n,S k).
mais, on écrira plutot :
Soit le C nat * nat la relation définie (inductivement) &
partir des regles d’inférence suivantes :
le(n, k)
le(n,n)  le(n,S k)

2

Remarque 1.2. > Dans la définition par regle d’inférence,
chaque regle a une conclusion de la forme le(,-).

> Les métavariables n et k sont quantifiées universellement
de fagon implicite.

Définition 1.3. On appelle dérivation ou preuve un arbre construit
en appliquant les regles d’inférence (ce qui fait intervenir 1'instan-
tiation des métavariables) avec des axiomes aux feuilles.

Exemple 1.7. Pour démontrer le(2,4), on réalise la dérivation ci-
dessous.

<
le(2,2)
le(2,3)
le(2,4)

Exemple 1.8. On souhaite définir une relation triée sur nlist. Pour
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cela, on pose les trois regles ci-dessous :

—— 7 — J2
triée Nil triée Cons(z,Nil) |

le(z,y)  triée Cons(z,Nil) _

triée Cons(z, Cons(y, ¢))

Ceci permet de dériver, modulo quelques abus de notations, que
la liste [1;3;4] est triée :

— — &

1<1.' 3<3

—— Ly —— L ———— Ry
1<2 3 <4 triée [4]
=g _ Ry
1<3 triée [3;4]

triée [1;3;4]

Les parties en bleu de ’arbre ne concernent pas la relation triée,
mais la relation le.

Exemple 1.9. On définit la relation mem d’appartenance a une
liste. Pour cela, on définit mem C nat % nlist par les regles d’infé-
rences :

7 mem(k, {)
mem(k,Cons(k, )~ mem(k,Cons(z, ()

On peut constater qu’il y a plusieurs manieres de démontrer
mem(0, [0;1;0]).

Ceci est notamment di au fait qu’il y a deux ‘0’ dans la liste.

Remarque 1.3. Attention! Dans les prémisses d’une regle,

on ne peut pas avoir « —r(...) » Les regles ne peuvent qu’étre
« constructive », donc pas de négation.
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Exemple 1.10. On définit la relation ne C natxnat de non égalité
entre deux entiers.

On pourrait imaginer créer une relation d’égalité et de définir
ne comme sa négation. Mais non, c’est ce que nous dit la re-
marque 1.3.

On peut cependant définir la relation ne par :

ne(n, k)
- M N e
ne(Z,S k) ne(S n,Z) ne(S n,S k)

Il est également possible de définir ne a partir de la relation le.

Exemple 1.11. En utilisant la relation ne (définie dans I’'exemple 1.10),
on peut revenir sur la relation d’appartenance et définir une rela-
tion alternative a celle de 'exemple 1.9. En effet, soit la relation
mem’ définie par les régles d’inférences ci-dessous :

mem’(n,?)  ne(k,n)

/
2

mem’(n, Cons(n, ()) mem’(n, Cons(k, ())

Il est (sans doute ?) possible de montrer que :

V(n, ¢) € nat « nlist, mem(n, () <= mem’(n, /).

Remarque 1.4. Dans le cas général, une définition inductive
d’une relation Rel, c’est k regles d’inférences de la forme :

H, - H, %,

Rel(zy,...,zm) ,

ou chaque H; est :
> soit Rel(...);
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> soit une autre relation pré-existante (c.f. la définition de
triée dans l'exemple 1.8).

On appelle les H; les prémisses, et Rel(xy, ..., x,) la conclusion.
Elles peuvent faire intervenir des métavariables.

1.4 Preuves par induction sur une relation in-
ductive.

On souhaite établir une propriété de la forme
V(z1, ..., xm), Rel(zy, ..., xn) = P(z1,...,2Tm).

Pour cela, on établit autant de propriétés qu’il y a de regles d’infé-
rences sur la relation Rel. Pour chacune de ces propriétés, on a une
hypothese d’induction pour chaque prémisse de la forme Rel(. . .).

Exemple 1.12 (Induction sur la relation le.). Pour prouver une
propriété

V(n,k) € nat xnat, le(n,k) = P(n, k),

il suffit d’établir deuz propriétés :
1. Vn,P(n,n);
2. pour tout (n, k), montrer P(n,S k) en supposant P (n, k).

Exemple 1.13. Supposons que l'on ait une fonction ayant pour
signature sort : nlist — nlist qui trie une nlist. On souhaite dé-
montrer la propriété :

Vel € nlist, triée(¢) = sort(() = (.

On considere deux approches pour la démonstration : par induc-
tion sur £ et par induction sur la relation triée.

1. par induction sur la liste ¢, il y a deuz cas a traiter :
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> montrer que triée(Nil) = sort(Nil) = Nil,

> montrer que :
triée(Cons(n,¢)) = sort(Cons(n,l)) = Cons(n,{);

2. par induction sur la relation triée(?), il y a trois cas a trai-
ter :
> montrer sort(Nil) = Nil,
> montrer sort(Cons(n,Nil)) = Cons(n,Nil),
> montrer sort(Cons(z, Cons(y, ¢)) = Cons(z, Cons(y, {))),
en supposant :

— triée(Cons(y, ) et P(Cons(y,!)), pour la pre-
miere prémisse ;

— le(z,y), pour la seconde prémisse.
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2. Théoremes de point fixe.

Sommaire.

2.1. Définitions inductives de relations. . ... 23

2.2. Définitions inductives d’ensembles. . . .. 26

2.3. Preuves par induction sur un ensemble in-
ductif. . . . ... ... ..., 27

2.4. Preuves par induction sur une relation in-
ductive. . . . . . .. ... 28
2.4.1. Une premiere approche... . . . . . . .. 28
2.4.2. Une approche plus astucieuse... . . . . . 29

2.5. Domaines et points fixes. . . . . .. . ... 30

Dans cette section, on va formaliser les raisonnements que 1’on a réa-
lisé en section 1 a 'aide du théoreme de Knaster-Tarksi.

Définition 2.1. Soit F un ensemble, une relation & C E? est un
ordre partiel si R est :

> réflexive : Ve € E, * R x;
> transitive : Vo, y,2 € E, (1 Ry et yRz2) = =R z;
> antisymétrique : Vo, y € E, (t Ry et yRz) = x=1y.

Exemple 2.1. Dans 'ensemble F = N, les relations < et | (divi-
sion) sont des ordres partiels.

Définition 2.2. Soit (E£,C) un ordre partiel.
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> Un minorant d’'une partie A C E est un m € E tel que

Ve e A, mC x.
> Un majorant d'une partie A C E est un m’ € E tel que

Vz e A, z Cm.

> Un treillis complet est un ordre partiel (E, C) tel que toute
partie A C E admet un plus petit majorant, noté | | A, et
un plus grand minorant, noté [ ] A.

Remarque 2.1. > Pour tout minorant m de A, onam C [] A.
> Pour tout majorant m’ de A, on a |[JA T m/.

> Un minorant/majorant de A n’est pas nécessairement dans
I'ensemble A. Ceci est notamment vrai pour [ | A et || A.

Notation. On note généralement | =[]FE, et T =[] FE.

Exemple 2.2. > L’ensemble (IN, <) n’est pas un treillis com-
plet : si A est infini, il n’admet pas de plus petit majorant.

> L’ensemble (IN U {oo}, <) est un treillis complet avec la
convention Vn € IN,n < oo.

> L’ensemble (IN, |) est un treillis complet :

— pour A C IN fini, on a
|_|A:ppcmA et |_|A:pgch;

— pour A C NN infini, les relations ci-dessus restent va-
lables avec la convention :

VneN, n]|0.
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Exemple 2.3 (Exemple trés important de treillis complet).
Soit Ey un ensemble. Alors 'ensemble (p(Ep), C) des parties de
Ej est un treillis complet. En particulier, on a :

[1=N U=U, L=0 et T=E,.

Théoréeme 2.1 (Knaster-Tarski). Soit (E£,C) un treillis complet.
Soit f une fonction croissante de F dans E.' On considére 1’en-
semble

Fy={z € E| f(z) Tz},
I'ensemble des prépoints fives de f. Posons m =[] Fy. Alors, m

est un point fixe de f, i.e. f(m)=m.

Preuve. Soit y € Fy, alors m C y, et par croissance de f, on a
ainsi f(m) C f(y), ce qui implique f(m) C y par transitivité (et
car y € Fy). D’'ou, f(m) est un minorant de FY.

Or, par définition, f(m) C m, et par croissance f(f(m)) C f(m),
ce qui signifie que f(m) € Fy. On en déduit m C f(m).

Par antisymétrie, on en conclut que f(m) = m. O

A la suite de ce théoréme, on peut formaliser les raisonnements que
I'on a réalisé en section 1. Pour cela, il nous suffit d’appliquer le
théoréeme 2.1 de Knaster-Tarksi (abrégé en « théoreme K-T »).

2.1 Deéfinitions inductives de relations.

Remarque 2.2. Pour justifier la définition des relations, on ap-
plique le théoreme K-T. En effet, on part de £ = E; % --- x F),.
Les relations sont des sous-ensembles de E, on travaille donc dans
le treillis complet (p(E),C). On se donné une définition induc-
tive d’'une relation Rel C E. Pour cela, on s’appuie sur les regles

1. Ceci signifie que Va,b € E, aCTb = f(a) C f(b).
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d’inférences et on associe a chaque R; une fonction
fitp(E) = p(E).

On montre (constate) que les f; définies sont croissantes. Enfin,
on pose pour A C F,

J(A) = fi(A)U---U fi(A).
La fonction f +— f(A) est croissante.

Par définition, Rel est défini comme le plus petit (pré)-point fixe
de la fonction f, qui existe par le théoreme K-T (théoréme 2.1).

Exemple 2.4. Définissons le C nat % nat. On rappelle les regles
d’inférences pour cette relation :

le(n, k)
le(n,n) — le(n,S k)

2

Avec un ensemble A C nat x nat, on définit
fi(A) = {(n,n) | n € nat},

fo(A) ={(n,8 k) | (n, k) € A};
et on pose enfin
f(A) = fi(A) U fo(A).

La définition formelle de la relation le est le plus petit point fixe
de f.

Exemple 2.5 (Suite de I'exemple 1.8). Définissons triée C nlist.
On rappelle les regles d’inférences pour cette relation :

——— > Iz
triée Nil triée Cons(x,Nil) |
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le(z,y) triée Cons(z,Nil) _

triée Cons(x, Cons(y, ())

Avec un ensemble A C nlist, on définit

fi(A) = {Nil},
f2(A) = {Cons(k,Nil) | k& € nat},

)= {contecmat | S50 )

et on pose enfin
f(A) = fi(A) U fa(A).

La définition formelle de la relation le est le plus petit point fixe
de f.

Remarque 2.3. Dans les exemples ci-avant, méme si I'on ne I'a
pas précisé, les fonctions f; sont bien croissantes pour l'inclusion
C. C’est ceci qui assure l'application du théoreme K-T (théo-
reme 2.1).

Comme dit dans la remarque 1.3, on ne définit pas de regles
d’induction de la forme

_'Re|<x/1 7/}%%
/R’éﬂf,. ey Tp) —  C’est interdit !

En effet, la fonction f définie n’est donc plus croissante.

Remarque 2.4. Une relation R définie comme le plus petit point
fixe d'une fonction f vérifie, mais on ne demande en rien que 1’'on
ait A C f(A) quel que soit A C E. En effet, pour

F{3,2)}) = {(n,n) | n € nat} U{(3,1)}

ne vérifie pas cette propriété.
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2.2 Définitions inductives d’ensembles.

Exemple 2.6. On reprend le type ty défini a 'exemple 1.2 :

type ty =

| F

| N2 of (txnlist*xt)

| N3 of (txnatsts*xnatxt)

Code 2.1 I Un exemple de type

On le définit en utilisant le théoréeme K-T (théoreme 2.1) en po-
sant :

(A)
2(A)
5(A)

{F}
{(z,

0,y) | € € nlist et (z,y) € A}
(z,y,2) € A® }

33 k1, Y, k27 (]{71,]62) € nat2

puis, quel que soit A,
f(A) = f1i(A) U fu(A) U f3(A).

On pose ensuite ty comme le plus petit point fixe de f.

Exemple 2.7. Avec nat = {Z,S Z,S S Z, ...}, on utilise
f(A)={z}u{sn|n e A},

et on pose nat le plus petit point fixe de f.

Et si on retire le cas de base? Que se passe-t-il? On pose la
fonction

f(Ay={Sn|neA}

Le plus petit point fixe de f est 'ensemble vide (). On ne définit
donc pas les entiers naturels.
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Remarque 2.5. Apres quelques exemples, il est important de se
demander comment f est définie. C’est une fonction de la forme

fo(El — o (ED).

Quel est I’ensemble noté « » 7 Quel est 1’ensemble ambiant ?

La réponse est : c’est I’ensemble des arbres étiquetés par des
chalnes de caracteres.

Remarque 2.6. Pour définir inductivement un relation, on peut
considérer qu’on construit un ensemble de dérivation.

Par exemple, pour le, on aurait

_ 0 | 4 est une dérivation de le(n, k) i.e.,
f2(A) = { le(n,S k) | § est une dérivation dont le(n, k) est
a la racine

2.3 Preuves par induction sur un ensemble in-
ductif.

Remarque 2.7. Soit t un ensemble défini par induction par les
constructeurs Cq,...,C,. On pose f tel que t est le plus petit
pré-point fixe de f.

On veut montrer Va € t, P(z). Pour cela, on pose
A={ret|P()},

et on montre que f(A) C A, i.e. A est un pré-point fixe de f.
Ceci implique, par définition de t, que t C A, d’ou

Ve,x et = P(x).
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Exemple 2.8. Expliquons ce que veut dire « montrer f(A) C A »
sur un exemple.

Pour nlist, on pose deux fonctions

fi(A) = {Nil}
f2(A) = {Cons(k,?) | L € A}

Pour montrer f(A) C A, il y a deux cas :

> (pour fi) montrer P(Nil);
> (pour f3) avec ’hypothese d’induction P (¢), et k € nat,
montrer % (Cons(n, ()).

2.4 Preuves par induction sur une relation in-
ductive.

2.4.1 Une premiére approche...

Remarque 2.8. Soit Rel une relation définie comme le plus pe-
tit (pré)point fixe d’une fonction f, associée aux k regles d’infé-
rences Ry, ..., Rg. On veut montrer que

V(.Il, . ,Z’m) S E, Rel(xl, . ,.Z‘m) — @(.Tl, c ,.flfm).

Pour cela, on pose A = {(x1,...,2p) € E | P(x1,...,2,)}, et
on montre que f(A) C A, i.e. que A est un prépoint fixe de f.
Ainsi, on aura Rel C A et on aura donc montré

V(z1,...,2m) € E, Rel(zy,...,2,) = P(x1,...,Tn).

Exemple 2.9. Pour le, prouver f(A) C A signifie prouver deux
propriétés :
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1. ¥n € nat, P(n);
2. ¥(n, k) € nat?, P(n, k) = P(n,S k)
————

hyp. ind.

Exemple 2.10. Pour triée, on a trois propriétés a prouver :
1. P(Nil);
2. Vk € nat, P (Cons(k,Nil));
3. V(z,y) € nat?,V/ € nlist,

P(Cons(y,l)) Ale(z,y) = P(Cons(x,Cons(y,’))).

hyp.ind

Remarque 2.9. Remarquons que dans 'exemple 2.10 ci-dessus,
dans le 3eéme cas, on n’a pas d’hypothese triée(Cons(y, £)). Ceci
vient du fait que, dans la remarque 2.7, I’ensemble A ne contient
pas que des listes triées. La contrainte de la relation n’a pas été
appliquée, on n’a donc pas acces a cette hypothese.

2.4.2 Une approche plus astucieuse...

Remarque 2.10. On modifie légérement le raisonnement présenté
en remarque 2.7. On pose

A'={(x1,...,2n) € E|Rel(z1,...,20) NP(T1,...,Zm)}

On montre f(A’) C A’ et donc, par définition de Rel, on aura
Iinclusion Rel C A’. Avec ce raisonnement, on peut utiliser des
hypotheéses, comme montré dans les exemples 2.11 et 2.12. Le but
de la preuve n’est donc plus (. ..) mais Rel(...) A P(...).

En rouge sont écrits les différences avec le raisonnement précé-
dent.
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Exemple 2.11 (Version améliorée de I'exemple 2.9). Pour le, prou-
ver f(A) C A signifie prouver deux propriétés :

1. Vn € nat,le(n,n) A P(n);

2. V(n, k) € nat? le(n, k) AP(n, k) = le(n,S k) AP(n,S k)

hyp. ind.

Exemple 2.12 (Version améliorée de I'exemple 2.10). Pour triée,
on a trois propriétés a prouver :

1. triée(Nil) A P(Nil);
2. Vk € nat, triée(Cons(k,Nil)) A P(Cons(k,Nil));
3. V(z,y) € nat?,V/ € nlist,
hyp.ind
triée(Cons(y, ¢)) A P(Cons(y, £)) A le(z,y)

!

triée(Cons(z, Cons(y, £))) A P(Cons(z, Cons(y, £)))

2.5 Domaines et points fixes.

Définition 2.3. Soit (£,C) un ordre partiel. Une chaine infinie
dans ’ensemble ordonné (E,C) est une suite (e,),>o telle que

eoberLel---

On dit que (E,C) est complet si pour toute chaine infinie, il
existe | |,>¢ €, € F, un plus petit majorant dans £.

Si, de plus, E a un plus petit élément L, alors (F,C) est un do-
maine.

Remarque 2.11. Un treillis complet est un domaine.
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Théoréme 2.2. Soit (F,C) un domaine. Soit f : B — E conti-
nue :

> f est croissante;
> pour toute chaine infinie (e,),>o0,

f(Uen) = L flen

n>0 n>0

Les (f(en))n>0 forment une chaine infinie par croissance de
la fonction f.
On pose, quel que soit x € E, f°(z) = z, et pour tout entier i > 0,
on définit fitl(x) = f(fi(x)).
On pose enfin

fix(f) = [ | f"(L)

n>0
= Luf)ufA(Lyu---.
Alors, fix(f) est le plus petit point fixe de f.

Preuve. La preuve viendra plus tard. [

Les définitions inductives par constructeurs ou regles d’inférences
peuvent étre définis par des fonctions continues. Et, on peut se pla-
cer dans le domaine (p(E), C) pour définir les ensembles définis par
inductions.

Exemple 2.13. Avec les listes d’entiers, on définit

nat= () U{Nil}U {Cons(k,Nil) |k € nat}U---.
N ——
LW £2(1)
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3. Les bases de Rocq.

3.1 Les définitions par induction : Inductive.

En Rocq (anciennement Coq), on peut définir des ensembles par in-
duction. Pour cela, on utilise le mot Inductive.

Par exemple, pour définir un type de liste d’entiers, on utilise le code
ci-dessous.

Inductive nlist : Set:=
| Nil : nlist
| Cons : nat — nlist — nlist.

Code 3.1 | Définition du type nlist en Rocq

En Rocq, au lieu de définir la fonction Cons comme une « fonction »
de la forme Cons : natx*nlist — nlist, on la curryfie en une « fonction »
de la forme Cons : nat — nlist — nlist. Les types définis par les deux
versions sont isomorphes.

Pour définir une relation, on utilise aussi le mot clé Inductive :

Inductive le : nat — nat — Prop :=
| le_refl : forall n, lenn
| le.S : forall n k, lenk —le (Sn) (S k).

Code 3.2 | Définition de la relation le

Aux types définis par induction, on associe un principe d’induction
(qu’on voir avec Print le_ind. ou Print nlist_ind.). Ce principe
d’induction permet de démontrer une propriété &P sur un ensem-
ble/une relation définie par induction.
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3.2 Quelques preuves avec Rocq.

On décide de prouver le lemme suivant avec Rocq.

“Lemme” 3.1. Soit ¢ une liste triée, et soient a et b deux entiers
tels que a < b. Alors la liste a :: b :: £ est triée.

Pour cela, on écrit en Rocq :

Lemma exemple_triee :
forall 1, triée 1 —
forall a b, leab —
triée (Cons a (Cons b 1)).

Il ne reste plus qu’a prouver ce lemme. On commence la démonstration
par introduire les variables et hypotheéses : les variables 1, a, b, et les
hypotheses (H1) : triée 1, et (H2) : le a b. On commence par introduire
la liste 1 et I'hypothese H1 et on s’occupera des autres un peu apres.

Proof.
intros 1 HI1.
On décide de réaliser une preuve par induction sur la relation triée,
qui est en hypothese (H1).

induction H1.

Dans le cas d’une preuve par induction sur triée, on a trois cas.

> Cas 1. On se trouve dans le cas 1 = Nil. Pas trop de problemes
pour prouver que [a;b] est triée avec I’hypothese a < b. On
introduit les variables et hypotheses a, b et H2.

- intros a b H2.

A ce moment de la preuve, I’objectif est de montrer :
triée Cons(a, Cons(b,Nil)).

Pour cela, on utilise deux fois les propriétés de la relation triée :
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apply t_cons.
apply t_singl.

Notre objectif a changé, on doit maintenant démontrer le a b.
C’est une de nos hypotheses, on peut donc utiliser :

assumption.

Ceci termine le cas 1.

> Cas 2. On se trouve dans le cas 1 = [k]. On doit de démontrer
que la liste [a;b;k] est triée. On a ’hypothese a < b, mais
aucune hypothese de la forme b < k. On est un peu coincé pour
ce cas. ..

(Un jour je finirai d’écrire cette partie... Malheureusement, ce n’est
pas aujourd’hui. . .)
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4. Sémantique opérationnelle
pour les expressions
arithmétiques simples (EA).

Sommaire.
4.1. Sémantique a grands pas sur EA. . . . . .. 36
4.2. Sémantique a petits pas sur EA. . . . . .. 37

4.3. Coincidence entre grands pas et petits pas. 38
4.4. L’ensemble EA avec des erreurs a I’exécution. 41

4.4.1. Relation a grands pas. . . . . . . . . .. 41
4.4.2. Relation a petits pas. . . . . . . . . .. 41
4.5. Sémantique contextuelle pour EA. . . . . . 42

Depuis le début du cours, on s’est intéressé a la méthode induc-
tive. On essaie d’appliquer cette méthode a « I'exécution » des « pro-
grammes ».

On définira un programme comme un ensemble inductif : un pro-
gramme est donc une structure de donnée. L’exécution d'un pro-
gramme sera décrit comme des relations inductives (essentiellement
binaires) sur les programmes. Définir ces relations, cela s’appelle la
sémantique opérationnelle.

On considerera deux sémantiques opérationnelles
> la sémantique a grands pas, ou l'on associe un résultat a un
programme ;
> la sémantique a petits pas, ou l'on associe un programme « un
peu plus tard » a un programme.
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Notre objectif, dans un premier temps, est de définir OCaml, ou plutdt
un plus petit langage fonctionnel inclus dans OCaml.

On se donne 'ensemble Z (on le prend comme un postulat). On définit
I’ensemble EA en Rocq par :

Inductive EA : Set :=
|Cst : Z — EA
|Add : EA — EA — EA.

Code 4.1 | Définition des expressions arithmétiques simples

Note 4.1. On se donne Z et on note k£ € Z (vu comme une
métavariable). On définit (inductivement) I’ensemble EA des ex-
pressions arithmétiques, notées a,a’, ay, ... par la grammaire

a:::/_ﬂal@aQ.

Exemple 4.1. L’expression 1&(3®7) représente 'expression Rocq
Add(Cst 1,Add (Cst 3) (Cst 7)),

que l'on peut représenter comme ’arbre de syntaxe. . .

Remarque 4.1. Dans le but de définir un langage minimal, il n’y

a donc pas d’'intérét a ajoute © et ®, représentant la soustraction
et la multiplication.

4.1 Sémantique a grands pas sur EA.

On définit la sémantique opérationnelle a grands pas pour EA. L’in-
tuition est d’associer I’exécution d’un programme avec le résultat. On
définit la relation d’évaluation || C EA x Z, avec une notation infixe,
définie par les regles d’inférences suivantes :

alii]ﬁ G2Uk2
EYEk et ar®ax L k
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ot, dans la seconde regle d’inférence, k = ki + ko. Attention, le + est
la somme dans Z, c’est une opération externalisée. Vu qu’on ne sait
pas comment la somme a été définie dans Z (on ne sait pas si elle
est définie par induction/point fixe, ou pas du tout), on ne I’écrit pas
dans la regle d’inférence.

La forme générale des regles d’inférences est la suivante :

P ... P,
Cond. App. ;
R,

C

ou l'on donne les conditions d’application (ou side condition en an-
glais). Les Py, ..., Py, C sont des relations inductives, mais les condi-
tions d’applications ne sont pas forcément inductives.

Exemple 4.2.
202 515
245=7 ————————————
343 2®5) 47
3®(2@5) 10

3+7=10

4.2 Sémantique a petits pas sur EA.

On définit ensuite la sémantique opérationnelle a petits pas pour EA.
L’intuition est de faire un pas exactement (la relation n’est donc pas
réflexive) dans I'exécution d’un programme et, si possible, qu’elle soit
déterministe.

Une relation déterministe (ou fonctionnelle) est une relation R telle
que, sia R bet a@R calors b=c.

La relation de réduction — C EA % EA, notée infixe, par les regles
d’inférences suivantes

k—ky 4+ ky —— A

EI@E2_>]§ )
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ag — aj a; — aj
B4 B,
a; @ as — ay O ab et o ®k—a Dk

Il faut le comprendre par « quand c’est fini a droite, on passe a
gauche ».

Les regles €, et €4 sont nommeées respectivement regle contextuelle
droite et régle contextuelle gauche. Quand a — a, on dit que a se
réduit a a'.

Remarque 4.2. La notation k + indique que, quelle que soit
I’expression a € EA ,on n’a pas k£ — a. Les constantes ne peuvent
pas étre exécutées.

Exercice 4.1. Et si on ajoute la regle

ap —ay  ag — aj

a; ®ay — ay dal,

appelée réduction paralléle, que se passe-t-il 7

Remarque 4.3. Il n’est pas possible de démontrer 26 (3@®4) — 9.
En effet, on réalise deuz pas.

4.3 Coincidence entre grands pas et petits
pas.

On définit la cloture réflexive et transitive d’une relation binaire R
sur un ensemble | notée R*. On la définit par les regles d’inférences
suivantes :

TRy YRz
TR*x et T R* 2

Lemme 4.1. La relation R* est transitive.
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Preuve. On démontre

Ve,y€e E, sizR*yalors Vz, yR* 2 = =z R* 2

P(z,y)

par induction sur x R* y. Il y a deux cas.

> Réflexivité. On a donc x = y et, par hypothese, y R* 2.

> Transitivité. On sait que * R a et a R* y. De plus, on a
I’hypothese d’induction

P(a,y) V2, y R* 2z = a R” 2.

Montrons P(z,y). Soit z tel que y R* z. 1l faut donc mon-
trer x R* z. On sait que * R a et, par hypothese d’in-
duction, a R* z. Ceci nous donne x R* z en appliquant la
seconde regle d’inférence.

]

Lemme 4.2. Quelles que soient ay et aj, si ag —* aj, alors pour
tout a;, on a a; & ay —* a; G aj.

Preuve. On procede par induction sur ay —* aj. Il y a deux cas.

1. On a a}, = ay. Il suffit donc de montrer que 1'on a
a1 az =" a1 D ag,

ce qui est vrai par réflexivité.
2. On sait que ag — a et a —* a). On sait de plus que

Vai, a1 ®a—" a; ® ay
par hypothese d’induction. On veut montrer que

Vai, ai;® as —* ay ® ay.
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On se donne a;. On déduit de as — a que a; B as — a1 P a
par B4. Par hypothese d’induction, on a a; @ a —* a; @ aj.
Par la seconde regle d’inférence, on conclut.

]

Lemme 4.3. Quelles que soient les expressions a; et af, si a; —*
ay alors, pour tout k, a1 & k —* a) @ k. H

Attention, le lemme précédent est faux si 'on remplace k£ par une
expression ao. En effet, as ne peut pas étre « spectateur » du calcul
de a;.

Proposition 4.1. Soient @ une expression et k un entier. On a
I'implication
all k = a—"k.

Preuve. On le démontre par induction sur la relation a || k. Il y
a deux cas.
1. Dans le cas a = k, alors on a bien £ —* k.
2. On sait que a; || k1 et as | ko, avec k = k1 + ko. On a
également deux hypotheses d’induction :
> (Hl) T aq —* ]_ﬁ,
> (Hg) 1 a9 —* ]_{?2.
On veut montrer a; @ as —* k, ce que l'on peut faire par :

Ha)+l 42 Hy)+l 43 o
a1 @ az (USRI S ay @ ko SRS s k1@ ky — k.

]

Proposition 4.2. Soient a une expression et k£ un entier. On a
I'implication
a—"k = alk.
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4.4 L’ensemble EA avec des erreurs a I'exécu-
tion.

On exécute des programmes de EA. On considere que ki @ ko s’évalue
comime

(kl + ]{?2) X ]{?2
ko '

Le cas ky = 0 est une situation d’erreur, une « sttuation catas-
trophique ». (C’est une convention : quand un ordinateur divise par
zéro, il explose!)

4.4.1 Relation a grands pas.

On note encore |} la relation d’évaluation sur EAx 7, ou 'on définit
I'ensemble Z, = Z U {L}. Le symbole L est utilisé pour représenter
un cas d’erreur.

Les regles d’inférences définissant } sont :

. k= ki + ko ar I ky as I ko ay | ky as | 0
kU k k#0 a Day | k a®ayl L,

et les regles de propagation du L :

ap 4 L (azdr) (@ dr) al L
ay Gax | L ay Pag L

4.4.2 Relation a petits pas.

On (re)-définit la relation — C EAxEA,, ou EA; = EAU{Ll}, par
les reégles d’inférences

as — ab
k=ki+ k2 as £ L
ko #0 /
’ k1@ ko — k a1 D az — a1 D ay
a; — a)
a; # L

a @k —a) Dk ki@ 0— L,
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et les regles de propagation du L :

a; — L ar, — L
ai®k—L et aDay— L.

Pour démontrer ’équivalence des relations grand pas et petits pas, ca
semble un peu plus compliqué. . .

4.5 Sémantique contextuelle pour EA.

On définit la relation + : EA x EA par la regle :

k=ki+ k2

Elky © ko] — E[K],
ou FE est un contexte d’évaluation que l'on peut définir par la gram-

maire
E:=[]E

Le trou est une constante, notée [ | qui n’apparait qu'une fois par
contexte d’évaluation. Pour E un contexte d’évaluation et a € EA,
alors E[a] désigne I'expression arithmétique obtenue en remplagant le
trou par a dans E.

Exemple 4.3. On note Eg =3 @ ([ | D 5) et ap =1 @ 2. Alors
3o ((lo2)®h).

Que faut-il mettre a la place de ?

Exemple 4.4 (Premiére tentative). On pose
E .= H | ]_i' | EIEBEQ.

Mais, ceci peut introduire plusieurs trous (voire aucun) dans un
méme contexte. C’est raté.
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Exemple 4.5 (Seconde tentative). On pose
E:=[]|a®E|E®a.

Mais, on pourra réduire une expression a droite avant de réduire
a gauche. C’est encore raté.

Exemple 4.6 (Troisiéme (et derniére) tentative). On pose
E:=[]|a®E|EdE.
La, c’est réussi!

Lemme 4.4. Pour toute expression arithmétique a € EA qui n’est
pas une constante, il existe un unique triplet (E, ky, ko) tel que

a = Elk1 @ k).

Ceci permet de justifier la proposition suivante, notamment au niveau
des notations.

Proposition 4.3. Pour tout a,d’, on a
a — a si, et seulement si, ar~> a'.

Preuve. Pour démontrer cela, on procede par double implication :

> « = » par induction sur a — a’;
> « <= » par induction sur E.
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5. Sémantique opérationnelle
des expressions
arithmétiques avec
déclarations locales (LEA).

Sommaire.
5.1. Sémantique a grands pas sur LEA. . . . . . 45
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5.4. Sémantique sur LEA avec environnement. . 47

5.4.1. Sémantique a grands pas sur LEA avec en-
vironnements. . . . . . . . .. ... .. 48

On suppose donnés Z les entiers relatifs et 7" un ensemble infini de
variables (d’identifiants/d’identificateurs/de noms).

On définit LEA par la grammaire suivante :
ax=k|la ®ay|letr=a; in as |z,

our eVetkel.
En Rocq, on peut définir :

Inductive LEA : Set :=

| Cst : Z — LEA

| Add : LEA — LEA — LEA

| Let : ¥ — LEA — LEA — LEA
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| Var : ¥ — LEA.
Code 5.1 I Définition inductive de LEA

Exemple 5.1. Voici quelques exemples d’expressions avec décla-
rations locales :

1. letz=3 in P x;

2. letx=2 in lety=2®2 in 2P y;

3. letz=(lety=5in y®y) in (letz=6 in 2P 2) D x;
4

I letz=7®2 in (letz=5 inc@z) Q.

5.1 Sémantique a grands pas sur LEA.

On définit une relation d’évaluation |} : LEA x Z ' définie par :

Glil]ﬁ G2Uk2
e — k=ky + k2
kK ap®ay Lk

et on ajoute une régle pour le letx =... in ... :

a | ki Qg [’—“1/1‘] N
(letx =a; in ag) | ks.

On note ici a[k/z] la substitution de k a la place de z dans 'expression
a. Ceci sera défini apres.

Attention : on n’a pas de regles de la forme

B8

les variables sont censées disparaitre avant qu’on arrivent a elles.

Définition 5.1. Soit @ € LEA. L’ensemble des wariables libres
d’une expression a noté V¢ (a), et est défini par induction sur a
de la maniére suivante :
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> Ve(k) =

> Ve (z) = {x}
> Ve(ar & az) = VE(ar) UTE(az);

> Ve(letx =ay in ay) = V€ (a1) U (VE(az) \ {z}).

Exemple 5.2.

V€(letx =3 in let y@y ® (z @ 15)) = {z}.
~__

Définition 5.2. Une expression a € LEA est close si V€ (a) = 0.
On note LEA; C LEA l’ensemble des expressions arithmétiques
de closes.

Définition 5.3. Soient a € LEA, x € UV et k € Z. On définit par
induction sur a (quatre cas) le résultat de la substitution de x
par k dans a, noté alk/z| de la maniére suivante :
> k'[be] = K;
> (a1 @ a2)[¥/e] = (ar[E/e]) @ (a2[¥/]) ;
k siz=y
y sizFy;
lety = k/y| i i =
o (lety=ay in ap)fif] = { CPY @l dna stz =y
lety =ai[k/z] in aolk/z] six #vy.

5.2 Sémantique a petits pas sur LEA.

On définit la relation — C LEA % LEA inductivement par :

k=k1+ k2

— d
El@EQ%I_ﬂ )

1. On surcharge encore les notations.
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ag — aj a; — aj
B4 B,
a; @ as — ay O ab et o ®k—adk 7,
puis les nouvelles regles pour le letz =... in ...:
a; — a)

G

letz =a; in ay — letx =a} in ay

letx =k in a — a[k/al.

On peut démontrer ’équivalence des sémantiques a grands pas et a
petits pas.

5.3 Sémantique contextuelle pour LEA.

On définit les contextes d’évaluations par la grammaire suivante :

E =[]
|la® E
| E®k

| letz = F in a.

On définit deux relations +—, et — par les regles :

k= ki + k2
ki@ kovrsaky  letx =k in a—, alk/d,

et
ars, d

Ela] — Eld'].
5.4 Sémantique sur LEA avec environnement.

Définition 5.4. Soient A et B deux ensembles. Un dictionnaire
sur (A, B) est une fonction partielle a domaine fini de A dans B.

Si D est un dictionnaire sur (A4, B), on note D(z) = y lorsque D
associe y € Bax € A.
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Le domaine d’un dictionnaire D est

dom(D)={x € A|3Jy € B,D(x) = y}.

On note () le dictionnaire vide.
Pour un dictionnaire D sur (A, B), deux éléments z € Aet y € B,
on note D[z — y] est le dictionnaire D’ défini par

> Di'(z) = y;

> D'(z) = D(z) pour z € dom(D) tel que z # z.

On ne s’intéresse pas a la construction d’'un tel type de donné, mais
juste son utilisation.

On se donne un ensemble Env d’environnements notés €,€’,... qui
sont des dictionnaires sur (7, Z).

5.4.1 Sémantique a grands pas sur LEA avec environ-
nements.

On définit la relation | C LEA % Env x Z, noté a,€ || k (« a s’évalue
en k dans € ») défini par
a, € ki a2, €l ks
S EE—— k =k + ko () =k —
k,€ |k ar @ az, €|k z,6 |k,
a, € ki ay, €[z — k] | ko

letz =a; in as | ko

Remarque 5.1. > Dans cette définition, on n’a pas de substi-
tutions (c’est donc plus facile a calculer).
> Si Ve (a) C dom(8), alors il existe k € Z tel que a,€ | k.
> Onaa | k (sans environnement) si, et seulement si a, ) |} &
(avec environnement).

Pour les petits pas avec environnements, ¢’est un peu plus compliqué. . .On
verra ¢a en TD. (Ecraser les valeurs dans un dictionnaire, ¢a peut
étre problématique avec les petits pas.)
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6. Un petit langage
fonctionnel : FUN.

Sommaire.

6.1. Sémantique opérationnelle « informelle-
ment » . . . .. ..o 50

6.2. Sémantique opérationnelle de FUN (version
1), o 51
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6.2.2. Petits pas pour FUN. . . . . .. .. .. 52
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6.3.1. Traduction de FUN + 1let vers FUN. . . 57

On se rapproche de notre but final en considérant un petit langage
fonctionnel, nommé FUN.

On se donne ’ensemble des entiers relatifs Z et un ensemble infini de
variables 7. L’ensemble des expressions de FUN, notées e, ¢’ ou ¢;,
est défini par la grammaire suivante :

Application
ex=k|e +es|funx »el|e e .
————

Fonction / Abstraction

Note 6.1. On simplifie la notation par rapport a EA ou LEA : on
ne souligne plus les entiers, on n’entoure plus les plus.

On notera de plus e; e e3 pour (e; ey) es. Aussi, 'expres-
sion funx y -+ e représentera 'expression funz -+ (funy - e). On
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n’a pas le droit a plusieurs arguments pour une fonction, mais
on applique la curryfication.

6.1 Sémantique opérationnelle « informelle-
ment ».

Exemple 6.1. Comment s’évalue (funz » z +z)(7T+7)7

> D’une part, 7 4 7 s’évalue en 14.
> D’autre part, (funz -+ x + z) s’évalue en elle méme.

> On procede a une substitution de (z 4 x)[14/z] qui s’évalue
en 28.

Exemple 6.2. Comment s’évalue I’expression

A

((fun f » (funz » 2+ (f x))) funy->y+y)) 77

On commence par évaluer A et C' qui s’évaluent en A et C' res-
pectivement. On continue en calculant la substitution

(funz + 2+ (f 2))[£my v+ 9],
ce qui donne
(funz » z+ ((funy » y + y) z)).

La, on ne simplifie pas, car c¢’est du code dans une fonction.
On calcule ensuite la substitution

(z + ((funy -+ y +y) ))[7/4],

ce qui donne
7+ ((funy - y+y) 7).
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On termine par la substitution

(y+)[h] =7+7

On conclut que 'expression originelle s’évalue en 21.

Remarque 6.1. Dans FUN, le résultat d’un calcul (qu’on appel-
lera valeur) n’est plus forcément un entier, ¢a peut aussi étre une
fonction.

L’ensemble des valeurs, notées v, est défini par la grammaire
vi=Fk|funx - e.

LES FONCTIONS SONT DES VALEURS ! Et, le « contenu » la fonc-
tion n’est pas forcément une valeur.

On peut remarquer que l’ensemble des valeurs est un sous-
ensemble des expressions de FUN.

6.2 Sémantique opérationnelle de FUN (version
1).

Définition 6.1. On définit 'ensemble des wvariables libres V¢ (e)
d’une expression e par (on a 5 cas) :

> VE(r) = {x};

> VE(k)=0;

> VE(er + ez) = VE(e1) UTE(e2) ;

> VE(er eg) = VE(er) UTE(ea);

> Ve(funzx + €) = Ve (e) \ {z}.!
On dit que e est close si V€ (e) = 0.

1. L’expression funx -+ e est un lieur : x est liée dans e.
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Définition 6.2. Pour e € FUN, x € ¥ et v une valeur close, on
définit la substitution e[v/z] de x par v dans e par :

> kfofe] = k;
o] — v osiz=y

= ylel {y siz#y ;

funy - e six =1y

funy - el¢/z] six # y;

> (€1 + e2)[%/z] = (ex["/a]) + (e2[¥/a]) ;

> (e1 e2)[v/z] = (ea[/e]) (e2["/2]).

> (funy - e)[v/z] = {

6.2.1 Grands pas pour FUN.

On définit la relation |} sur couples (expression, valeur) par :

er | ky ex | ko
er+exdl k vi{v

k =k + k2

el funz e e vy /s Jv

e1 ex ) v.

Remarque 6.2. Certaines expressions ne s’évaluent pas :

x Y et z+ (funx -+ z) ¥

par exemple.

6.2.2 Petits pas pour FUN.

On définit la relation — C FUN % FUN par :

=k 2—9{ 9{
PRt k1+k2—>/{7 Pk (funx-»e)v—)e[”/m] ’

ey — € er — €]

pd Pg
€1+62—>61+6/2 61+/€—>6/1+]€
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ey — € ep — €]
/ ad /
€1 €2 — €1 €y €1V — €10V

Remarque 6.3. Il existe des expressions que l'on ne peut pas
réduire :

1. kA

2. (funz »x) A

3. e+ (funz » x) A ;

4.30b4+7) —3124A

Dans les cas 1. et 2., c’est cohérent : on ne peut pas réduire des
valeurs.

Lemme 6.1. On a

el v si, et seulement si, e =" .

Remarque 6.4. Soit ¢y = (funz + z x) (funz -+ z x). On re-
marque que €y — €.

En FUN, il y a des divergences : il existe (e, )nen telle que I'on ait
€n — Ent1-

La fonction ? définie par | est donc partielle.

Remarque 6.5 (Probléme avec la substitution). On a la chaine de
réductions :

(funy =+ (funx » 2z +y)) (x+7)) 5
() — (funz»z+(x+7))5
—5+(5+7)
—* 17,

Attention! Ici, on a triché : on a substitué avec 'expression x + 7
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mais ce n’est pas une valeur (dans la réduction (x))!

Mais, on a la chaine de réductions

(fun f + (funz -+ (f 3) +)) (funt +2+7) 5
— (funz -+ ((funt -2 +7) 3)+2) 5
— (funz =+ ((funt »z+7) 3) + ) 5.

Et la, c’est le drame, on a capturé la variable libre. D’ou
I’hypothese de v close dans la substitution.

Remarque 6.6. Les relations || et — sont définies sur des expres-
sions closes. Et on a méme — C FUN, * FUN,. *

Lemme 6.2. > Si v est close et si z & V€(e) alors e[v/z] = e.
> Si v est close, V€ (e[v/z]) = Ve (e) \ {x}. O

Lemme 6.3. Si e € FUNg et e — €’ alors ¢ € FUN,.

Preuve. Montrons que, quelles que soient e et €/, on a : si e — €
alors (e € FUNg) = (¢’ € FUNy) On procede par induction sur
la relation e — €’. Il y a 6 cas :

1. Pour R4, on suppose (funz -+ e) v est close, alors

> (funx -+ e) est close;
> v est close.

On sait donc que V€ (e) C {x}, d’ou par le lemme précé-
dent, VE(e[v/z]) = 0 et donc e[v/z] est close.

2-6. Pour les autres cas, on procede de la méme maniere.

2. Pour indiquer cela, il faudrait démontrer que la relation |} est déterministe.

3. Il faudrait ici justifier que la réduction d’une formule close est close. C’est
ce que nous allons justifier.
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Remarque 6.7. De méme, si e |} v ou e est close, alors v est close.

Les relations |} et — sont définies sur les expressions et les valeurs
closes.

Définition 6.3 (Définition informelle de I'a-conversion). On définit
I’a-conversion, notée e =, € : on a funx + ¢ =, funy - € si, et
seulement si, €’ s’obtient en replacant x par y dans e a condition
que y & Ve(e).”

On étend e =, € a toutes les expressions : « on peut faire ¢a
partout ».

Exemple 6.3 (Les variables liées sont muettes.). On a :

funrz-sxv+ 2=, funy-+y+=z2
=, funt 2+t + 2
#o funz =+ 2 + 2.

L’intuition est, quand on a fun z — e et qu’on a besoin de renommer
la variable x, pour cela on prend z’ & V€(e).

“Lemme” 6.1. Si £y C 7 est un ensemble fini de variables, alors
il existe z &€ Ey et ¢’ € FUN tel que funx » e =, funz -+ ¢. [

Remarque 6.8 (Fondamental). En fait FUN désigne ’ensemble
des expressions décrites par la grammaire initiale quotientée par
Qa-conversion.

Remarque 6.9. On remarque que

(e=q€) = Vt(e) =TE().

4. C’est une « variable fraiche ».
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D’apres le “lemme”, on peut améliorer notre définition de la substi-
tution.

Définition 6.4. Pour e € FUN, x € ¥ et v une valeur close, on
définit la substitution e[v/z] de x par v dans e par :

> k[vfz] = k;
of] — v sixz=y
- {y stz #y
> (funz -+ e)[v/z] = (funy - e)[v/z| lorsque x # y;
> (e + €)["/a] = (ea[V/z]) + (e2[v/2]);
> (e e2)[v/z] = (ea[?/z]) (ealv/a]).

6.3 Ajout des déclarations locales (FUN+1et).

On ajoute les déclarations locales (comme pour EA — LEA) a notre
petit langage fonctionnel. Dans la grammaire des expressions de FUN,
on ajoute :

ex=---|letx=e; in es.

Ceci implique d’ajouter quelques éléments aux différentes opérations
sur les expressions définies ci-avant :

> on définit V€(letx =e; in eg) = V€ (e1) U (V€ (e2) \ {z});

> on ne change pas les valeurs : une déclaration locale n’est pas
une valeur ;

> on ajoute letx =e; in ey =, lety = e; in €}, ou 'on rem-
place x par y dans ey pour obtenir e ;

> pour la substitution, on pose lorsque = # y (que I'on peut tou-
jours supposer modulo a-conversion)

(Lety=c1 in co)[t/e] = (Lety = ei['/s] in eaft)s]).

> pour la sémantique a grands pas, ¢’est comme pour LEA;
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> pour la sémantique a petits pas, on ajoute les deux regles :

K E??«lv
letx =v in ey — e3]v/a]
et ,
. . 9{1g
let x =¢; iney — let x = ¢] in e
Attention! On n’a pas de regle
ey — €
Ria

let x =eriney; — let x = e in € ,

on réduit d’abord I'expression e; jusqu’a une valeur, avant de
passer a es.

Le langage que l'on construit s’appelle FUN + let.

6.3.1 Traduction de FUN + 1et vers FUN.

On définit une fonction qui, a toute expression de e dans FUN + let
associe une expression notée [e] dans FUN (on supprime les expres-
sions locales). L’expression [e] est définie par induction sur e. Il y a
6 cas :

> [k] = k;

> [z] = x;

> [er + 2] = [e]; + [e];

> [er e2]) = [ely [els:

> [funx - e] = funx - [e] ;

> [letz=e; in es] = (funzx - [es]) [e]-

Lemme 6.4. Pour tout e € (FUN + let),

> [e] est une expression de FUN”;
> on a VE([e]]) = Ve(e);
> [e] est une valeur ssi e est une valeur;

> [e[v/a]] = [e] [[1/a] °. O
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Pour démontrer le lemme 6.4, on procede par induction sur e. C’est
long et rébarbatif, mais la proposition ci-dessous est bien plus inté-
ressante.

Proposition 6.1. Pour toutes expressions e, e’ de FUN + let, si
on a la réduction e —pyny1er € alors [e] —run [€]-

Preuve. On procede par induction sur e — ¢’ dans FUN + let. Il
y a 8 cas car il y a 8 regles d’inférences pour — dans FUN + let.

> Cas Ry, Il faut montrer que [letz =v in ey] —fun
[e[v/x]]. Par définition, I'expression de droite vaut

(gunz = [e]y) [o] Zseun [e], [P/,

car [v] est une valeur par le lemme 6.4, ce qui justifie
Rp. De plus, encore par le lemme 6.4, on a I'égalité entre
[el, [V/=] = [e[v/=]].-

> Cas Rig. On sait que e; — €] et, par hypothese d’induction,
on a [e;] — [€}]. Il faut montrer que

[letz =e; in es] — [letx =€) in eo].
L’expression de droite vaut
(funz - [es]) [er] 222 (fung + [es]) [€f].
Et, par définition de [-], on a 1'égalité :
[letz =€} in ex] = (funz - [es]) [ei]-

> Les autres cas sont laissées en exercice.

5. i.e. [e] n’a pas de déclarations locales
6. On le prouve par induction sur e, c’est une induction a 6 cas
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Proposition 6.2. Si [e] — [¢] alors e — €.

Preuve. La proposition ci-dessus est mal formulée pour étre prou-
vée par induction, on la ré-écrit. On démontre, par induction sur
la relation f — f’ la propriété suivante :

« quel que soit e, si f = [e] alors il existe € une
expression telle que f' = [¢/] et e — ¢ (dans FUN +
let) »,

qu’on notera P(f, f’).

Pour I'induction sur f — f’, il y a 6 cas.

> Cas de la régle R,q. On suppose fo — f5 et par hypothese
d’'induction P(fa, f5). On doit montrer P(f; fo, f1 f5). On

suppose donc [e]] = f1 f2. On a deux sous-cas.

— 1°" sous-cas. On suppose e = e ey et [e1] = f1 =
f2. Par hypothese d’induction et puisque [ex] = fo, il
existe e} tel que es — €} et [eh] = fi. De es — €}, on
en déduit par R.q que e; ea — €3 €5. On pose €' = e; €,
et on a bien [¢'] = [e1] [e5]-
2°me sous-cas. On suppose e = let x = e; in ey. Alors,

le] = (funx - [es]) @.
fi P

Par hypothese d’induction, il existe €/ tel que e; — €}
et [el] = f}. Posons ¢ = (letx = €| in ey). On
doit vérifier Je] — [€'] ce qui est vrai par R.q et
que [€'] = f1 fi, ce qui est vrai par définition.

> Cas de la régle R,,. On suppose f; — fi et 'hypothese

d’induction P(f1, f;). On doit vérifier que P(f; v, f] v).
On suppose [e] = f1 v et on a deux sous-cas.

— 1°" sous-cas. On suppose e = e; ey et alors [e] =
[ei] [ez2] par le lemme 6.4 et parce que ey est une
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valeur (car [es] = v). On raisonne comme pour la regle
Raq dans le premier sous-cas, en appliquant R,.

— 2 sous-cas. On suppose e = (letx =€, in ey) alors

[e] = funz - [es] [ei] -
—_———
I P
On vérifie aisément ce que 1’'on doit montrer.

> Les autres cas se font de la méme maniere (attention a Rg).
O]
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7.1 Définition du systeme de types.

L’ensemble Typ des types, notés 7,71, 7', ..., est définit par la gram-
maire suivante :
To=1int |7 — 7.

Note 7.1. Attention! Le type 71 — 7 — 73 n’est pas égal au
type (11 — 72) — 73. En effet, dans le premier cas, c’est une
fonction qui renvoie une fonction; et, dans le second cas, c’est
une fonction qui prend une fonction.

Définition 7.1. Un environnent de typage, noté I', I'y, IV, ..., est
un dictionnaire sur (%, Typ), ou Typ est ’ensemble des types.
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Une hypothése de typage, notée x : T, est un couple (z, 7).

On note I', x : 7 'extension de I' avec '’hypothese de typage = : 7
qui n’est définie que lorsque z € domT"."

Remarque 7.1. On peut voir/implémenter I' comme des listes
finies de couples (z, 7).

Définition 7.2. La relation de typage, notée I' F e : 7 (« sous
les hypotheses I', 'expression e a le type 7 ») est définie par les
regles d’inférences suivantes.

. 2
F,.T.Tl '_62

7(3'1( F((E):Tig; Jf
I'-k:int 'x:7 'Ffunz-»e:m —
I'+e;:int FI—eQ:intg 'Fe:m—mn Fl—e’:ﬁg

P a

I'+e; +ey:int 'Fee:n

Remarque 7.2. Pour I'instant, on parle uniquement d’expressions
et pas du tout de valeurs ou de sémantique opérationnelle.

Remarque 7.3. 1. On dit que e est typable s’il existe I" et 7
tel que I'-e: 7.

2. Il y a une régle de typage par construction du langage des
expressions.

Exemple 7.1. 1. L’expression funz -+ = est particuliere : on

1. La définition de I,z : 7 est « comme on le pense ».
2. On peut toujours étendre I' ainsi, modulo a-conversion.
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peut la typer avec 7 — 7 quel que soit 7. Par exemple,

Ty

x:int bz :int o
Jg

O F funx -+ x: int — int

On aurait pu faire de méme avec le type (int — int) —
(int — int).
2. Quel est le type de fung » g (¢ 7) 7

7 Tk
I'kg:int — int I'-7:int
Tp

v
¢g:int — int F g :int — int g:int — int kg 7:int
o

g:int —intkg (¢ 7)
Tt

Ok fung +g (g 7): (int — int) — int

7.2 Propriétés du systeme de types.

Lemme 7.1. > SiT'Fe: 7 alors ¥¢(e) C dom(T).
> Affaiblissement. Si I' - e : 7 alors

Vo & dom(T"), Vry, Dz:mpke:T.

> Renforcement. Si I',x : o b e : 7, et si o & V€ (e) alors on
ale typage ' -e: 7.

Preuve. Par induction sur la relation de typage (5 cas). O

7.2.1 Propriété de progres.

Lemme 7.2. 1. Si0F e:int et e A alors, il existe k € Z tel
que e = k.
2. Si0ke:m — et e alors il existe x et ey tels que 'on
ait e = funzx - e.

Preuve. Vu en TD. O]
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Proposition 7.1 (Propriété de progrés). Si ) - e : 7 alors on a la
disjonction :

1. soit e est une valeur;

2. soit il existe € telle que e — €.

Remarque 7.4.
> SifF e ey: 7 alors il existe € tel que e e; — €.
> SifF e + ey 7 alors il existe € tel que e; + ey — €.

Remarque 7.5. Par le typage, on a exclu les expressions bloquées
car « mal formées » (e.g. 32 ou 3+ (funzx - x)).

7.2.2 Propriété de préservation.

Cette propriété a plusieurs noms : préservation du typage, réduction
assujettie, subject reduction.

Lemme 7.3 (typage et substitution). Si ’on a le typage O F v : 79
et T,x:mgFe:7alorsonal Fe[ve:r

Preuve. On prouve cette propriété par induction sur e. Il y a 5
cas.
> Cas e = y. On a deux sous-cas.

— 1°" sous-cas x # y. Dans ce cas, e[v/z] = y. Il faut
montrer I' - y : 7 sachant que I'x : 7o -y : 7. On
applique le lemme de renforcement.

— 2 sous-cas x = y. Dans ce cas, e[v/z] = v. Il faut
montrer que I' = v : 7. Or, on sait que I';z : 79 -
z:7 (dou T =1)et®F v: 7. On conclut par
affaiblissement.

> Les autres cas sont en exercice.
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Proposition 7.2 (Préservation du typage). SifFe: 7, et e — €
alors 0 ¢’ : 7.

Preuve. On montre la propriété par induction sur ) e : 7. Il'y
a b cas.

> Cas J,. Cest absurde! (Onn’a pas O F z : 7.)

> Cas J;. Si (funz + ) — ¢ alors ... On peut conclure im-
médiatement car les fonctions sont des valeurs, elles ne se
réduisent donc pas.

> Cas 9. C’est le méme raisonnement.

> Cas J,. On a e = e; eg. On sait qu’il existe 75 un type tel
queD ey 79— 7 (Hy)etDF ey : 79 (Hz). On a également
les hypothéses d’induction :

~ (Hy) :sie; — €} alors D e} 1m0 — 7;

— (H3) : sieg — €h alors ) = €, : 7.

On doit montrer que si e; e; — € alors ) = €’ : 7. Supposons
que e; e; — €', il y a 3 sous-cas.

— Sous-cas Raq. Cela veut dire que e; — €}, et €' = e €.
On conclut O F ey €} : 7 par (HY) et (Hy).

— Sous-cas R,g. Cela veut dire que e; — €] et € = €] es.
On conclut O F €] ey : 7 par (Hy) et (Hy).

— Sous-cas Rz. On a e; = funx - ey, e; = v et finale-
ment e’ = ¢g[?/z]. On doit montrer ) F eg[v/z] : 7. De
plus, (H;) s’énonce par ) F funz -+ eg : 79 — 7. Né-
cessairement (c’est un « inversion » en Rocq), cela
provient de x : 79 F eg : 7. On en conclut par le lemme
de substitution.

> Cas J,. Laissé en exercice.
]

Remarque 7.6. Avec les propriétés de progres et préservation im-
plique qu’il n’y a pas de « mauvaises surprises » a ’exécution. On
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a, en un sens, nettoyé le langage FUN.

expressions FUN

C’est la considération d'un langage statiquement typé. On aime
savoir qu’OCaml ou Rust ont, pour la sémantique et le systeme
de types, une propriété de progres et de préservation.

Exercice 7.1. Trouver e et €' deux expressions telles que () : ¢/ : 7
et e — € mais que l'on ait pas O e : 7.

Solution. Il suffit de trouver une valeur non typable e;, par
exemple funz -+ (x x) ou funz - (19 27), puis de considérer

e = (funz -+ 3) e; — 3.

Or, 3 est typable mais e non.
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7.3 Questions en lien avec la relation de ty-
page.

> Typabilité. Pour e donné, existe-t-il I', 7 tels que I' e : 77

> Vérification/Inférence de types. Pour T" et e donnés, existe-t-il
7 tel que Pon ait I'-e: 77 (> OCaml)

> Habitation. Pour 7 donné, existe-t-il e tel que @ + e : 77
(> Rocq?)

7.4 Inférence de types.

7.4.1 Typage et contraintes.

Exemple 7.2. Dans une version étendue de FUN (on se rapproche
plus au OCaml), si 'on consideére le programme :

let rec f x g=

g T
...if g f then ... else ...

...leth=27 in ...

On remarque que

> x et f ont le méme type;
> g a un type ? — bool;
> x a un type int — 7.

On doit donc lire le programme, et « prendre des notes ». Ces
« notes » sont des contraintes que doivent vérifier le programme.

Exemple 7.3. On souhaite déterminer le type 7 tel que

Ok fung-g(g7):7.

3. On peut voir une preuve d’un théoréme en Rocq comme fournir une preuve
qu’il existe une expression e avec type 7.
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(On sait que 7 = (int — int) — int.)

On construit I’arbre de I'expression (I’AST) :

On procede en plusieurs étapes :

1. On ajoute des inconnues de types 11, To T3, etc (en vert).

2. On écrit des contraintes faisant intervenir les 7; (en oran-
ge/marron).

TOZT(}%TI
Tg:T2—>T1
Tg:int—>T1.

3. On résout les contraintes pour obtenir
To = (int — int) — int.
Exemple 7.4 (Cas limites). > L’expression funz -+ 7 admet
une infinité de types (7, — int).

> L’expression (funx -+ 7) (funz -+ 2) a toujours le type int
mais admet une infinité de dérivations.

Exemple 7.5 (Et quand ¢a ne marche pas?). On essaie d’inférer
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le type de l'expression

funz » z + (z 2).

Les contraintes sont :

TOZTxg)Tl
leszngint
T, =int — T5.

Catastrophe ! On ne peut pas résoudre ce systéme de contraintes
(on ne peut pas avoir 7, = int et 7, = int — 7, en méme
temps). L’expression n’est donc pas typable.

Définition 7.3. > On se donne un ensemble infini IType d’in-
connues de type, notées T, Ty, T’ etc.

> On définit les types étendus, notés 7, par la grammaire :
Tu=int |7 — T | T.

> L’ensemble des types (resp. étendus) est noté Typ (resp. 'I/'y\p)

~

> Les environnement de types étendus sont notés I'.
> Ainsi défini, tout 7 est un 7, tout I' est un I'.
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> Un 7 est dit constant s’il ne contient pas d’inconnue de type
(.e. si c’est un 7).

Définition 7.4. Une contrainte de typage est une paire de types
étendus *, notée 7 e Ty, ou parfois 71 = To.

On se donne e € FUN. On suppose que toutes les variables liées
de e sont :

> distinctes deux a deux;
> différentes de toutes les variables libres de e.

On se donne T tel que V¢ (e) € dom(I'). On choisit T € IType.

On définit un ensemble de contraintes, notée CT (e, f, T) par in-
duction sur e, il y a 5 cas :

> CT<€1 + e2, f, T) = CT(€1, f, Tl) U CT(GQ, f, TQ)
U{T; < int, Ty = int, T = int}

> CT(ey e, T,T) = CT(ey,[,T1)UCT (e, T, T5)
U{T\ =T, — T}

> CT(z,0,T) = {T < ()}

> CT(k,T,T) = {T < int}

> CT(funz » e,,T) = CT(e,(T,z:T,),Ts)
U{T £ T, - Ty}

ou les variables Ty, Ty, T, sont fraiches (on notera par la suite 11
T17 T27 Tx)

Remarque 7.7. On peut résumer les cas « plus », « application »
et « abstraction ».

4. Attention c’est une paire, pas un couple.
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™ @n @
/ A\ / N\ / N\
n T T 15 T 15

T0:T1:T2:int T1:T2—>T0 T0:T1—>T2

Définition 7.5. Soit C' un ensemble de contraintes de typage. On
note Supp(C), le support de C, 'ensemble des inconnues de type
mentionnées dans C.

Une solution o de C est un dictionnaire sur (ITyp,fﬁ)) tel
que dom(o) 2 Supp(C) et que o égalise toutes les contraintes de

C.

Pour (7 2 73) € C, on dit que o égalise 71 L 7, signifie que o(7;)
et o(72) sont le méme type étendu.

Il reste a définir o(7), le résultat de I’application de o a 7, par
induction sur 7, il y a trois cas :

> 0'(7A'1 — ’?2) = 0'(7/:1) — 0'(7/:2),

> o(int) = int;

> o(T) est le type étendu associé a T dans o.

Exemple 7.6. Avec 0 = [T} — int,T; — (int — T3)], on a donc

O'(Tl — TQ) = int — (int — Tg)

Exemple 7.7. La contrainte 77 < T, — T5 est égalisée par la
solution ¢ = [T} +— Ty — int, T3 — int].

Définition 7.6. Une solution constante de C' est un dictionnaire
sur (ITyp, Typ) (et pas (ITyp, Typ)) qui est une solution de C.
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Proposition 7.3. Soit e € FUN et soit I" tel que V¢ (e) C dom(T").
Soit T'" € ITyp. Si o est une solution constante de CT(e,I",T),
alors 't=e:7our=0(T).

Preuve. On procede par induction sur e; il y a 5 cas.
> Dans le cas e = ey ey, on écrit
CT(e,T,T) = CT(ey, T, T1)UCT (e, T, Ty) U{T} = Ty — T},
ou 1 Ty, Ts. Soit o une solution constante de CT(e,I',T).
Alors,
— 0 est une solution constante de CT(eq,T', 1) ;
— o0 est une solution constante de CT(ey, I, 77).
Et, par induction, on sait que
~Tke:o(Th);
~ I'Feg:o(Ty).
Par ailleurs, o(7}) = o(13) — o(T). On en conclut en
appliquant J,.
> Les autres cas se traitent similairement.
O

Proposition 7.4. Supposons I' - e : 7. Alors, pour tout T° €
[Typ, il existe o une solution constante de CT(e,I',T") telle que
I'on ait 1'égalité o(T') = 7.

Preuve. On procede par induction sur e. Il y a 5 cas.

> Dans le cas e = ey ey, supposons I' - e; ey : 7. Nécessaire-
ment, cette dérivation provient de I' - e : 79 — 7 et aussi
I'kEes:m.

Soit Ty € ITyp, on a

CT(67 F; TO) = CT(eb Fa Tl)UCT(€27 Fa TQ)U{Tl ; T2 — TO}
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Et, par induction, on a o; et 0y des solutions constantes
de CT(ey,I',T1) et CT(ey, I, T3) avec o1(11) = 7o — 7 et
UQ(TQ) = To.

On définit o en posant :
— o(T)=01(T) si T € Supp(CT (e, ', T1));
~ 0(T) =0o(T) si T € Supp(CT(eq, I, 13)) ;
— o(Ty) =T.
On vérifie bien que o est solution constante de CT (e, I', Tp).
> Les autres cas se traitent similairement.

]

Théoréeme 7.1. Ona Tl F e : 7si, et seulement si VI' € ITyp, I’en-
semble de contraintes CT(e, ', T") admet une solution constante
o tel que o(T) = 7. O

Remarque 7.8. On a caractérisé l'’ensemble des dérivations
deI' F e : 7 avec 'ensemble des solutions constantes de CT (e, I', T).

7.4.2 Termes et unification.

On va momentanément oublier FUN, pour généraliser a tout ensemble
d’expressions. Ceci permet d’appliquer cet algorithme a une grande
variété de « langages ».

Définition 7.7. On se donne
> un ensemble fini 3 de constantes, notées f, g, a, b ou chaque
constante f € ¥ a un entier naturel nommé arité ;
> un ensemble infini V d’inconnues/de variables/de variables
d’unification ; notées X,Y, Z (mais parfois z,y, z).
L’ensemble T(3,V) des termes sur (X,V), notés ¢, u, etc, est
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défini de maniere inductive, ce qui est décrit par la grammaire :
bim Ml 1) | X

ou f est une constante d’arité k.

Remarque 7.9. L’intuition est que l'on étend, comme lors du
passage de Typ a Typ, un langage de départ pour ajouter des
inconnues. La définition inductive a || 4+ 1 constructeurs.

Intuitivement, les X € V ne fait pas partie du langage de départ.
Il n’y a pas de liens pour X.

Exemple 7.8. Avec ¥ = {f2, g!,a° 8%},

o = f(g(a)vf(X7f(Y7g(X)))) € T(Z’ V)

est un terme.

Définition 7.8. On définit Vars(t) ’ensemble des inconnues/va-
riables de ¢ par induction sur ¢. Il y a deux familles de cas :

> Vars(f(t1,...,tx)) = Vars(ty) U--- U Vars(t) ;
> Vars(X) = {X}.

Exemple 7.9. Avec 'expression tq précédente, on a

Vars(tg) = {X,Y}.

Définition 7.9. Une substitution, notée o,01,0’, etc, est un dic-
tionnaire sur (V, T(X,V)).

Si X € dom(o), on dit que o est définie en X.

Soit o une substitution et ¢ € T(3, V). Le résultat de 'application
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de o a t, noté o(t), est défini par induction sur ¢, il y a deux
familles de cas :

> oo(f(ty, .o te) = flo(ta), ., o(tk));
> o(X)=Xsi X €dom(o);
> o(X) est le terme associé a X dans o si X € dom(o).

Exemple 7.10. Avec 0 = [X — g(Y),Y — b],0n a

o(to) = f(g(a), f(g(Y), f(b,9(9(¥)))))-

N~— =

Attention ! On n’a pas de terme en g(b) : c’est une substitution
simultanée.

Note 7.2. On rappelle qu'un dictionnaire peut étre vu comme
un ensemble fini de couples (X,t) avec X € Vet t € T(X,V) tel
que, pour toute variable X € V. il y a au plus un couple de la
forme (X, t) dans la liste.

On utilise la notation [t/x] pour représenter la notation [X +— t].
Ceci est utiliser que lorsqu’on ne change qu’une variable.

Définition 7.10. Un probléeme d’unification est la donnée d’un
ensemble fini de paires de termes (les contraintes) dans T(X, V).

On note un tel probleme P = {t; - Up, ..oyl - Up }-

Une solution, un unificateur, d’'un tel P est une substitution o

telle que, pour toute contrainte ¢ ~ u dans P, o(t) et o(u) sont
le méme terme, ce que 'on note o(t) = o(u).

On note U(2) I'ensemble des unificateurs de P.

Exemple 7.11. Avec le probléeme d’unification

2

P = {f(a,9(X)) = f(Z,Y),q(T) = g(2)},
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les substitutions
>oy=[Z—aY —gX),T—al;
> ooy =[Z—a,Y — gb), T — a, X —b;

sont des solutions de %;. Mais,
o3 =1[Z = f(b,0),T = f(b,b),Y — g(b), X > b]

n’est pas une solution.

Laquelle des solutions o1 et oo est meilleure 7 On remarque que
oy = [/x] 0 o1 (ou la composition est définie « comme on le
pense » °). Ainsi, oy est « plus général » que o9 ; 0y est un « cas
particulier » de oy.

Exemple 7.12 (Aucune solution). Les problémes
> Py = {f(X,Y) = g(2)};
> P = {f(X,Y) = X}

n’ont aucune solution : U(Py) = U(P3) = 0.

7.4.3 Algorithme d’unification (du premier ordre).
Définition 7.11. Un état est soit un couple (P, o), soit L (I’état
d’échec).

Un état de la forme ((), o) est appelé état de succes.

Un état qui n’est, ni échec, ni succes, peut s’écrire sous la

? . ? , .
forme ({t = ¢’} U P,0), la contrainte ¢ = ¢ étant choisie de
maniere non-déterministe.

On définit une relation binaire — entre états par :

> LA
> (0,0) #;

5. Elle sera définie formellement ci-apres.

~ 76/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

> Il ne reste que les cas ni succes, ni échec, que l'on traite par
la disjonction de cas :

1. ({f(tla---atk)7; f(ul,...,un)u957g}) =

7 ?
({tl ul,...,tk:uk}U@,a) >

2. ({f(tlvatk ;g(u177un)u9)70})_>J—Slf7ég7

3. (X 2 UP,0) = (Plt/x], [t/x] o o) o
X ¢ Vars(t),
- PlYx] = {uly/x) = wx] | (u =) € P},
— et [t/x] o o est la substitution telle que, quel que
soit Y € V, ([t/x] 0 0)(Y) = (o(Y))[t/x];
4. ({X;t}l_l@,a) — 1 si X € Vars(t) et t # X ;
5. (X £XYUD,0) = (P,0).

L’état initial de algorithme correspond a (2, 0) : le probleme %
muni de la substitution vide (.

Exemple 7.13. On applique l'algorithme d’unification comme
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montré ci-dessous :

On peut remarquer que I’ensemble des clés de o n’apparailt pas
dans le probleme ni dans les autres termes de la substitution :
lorsqu’on ajoute une clé, elle disparait du probleme.

Définition 7.12. Un état (P, o) est en forme résolue si, pour
toute clé X € dom(o), alors X n’apparait pas dans &P et, quel
que soit la clé Y € dom(o) alors X ¢ Vars(a(Y)).

Remarque 7.10 (Notation). Une substitution o peut étre vue

?
comme un probléeme d’unification, que 1'on note 0. (On passe
d’un ensemble de couples & un ensemble de paires.)

Proposition 7.5. Si (P, 0¢) est en forme résolue et (P, 09) —
(Py,01) alors (P, 01) est en forme résolue et
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Preuve. La vraie difficulté se trouve dans le 3éme cas (les cas 1
et 5 sont immédiats). Pour cela, on utilise le lemme « technique »
ci-dessous.

Lemme 7.4. Si X ¢ dom(o) alors
t/xloo = |X =1, Y1 = (@(Va)[Y/x],. .., Yo (0(Ya))l/x]],

ou dom(o) ={Yy,...,Yi}. O

]

Proposition 7.6. On note —* la cloture réflexive et transitive de
la relation —.

1. Un unificateur le plus général (mgu® dans la littérature
anglaise) est une solution o € U(P) telle que, quelle que
soit o' € U(P), il existe o” telle que 0’ = 0" 0 0.

Si (P,0) —* (0, 0) alors o est un unificateur le plus général
de &.

2. Si (P,0) —* L alors U(P) = 0.

Preuve. 1. On montre par induction sur (2,0) —* (0,0)
Iégalité U(P) = U(cr';) a l'aide de la proposition précé-
dente. Puis, on conclut avec le lemme suivant.

Lemme 7.5. Pour toute substitution o, alors ¢ est un

unificateur le plus général de ’.

6. Pour Most Général Unifier
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Preuve. Soit ¢’ € U(g) et soit X € V. On montre que
o'oo =0
> Si X € dom(o), alors o (0 X)) = o/(X) car o
satisfait la contrainte X = U(X
> Si X ¢ dom(o) alors o’(c(X)) = o’(X).

Ainsi 6/ oo =o', O

2. On montre que si (?,0) — L alors U(P U ;) Pour le
2nd cas, c’est immédiat. Pour le 4éme cas, on procede par

I'absurde. Soit o qui satisfait X = ¢ avec X € Vars(t)
et X # t. Alors 0¢(X) = o¢(t), qui contient oo(X) et c’est
un sous-ensemble strict. Absurde.

On raisonne ensuite par induction sur —* pour conclure

que (P,0) =* (P, 00) — L.
[

Lemme 7.6. La relation — est terminante (il n’y a pas de chaine
infinie avec cette relation).

Preuve. Vue plus tard. [

Théoreme 7.2. L’algorithme d’unification calcule un unificateur
le plus général si, et seulement si le probleme initial a une solution.

[
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7.4.4 Retour sur l'inférence de types pour FUN.

Inférence de types

eet I’

(CONTRAINTES)

Ensemble de contraintes de typage

CT(G, F7 T())

Constantes ¥ = {int?, —?}
Variables V = ITyp
UNIFICATION -
D Les types étendus de Typ
correspondent exactement
aux termes de T(3,V)

[}
Retourne L Retourne o

e n’est pas typable ke o (Th)
Ol 0 := Oeopst © O

Ceci conclut notre étude du petit langage fonctionnel FUN.

7. L’unificateur le plus général peut contenir des variables dans ses valeurs qui
ne sont pas des clés (par exemple lors du typage de funz -+ z). Il faut donc com-
poser o avec une substitution « constante » pour effacer ces variables inutilisée.
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8. Un petit langage impératif,
IMP.

Sommaire.
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8.5.1. Regles de la logique de Hoare : dérivabilité
des triplets de Hoare. . . . . . . . . .. 92
8.5.2. Complétude de la logique de Hoare . . . 95

8.1 Syntaxe et sémantique opérationnelle.

On se donne Z et V un ensemble infini de variables IMP, notées x, y, z.
On définit plusieurs grammaires :

Arith. Les expressions arithmétiques a :=k | a; ®ay | x;'
Valeurs booléennes. bv ::= true | false;
Bool. Les expressions booléennes b ::=bv | by A by | a1 > az;

Com. Les commandes ¢ ::=x :=a | ¢; ; ¢3 | if b then ¢; else ¢, |
while b do ¢ | skip.

1. Et on arrétera rapidement de mettre des barres sous les entiers et d’entourer
les plus.
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Sans explicitement le dire, on s’autorise a étendre les expressions
arithmétiques avec, par exemple, les produits, les soustractions. De
méme pour les expressions booléennes.

On définit, par induction sur ¢, Vars(c) ’ensemble des variables dans
la commande c. Il y a 5 cas.

Exemple 8.1. La commande
z:=1;while (x>0)do (2 :=2zxx; 2z :=x—1)

représente un programme calculant la factorielle d’'un nombre x.
On le notera cgyet.

8.1.1 Sémantique opérationnelle a grands pas.

Définition 8.1 (Etats mémoire). On se donne J( un ensemble de
dictionnaires, notés o, o', etc sur (V,Z).

Siz € dom(o) et k € Z on note o[z — k] I'état mémoire ¢’ défini
par

> o'(z) = k;

> o'(y) :==o(y) siy € dom(o) \ {z}.
Ici, on écrase la valeur de x dans I’état mémoire o.

On définit ¢, o |} o’ (I’évaluation de ¢ sur o produit ¢’, ¢ fait passer
de o a o') par les régles d’inférences ci-dessous

cr,ollo 0 | o”

—_— By 6

skip,o || o P ¢ co,0 Lo’ "
b,oll true ¢,0 o’ b.oll false 9,00’ %
it if
if b then ¢; else ¢y,0 | o’ 1 if b then ¢; else ¢y,0 | o’ 1

a,o0l k b,o || false
o' = oz k] f %aff : %Wf
r:=a,0l0 while bdoc,o o
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b,ol true c¢,oll 0’ whilebdoc,o' | o”

%Wf
while b do c,0 | o”

ou l'on a deux autres relations (la couleur a de 'importance ici) :

> évaluation des expressions arithmétiques a,o | k (a s’ évalue
en k dans o)

ar, ol k1 as,0l ko

_ ola) =k ———— k=ky + ko
k.ol k x,o |k a1 ®as, ol k
> ’évaluation des expressions booléennes b, o |l bv (b s’ évalue en
bv dans o)
bi,o bvy  boy,0 ) buy
E— bv = true ssi buy et bua
bv,o || bv b1 A by, o || bu

a1, ol k1 as,0l ko
a1 > ag, o | bu.

bv = true ssi k1 > ko

Remarque 8.1 (des « variables » partout!).

> Les variables dans FUN sont les parameétres des fonctions,
elles peuvent étre liées, libres, et on peut procéder a de
I'a-conversion. ?

> Les variables d’unification sont des inconnues. Il y a une
notion de substitution, mais pas de liaison.

> Les variables dans IMP sont des cases mémoire, des re-
gistres, et il n’y a pas de liaison.

Remarque 8.2. Soit ¢ une commande, et o € Jl. Il peut arriver
que, quel que soit ¢’ € Jl, on n’ait pas ¢,o | o, soit parce que
dom(o) est trop petit, et 'exécution se bloque; soit parce que le
programme diverge, par exemple

while true do skip

2. C’est similaire au cas de la variable = dans f07 f(z) dz.
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diverge car on n’a pas de dérivation finies :

true,o || true  skip,o0 | o while true do skip,o |} 7

wt

while true do skip,o | 7

On peut définir des petits pas pour IMP (vu plus tard en cours, ou en
TD), mais on s’intéresse plus & une autre sémantique, la sémantique
dénotationnelle.

8.2 Sémantique dénotationnelle de IMP.

c L fonction partielle 4l — A

I

relation binaire sur 4l déterministe/fonctionnelle

On définit les relations
> D(a) C M x Z fonctionnelle ;
> D(b) C M x {true, false} fonctionnelle;
> D(c) C M x M fonctionnelle.
On ne traitera que la définition de P(c), les autres sont laissées en

exercice.

On définit D (c) par induction sur ¢, il y a 5 cas.

> D(skip) = {(0,0)};
> D(z :=a) ={(0,0") |z € dom(o),0’ =[x+ k] et (0,k) € D(a)};
> D(if b then ¢y else cp) = }Em (Ti I Eo,true) € D(b), (0,0") € D(c1))} U

o,false) € D(b),(0,0") € D(ca))};
D(cy 1= ca) = {(0,0") | o', (0,0") € D(c1) et (0/,0") € D(ca)};?
> P(while b do ¢) = 777.

v

3. Clest la composée de D(cq) avec D(cq).
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Pour la sémantique dénotationnelle de la boucle while, on s’appuie
sur 1’« équivalence » des commandes

while b do ¢ et if b then (¢ :=while b do ¢) else skip.
On introduit, pour R C JMl x JL, la relation

F(R)= {(0,0) | (0,false) € D(b)}
U{(c,0") | (o,true) € Y(b),3o’, (c,0") € D(c) et (¢,0") € R}.

On a envie de définir & (while b do ¢) comme un point fixe de F.

L’ensemble des relations binaires fonctionnelles sur 4 n’est pas un
treillis complet (a cause se R; URy qui n’est pas nécessairement fonc-
tionnelle). On ne peut donc pas appliquer le théoreme de Knaster-
Tarski.

En revanche, c¢’est un domaine : si eg C ey C --- C e, C --- alors
I'union U;>ge; existe. L'inclusion e C € signifie que ¢’ est « plus
définie » que e. L’ensemble des relations fonctionnelles sur Jl est donc
un domaine avec L. = (). On sait donc que, pour toute fonction F
continue, alors F' admet un point fixe, qui est égal a
PUF@)UF@)U---= ] F(0)

>0

La fonction F' définie plus haut est continue, ce qui nous permet de
définir A
P (while b do c) = | F'(0).

>0

Exemple 8.2. On considére ¢ = while x # 3 do x := x — 1.
Ainsi, la fonction F' définie avant ¢ = ¢q est

FR) = {(0,0) | o(z) =3}
U{(o,0") | o(x) #3,30",0 =[x — o(z) — 1], (0,0") € R}.

On a
> F(0) = {(0,0) | o(z) = 3};
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> F(0) ={(0,0) | o(z) =3} U{(0,0") | o' = [z += 3], 0(2) = 4} ;

> F§(0) ={(0,0) | o(z) =3} U{(0,0") | o' = [z = 3], 0() € {4,5}};

> F§(0) ={(0,0) | o(z) = 3}U{(0,0") | 0’ =[x 3], 0(x) € {4,5,6}};
>

0 C Fy(0) < F(0)

N

Si o(x) = 0, alors quel que soit ¢’, on a (o,0") & D(cy).

Exemple 8.3. Ainsi défini,

P (while true do skip) = 0.

Théoréeme 8.1. On a c¢,0 |} 0’ si et seulement si (0,0") € D(c).

Preuve. > « = » Par induction sur la relation ¢, o | o’

> « <= » Par induction sur ¢, ou l'on utilise le résultat
suivant :

Vn, (o,0')€e F"(0) = c,ol .

Lemme 8.1. Quels que soient ¢, g, 01, si ¢, 0, 07 alors,
Voo, c¢,0ll 09 = 01 =05.

Preuve. Une mauvaise idée est de procéder par induction sur c.
Il y a 5 cas, et dans le cas while, ¢a bloque parce que la relation
grands pas n’est pas définie par induction sur ¢ dans le cas while.

On procede par induction sur ¢, o | ;. [

De maniere générale, avec IMP, on ne montre pas des résultats de la
forme ¢,0 || ¢/ = P par induction sur ¢, car cela ne fonctionne

~ 87/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

pas, on n’a pas les bonnes hypotheses. On procede par induction sur
la relation ¢, o |} o’.

8.3 Coinduction.

On retourne sur le théoreme de Knaster-Tarski pour la définition d’en-
sembles et de relations. En notant E ’ensemble ambiant, on travaille
dans le treillis complet (p(F),C), avec des fonctions f croissantes
dans p(F). Le théoreme de Knaster-Tarski nous donne ainsi le plus
petit pré-point fixe de f, que 'on notera uf. Le principe de la preuve
par induction est ainsi :

si A C E vérifie f(A) C A alorson a uf C A.

De plus, si f est continue (car (p(E), C) est un domaine), alors on
peut calculer explicitement ce plus petit (pré)-point fixe avec la for-
mule U,en f™(@). On part du « bas » et on ajoute des éléments un
par un.

Exemple 8.4. Pour ’exemple de nat, on a
VACE, flA)y={olu{sz|ze A},
c’est une fonction continue, et on a
pf ={8"0|n €N},

avec 8" £ =SS --- S x et la convention S° z = z. En effet, on a
I'appartenance de 8"0 € U, e f™(0) et f({S™ 0}) = {S™*! 0}.

Remarque 8.3 (Remarque fondamentale!). Considérons un treillis
complet (E,C). Alors, le treillis (F,J) est complet, ou l'on
note y J x des lors que x C y (on renverse l'ordre).

Un majorant pour C est un minorant pour _ et inversement.
Ainsi, le plus plus petit des majorants | |- A pour C est le plus
petit des minorants [ | A pour J. Réciproquement, le plus petit
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des majorants pour C, HEA est égal au plus grand majorant
pour la relation 3, | |5 A.

On se place ainsi sur le treillis complet (p(F),2). Une fonction est
croissante pour C si et seulement si elle est croissante pour 2O (atten-
tion, elle n’est pas décroissance pour cette deuxieme relation). Appli-
quons le théoreme de Knaster-Tarski sur ce nouveau treillis complet
a une fonction croissante. Le théoréeme nous fournis un pré-point fixe
pour l'ordre DO (i.e. qui vérifie f(A) D A), c’est-a-dire un post-point
fixe pour l'ordre C (i.e. qui vérifie A C f(A)). Et, c’est le plus pe-
tit point fixe pour 2, donc le plus grand point fixe pour C, que 1'on
notera vf.

Avec le théoreme de point fixe sur les domaines, et en supposant f
continue, on calcule explicitement que le plus grand point fixe v f vaut
I'intersection N,en f™(E). On part du haut, et on nettoie progressi-
vement, on raffine notre partie de F.

Ce que l'on a fait 1a, cela s’appelle de la coinduction.

Exemple 8.5. Par exemple, on définit conat par coinduction. En
Rocq, cela donne le code ci-dessous.

CoInductive conat : Set := cO0 | cS (n : conat).

Code 8.1 | Définition de conat

Pour illustrer le « nettoyage » effectué dans la définition coin-
ductive, on considere une feuille étiquetée par le mot « banane ».
A-t-on ¢S banane € conat? Premiérement, on a cS banane € F
car E est I'ensemble (trés grand) des arbres étiquetés par des
chaines de caracteres. Deuxiémeement, on a cS banane € f(FE)
car c’est le successeur de banane € F. Troisiemement, et c’est la
ol ga casse, on a cS banane ¢ f%(F) parce que banane ¢ f(F).

Avec la fonction f définie précédemment, on a

fYE)=1{c0,c8 c0,...,c8" * c0}U{cS" z |z € E}.
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Ainsi, on récupere tous les entiers de nat, mais d’autres entiers
(oui, il y en a plusieurs) infinis, ayant ainsi une dérivation infinie.
Par exemple, il existe w € conat tel que w = ¢S w. En Rocq, pour
le définir, on ferai :

CoFixpoint w := cS w

Code 8.2 | Définition de w, un entier infini

Pour montrer que w € conat, il faut et il suffit de montrer I'inclu-
sion {w} C f({w}) = {c0,cS w} = {cO,w}, qui est vraie, et on a
ainsi {w} C conat.

Le principe de la preuve par coinduction permet d’établir qu’'un en-
semble est contenu dans le plus grand point fixe. Avec le treillis des
parties muni de C, cela permet de montrer que A C F est inclus dans
le plus grand post-point fixe de f et, pour cela, il suffit de montrer
que A C f(A), c’est-a-dire que A est un post-point fixe de f. C’est ce
que 'on a fait dans I’exemple avec w.

Par coinduction, on peut par exemple montrer que 1’'on a, pour tous
états mémoire o, o,

while true do skip,o | o'

8.4 Divergences en IMP.

On donne une définition coinductive de la divergence en IMP, que 1’on
notera c¢, o {} avec les régles

c,o c,ollo ¢ b,o | true c¢,0 1
c1; co, 0N c1; co, 0N if b then ¢; else ¢,0
b,o | false ¢, 01 b,o | true ¢,
if b then ¢; else ¢o,0 | while b do c,o

b,ol true «c¢,ollo whilebdoc,o 1
while b do ¢,o 1)
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On n’a pas de regle pour la divergence si b,o |} false, car dans ce
cas la, on ne peut pas diverger (c’est équivalent & un skip).

Le plus grand point fixe ne contient que des dérivations infinies, qui
correspondent a des exécutions divergentes d’un programme IMP a
partir d’un état mémoire donné. En effet, ceci vient du fait que, si on
interprete ces regles comme des regles inductives, la relation obtenue
est 'ensemble vide. ..

8.5 Logique de Floyd—Hoare.

On considere des formules logiques, des assertions (définies formelle-
ment ci-apres), que 'on notera A, A’, B, etc. Un triplet de Hoare est
de la forme {A}c{A’} (la notation est inhabituelle pour les triplets,
mais c’est une notation commune dans le cas des triplets de Hoare),
ot 'on nomme A la précondition et A’ la postcondition.

Exemple 8.6. Les triplets suivants sont des triplets de Hoare :
. {x > 1}y :=x+2{x > 1 Ay > 3} qui est une conclusion
naturelle ;

2. {n > 1}cpce{r = n!} ot 'on note cg,ey la commande
x:=mn;z:=1;while(z >0)do(z :=zxx ; z:=z—1),

qui calcule naturellement la factorielle de n ;

3. {z < 0}c{true} méme s’il ne nous dit rien d’intéressant
(tout état mémoire vérifie true);

4. {x < 0}c{false} qui diverge des lors que = < 0.

On considere un ensemble I 5 ¢ infini d’index, des « inconnues ». On
commence par définir les expressions arithmétiques étendues

ax=k|a ®as|z|i,
puis définit les assertions par la grammaire ci-dessous :

AZ::bU’Al\/AQ‘Al/\AQ’&12&2‘37;,14.
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On s’autorisera a étendre, implicitement, les opérations réalisées dans
les expressions arithmétiques, et les comparaisons effectuées dans les
assertions.

On ajoute la liaison d’a-conversion : les assertions Jdi,x = 3 %1
et 3j,z = 3 % j sont a-équivalentes. On note i¢(A) I'ensemble des
index libres de l'assertion A, et on dira que A est close des lors
que il(A) = 0. On note aussi A[k/i] assertion A ou k € Z rem-
place ¢ € 1.

Définition 8.2. Considérons A close et o0 € Jl. On définit par
induction sur A (4 cas) une relation constituée de couples (o, A),
notés o = A (« o satisfait A »), et en notant o = A lorsque (o, A)
n’est pas dans la relation :

> o | true Vo € M ;

> o = Ay V Ajg si et seulement si 0 = Ay ou o = Ay

> 0 = a; > ag si et seulement si on a aj,0 | ky et as, o | ko

et k1 > ky;
> o | Ji, Asiet seulement s’il existe k € Z tel que o = A[*/i].

On écrit = A (« A est valide ») lorsque pour tout o tel que
dom(o) D vars(A), on a o = A.

8.5.1 Reégles de la logique de Hoare : dérivabilité des
triplets de Hoare.

Les triplets de Hoare, notés {A}c{A’} avec A et A’ closes, ou A est
précondition, ¢ est commande IMP, et A" est postcondition. On définit
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une relation - {A}c{A’} sur les triplets de Hoare :

F{AABY LAY F {AA=blep AN

F{A}if b then ¢; else cp{ A’} H{A}skip{A}
F{A}{A'} F{A}e{A"} F{AAND}c{A}
F{A}er ; c{A"} {A}while b do c{AN—-B}
L A
=A" —= B

{Bye{B'}y  {A]*/a]}x := a{A}

La derniere régle semble a I'envers, mais c¢’est parce que la logique de
Hoare fonctionne fondamentalement a 1’envers.

Dans la régle de dérivation pour la boucle while, I'assertion manipu-
lée, A, est un invariant.

L’avant derniere regle s’appelle la régle de conséquence : on ne ma-
nipule pas le programme, la commande, mais plutot les pré- et post-
conditions.

La relation - {A}c{A'} s’appelle la sémantique opérationnelle de
IMP.

Définition 8.3. On définit la relation de satisfaction, sur les tri-
plets de la forme {A}c{ A’} avec A, A’ closes, avec o = {A}c{A'}
si et seulement si des lors que ¢ = A et ¢,0 | o' alors on
aoc = A.

On définit ensuite la relation de validité par = {A}c{A'} si et
seulement si pour tout o € M, o = {A}c{A'}.

Théoréme 8.2 (Correction de la logique de Hoare.). Si+ {A}c{A'}
alors = {A}c{A’}.

Preuve. On procede par induction sur - {A}c{A'}. Il y a 6 cas.
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> Regle de conséquence. On sait
EB = Ae¢t A = B,

et I'hypothese d’induction. On doit montrer = {B}c{B'}.
Soit o tel que = B, et supposons c¢,o | ¢/. On a = A
par hypothese. Puis, par hypothese d’induction, o’ = A’ et
donc o' = B'.

> Regle while. Considérons ¢ = while b do ¢y. On sait par
induction que = {A A b}cy{A} et 'hypotheése d’induction.
Il faut montrer = {A}while b do co{A A —b}, c’est a dire,
sio = Aet (x): while b do ¢g,0 | o alors o/ = A A —b.
Pour montrer cela, il est nécessaire de faire une induction
sur la dérivation de (x), « sur le nombre d’itérations dans
la boucle ».

> Autres cas en exercice.

]

Le sens inverse, la réciproque, s’appelle la complétude. On 1’étudiera
rapidement apres.

Remarque 8.4. Concrétement, on écrit des programmes annotés.
{z =1}
<{x>1Ax+2+x+2>6}
y:=x+2;
{r>1Ay+y=>6}
zi=yty

({m21A226}

{r >1Nz2>6}
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8.5.2 Complétude de la logique de Hoare

Pour démontrer la complétude de la logique de Hoare, on s’appuie sur
la notion de plus faible précondition : étant données une commande ¢
et une assertion B, alors la plus faible précondition associée a ¢, B est
I’ensemble des états mémoire

wp(e, B) :=={o | c¢,0 | 0/ = o' = B}.

Ainsi, wp(e, B) est I'ensemble des états mémoire a partir duquels on
aboutit a un état satisfaisant B, apreés une exécution terminante de
c.

Proposition 8.1. Pour toute commande ¢ et toute formule B, il
existe une assertion W(c, B) telle que o = W (¢, B) si et seulement
si o € wp(c, B).

Preuve. On procede par induction sur ¢. Tout fonctionne, sauf
pour while. .. Pour le cas de la boucle while, on utilise la carac-
térisation suivante :

o € wp(while b do ¢, B)

!

Vk,Nog,...,0r sl 09 =0 et Vi < k, (0,0 | true et ¢y, 0; | 0441)
alors oy, = bV B.

On peut définir cette assertion en définissant des assertions pour :
> décrire un état mémoire o; (Xi =vi A A X! = v,);
> exprimer les conditions o;, ¢ |} 0,1 par induction;

> exprimer les quantifications Vk, oy, ..., 0. .. on demande a
Kurt Godel.

Ainsi, on a bien une assertion W(c, B) telle que

Vo, o ewp(c,B) <= o= W(cB).
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9. Mémoire structurée,
logique de séparation

Sommaire.

9.1. Sémantique opérationnelle de IMP avec tas. 98
9.2. Logique de séparation. . . . . . . . .. . .. 99

9.3. Triplets de Hoare pour la logique de sépa-
ration. . . . ... ..o 100

La syntaxe des commandes de IMP avec tas est définie par la gram-
maire

ci=uwx:=a|skip| ¢ ; ¢o | if b then ¢; else ¢y | while b do ¢
[a] | [#1] :=a|x :=alloc(k) | free(a).

Les expressions arithmétiques et booléennes restent inchangées.

Ces quatre nouvelles constructions correspondent respectivement a
> l'acces a une case mémoire ;
> la modification d’une valeur d’une case mémoire ;
> l'allocation de k£ cases mémoires ;
> la libération de cases mémoires.

Remarque 9.1. C’est un langage impératif de bas niveau : on
manipule de la mémoire directement. On ne s’autorise pas tout,
cependant. On ne s’autorise pas, par exemple,

lz+i+1] := [t 4] + [t +i— 1],
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mais on demande d’écrire

xi=t4+dd ;y:=0t+i—11; [e+i+1] :=z+y.

On raffine IMP : avant, les cases vivaient quelque part, mais on ne
sait pas ou, ce sont des registres; maintenant, peut aussi allouer des
« blocs » de mémoire, et on peut donc parler de cases mémoires ad-
jacentes.

L’allocation alloc est dynamique, similaire & malloc en C, ou l'on
alloue de la mémoire dans I’espace mémoire appelé tas.

9.1 Sémantique opérationnelle de IMP avec
tas.

Définition 9.1 (Etats mémoire). Un état mémoire est la donnée
de
> o un registre, c-a-d un dictionnaire sur (V,Z);
> h un tas, c-a-d un dictionnaire sur (IN,7Z), c’est un gros
tableau. '

On définit h[k; — ko] que si k; € dom(h) et alors il vaut le
dictionnaire ou 'on assigne ks a k.

On définit hy W hy que si dom(hy) N dom(hy) = () et vaut I'union
de dictionnaires h; et ho.

On définit ainsi la sémantique dénotationnelle comme la relation |} est
une relation quinaire (i.e. avec 5 éléments) notée ¢,o,h || o', h' ou ¢
est une commande, h, k' sont deux tas, et o, ¢’ sont deux registres.

1. On appelle parfois IMP avec tas, IMP avec tableau.
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/ / / / " n
a,o0l k ci,o,h o', h co,a' h | o’ h
o' = ol Kl / AN
x:=a,o,h{ o h c1; ca,0,h o’ h
;o Cl,O'»Uzk’ alao-‘ukl a’270‘U’k2
cr'k:;[}:z(:)k’] / B = hlky > k2] /
x :=[al,o,h | o’'h la1] :=as,0,h | o,h
{K',..., k' +k—1}Ndom(h)=0
k>0
h'=hw{k’—o0,..., k' +k—1—0}
JRARS Y x :=alloc(k),o,h | o', 0
a,oll k

h=h"w{k—k'}

free(a),o,h | o, 1.

9.2 Logique de séparation.

Définition 9.2. On définit les assertions dans IMP avec tas comme
I’enrichissement des assertions IMP avec les constructions emp, —

et * :
Au=---|emp|a;— ay| A x As.

On enrichit ainsi la relation de satisfaction :
> o,h = emp si et seulement si h = 0);
> o,h = a; — as si et seulement si aj, 0 | Ky, et ag,0 | ko
et h = [k1 = ks| (le tas est un singleton) ;
> o,h = Ay *x Ag si et seulement si h = hyWhy avec o, hy | Ay
et o, hy | As.

L’opérateur *x est appelé conjonction séparante : on découpe le tas en
deux, chaque partie étant « observée » par une sous-assertion.

Note 9.1 (Notations). > On note a — _ pour Ji,a +— i.
> On note a; < ag pour (a; — ag) * true.
> On note a + (aq,...,a,) pour

(a—a))*(a+1—=ag)x--*x(a+n—1—a,).
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| > On note [A] pour A A emp.

Ces notations signifient respectivement :

> La premiere formule dit qu’'une case mémoire est allouée en a
(ou plutot que si a s’évalue en k, alors il y a une case mémoire
allouée en k).

> La seconde formule dit que la case mémoire a; est allouée, et
contient as quelque part dans le tas.

> La troisieme formule dit que les n cases mémoires suivant a
contiennent respectivement a;, puis ao, etc.

> La quatrieme formule permet de ne pas parler du tas. Intuiti-
vement A « observe » uniquement la composante o et alors A
est une formule de la logique de Hoare.

9.3 Triplets de Hoare pour la logique de sépa-
ration.

On rappelle que {A}c{A’} est définir avec A, A’ closes. La va-
lidité d'un triplet de Hoare en logique de séparation est défini
par = {A}c{A’} si et seulement si dés que o,h = Aet c,o,h || o/, I
alors o/, h/ = A'.

Parmi les regles d’inférences pour la logique de séparation, il y a la
« frame rule » ou « regle d’encadrement » :

- {Aje{A}
aucune variab.le:’a: € vars(B)
n’est modifiée par c '— {A % B}C{A/ " B}.

Elle permet de zoomer, et de ce concentrer sur un comportent local.

Les reégles suivantes définissent une logique sur les commandes de IMP
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avec tas.

- {emp}x :=alloc(k){z — (0,...,0)}

F{a+— _}free(a){emp} F{ay — _}la1] = ax{a; — as}

FA{[z = xo] * (a— z1) } := [al{[z = x1] * (a]*o/z] — 1)}
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10. Réécriture.

Sommaire.
10.1.Liens avec les définitions inductives.. . . . 104
10.2.Etablir la terminaison. . . . . . . . . . . .. 105
10.3.Application a ’algorithme d’unification. . 106
10.4.Multiensembles. . . . . . . .. .. ... .. 107
10.5.Confluence. . . . . . . .. ... ... .... 111
10.6.Systéeme de réécriture de mots. . . . . . . 113

10.6.1. Etude de la confluence locale dans les SRM. 114

Définition 10.1. Soit — une relation binaire sur un ensemble
E. Le 2-uplet (E,—) est un SRA, pour systéme de réécriture
abstraite.

Soit zg € E. Une divergence issue de x( est une suite (z;);en telle
que, pour tout ¢, on a x; — T;y1.

La relation — est terminante ou termine si et seulement si, quel
que soit x € E, il n’y a pas de divergence issue de z.

La relation — diverge s’il existe une divergence.

Exemple 10.1. En général, une relation réflexive est divergente.

Théoréme 10.1. Une relation (E, —) est terminante si et seule-
ment si elle satisfait le principe d’induction bien fondée (PIBF)
suivant :
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Pour tout prédicat P sur E, si pour tout x € E
[‘v’y € E,x — y implique @(y)} implique P (x)

alors, pour tout z € E, P(x).

En particulier, dans le principe d’induction bien fondée, on de-
mande que les feuilles (les éléments sans successeurs) vérifient le
prédicat.

Preuve. > « PIBF = terminaison ». Montrons que, quel
que soit z € E,

P(z) : «iln’y a pas de divergence issue de z ».

Soit Next(z) = {y € E | x — y}. On suppose que, pour
tout y € Next(z), on a P(y). On en déduit P(x) car, sinon,
une divergence ne passerait pas par y € Next(z). Par le
principe d’induction bien fondée, on en déduit

Ve € E,P(z),

autrement dit, la relation — termine.

> « "PIBF = diverge », par contraposée. On suppose qu’il
existe un prédicat P tel que,

YV, (Vy, z — y implique P(y)) implique P(z),

et que l'on n’ait pas, Vo € E,P(x) autrement dit qu'’il
existe xg € F tel que =P (x).

Intéressons-nous a Next(zg) = {y € E | xy — y}. Si, pour
tout y € Next(z) on a P(y) alors par hypothese P(xy),
ce qui est impossible. Ainsi, il existe z; € Next(xg) tel
que =P (z1). On iteére ce raisonnement, ceci crée notre di-
vergence.

]
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Remarque 10.1. I’induction bien fondée s’appelle aussi I'induc-
tion noethérienne, en référence a Emmy Noether, mathémati-
cienne allemande du [X—Xeéme siecle.

Une application de ce principe d’induction est le lemme de Ko-
nig.

Définition 10.2. > Un arbre est fini s’il a un nombre fini de
noeuds (infini sinon).
> Un arbre est a branchement fini si tout nceud a un nombre
fini d’enfants immédiats.
> Une branche est infinie si elle contient un nombre infini de
noeuds.

Lemme 10.1 (Lemme de Koénig). Si un arbre est a branchement
fini est infini alors il contient une branche infinie.

Preuve. On considére E l’ensemble des noeuds de 'arbre, et on
définit la relation — par : on a x — y si y est enfant immédiat
de . On montre qu'un arbre a branchement fini sans branche
infinie (i.e. la relation — termine) est fini. On choisit la pro-
priété P(z) : « le sous-arbre enraciné en x est fini. »

Montrons que, quel que soit x, P(z) et pour ce faire, utilisons le
principe d’induction bien fondée puisque la relation — termine.
On doit montrer que, si Vy € Next(z), P(y) implique P(x). Ceci
est vrai car I’embranchement est fini. O

10.1 Liens avec les définitions inductives.

On considére E l’ensemble inductif défini par la grammaire sui-

vante :
t::=F | N(tl,]{?,tg).

C’est aussi le plus petit point fixe de 'opérateur f associé (par le
théoréme de Knaster—Tarski).
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On définit la relation — binaire sur F par : on a x — y si et seulement
sionaxz=N(yk,z) ouz=N(zkvy).

On sait que la relation — termine. En effet, ’ensemble des arbres finis
est un point fixe de la fonction f, donc E ne contient que des arbres
finis.

Le principe d’induction bien fondée nous dit que, pour P un prédicat
sur F, pour montrer Yz, P (x), il suffit de montrer que, quel que soit x,
si (Vy,x — y implique P(y)) alors P(z). Autrement dit, il suffit de
montrer que P(E) puis de montrer que, si P(t;) et P(t3) alors on a
que P(N(t1, k,ts)).

On retrouve le principe d’induction usuel.

Ce méme raisonnement, on peut le réaliser quel que soit I’ensemble
inductif, car la relation de « sous-élément » termine toujours puisque
il n’y a que des éléments finis dans ’ensemble inductif.

10.2 Etablir la terminaison.

Théoréme 10.2. Soient (B, >) un SRA terminant, et (4, —) un
SRA. Soit ¢ : A — B un plongement, c’est a dire une application
vérifiant

Va,a' € A, a — o' implique ¢(a) > p(a’).

Alors, la relation — termine.

Théoréme 10.3. Soient (A, —4) et (B, —p) deux SRA.

Le produit lexicographique de (A, — 4) et (B, —p) est le SRA, que
I'on notera (A X B, — 4xp), défini par

(1) a =4 d (et b’ quelconque)
(a,b) = axp (a',b) ssi ou
(2)a=d etb—pl
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Alors, les relations (A, —4) et (B, —p) terminent si et seulement
si la relation (A X B, —axp) termine.

Preuve. > « = ». Supposons qu’il existe une divergence
pour (A X B, —axp) :

(GO, bo) —AxB (a1,b1) —AxB (a2752) —AxB """ -

Dans cette divergence,

— soit on a utilisé (1) une infinité de fois, et alors en pro-
jetant sur la premiere composante et en ne conservant
que les fois ou 'on utilise (1), on obtient une diver-
gence — 4 ;

— soit on a utilisé (1) un nombre fini de fois, et alors
a partir d'un certain rang N, pour tout ¢ > N, on a
I’égalité a; = ay, et donc on obtient une divergence
pour —p :

by =B bny1 =B bNy2 — -0

> « <= ». On montre que, si on a une divergence pour — 4
alors on a une divergence pour —axp (on utilise (1) une
infinité de fois) ; puis que si on a une divergence pour —p
alors on a une divergence pour —4xp (on utilise (2) une
infinité de fois).

]

10.3 Application a I'algorithme d’unification.
On note (P,0) — (P',0') la relation définie par I'algorithme d’unifi-
cation (on néglige le cas ot (P, o) — L).

On note |P| la somme des tailles (vues comme des arbres) des
contraintes de P et |Vars 2P| le nombre de variables.

On définit ¢ : (P, o) — (|Vars P|,|P|).
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Rappelons la définition de la relation — dans 'algorithme d’unifica-

tion :

2

o ({flt, . te) = fug, .. up) UP o)) —
{t: ;U1,~~->tk;uk}u9>,g) :

2. ({f(tr,- .-, );g(ul,...,un)l_I@,a})—>J_sif7ég;
5. ({X Lt} U,0) > (Plx], [/x] 0 7) o X & Vars(t):
4. (X £}UP,0) — Lsi X € Vars(t) et t £ X ;

5. ({X:X}Ugb,a) (P, 0).

Appliquons le plongement pour montrer que — termine. On s’ap-
puie sur le fait que le produit (IN, >) x (IN, >) est terminant (produit
lexicographique).

Dans 1, |Vars 2| ne change pas et |2| diminue. Puis dans 3, |Vars P|
diminue. Et dans 5, on a |Vars P| qui décroit ou ne change pas,
mais |2| diminue. Dans les autres cas, on arrive, soit sur L.

On en conclut que 'algorithme d’unification termine.

10.4 Multiensembles.

Définition 10.3. Soit A un ensemble. Un multiensemble sur A est
la donnée d’une fonction M : A — IN. Un multiensemble M est
fini si {a € A| M(a) > 0} est fini.

Le multiensemble vide, noté @), vaut a > 0.

Pour deux multiensembles M; et M, sur A, on définit
> (Ml U MQ)(CL) = M1<Cl> + Mg(a) ;
> (M © My)(a) = Mi(a) © My(a) oul'ona (n+k)on==k
mais n & (n+ k) = 0.

On note M; C M, si, pour tout a € A, on a M;(a) < Ms(a).
La taille de M est |M| =Y ,c4 M(a).
On note z € M des lors que x € A et que M(x) > 0.
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Exemple 10.2. Si on lit {1,1,1,2,3,4,3,5} comme un multien-
semble M, on obtient que M (1) =3, et M(2) =1, et M(3) = 2,
et M(4) =1, et M(5) =1, et finalement pour tout autre entier
n, M(n) = 0.

Définition 10.4 (Extension multiensemble.). Soit (A4, >) un SRA.
On lui associe une relation notée >, définie sur les multien-
sembles finis sur A en définissant M >, N si et seulement s’il
existe X, Y deux multiensembles sur A tels que

> 0#XCM;

> N=M6eX)uY'

> VyeY dre X, x> uy.

Les multiensembles X et Y sont les « témoins » de M >, V.

Exemple 10.3. Dans (N, >), on a

{1,2,\5/} >l {1,2,4,4,4,4,3,3,3,3,3}.
X Y

Théoreme 10.4. La relation > termine si et seulement si >,
termine.

Preuve. > « <= ». Une divergence de > induit une diver-
gence de > 1.
> « = ». On se donne une divergence pour > :

MO > mul Ml > mul M2 Zmul C

et on montre que > diverge A chaque M; >,u M, cor-
respondent X; et Y; suivant la définition de > .

1. C’est ici la soustraction usuelle : il n’y a pas de soustraction qui « pose
probleme ».
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On sait qu’il y a une infinité de 7 tel que Y; # (). En effet, si
au bout d'un moment Y; est toujours vide alors | M;| décroit
strictement, impossible.

Représentons cela sur un arbre.

(o8 /O e 3
NG\

1o

M,

On itere le parcours en obtenant un arbre a branchement
fini, qui est infini (observation du dessin) donc par le lemme
de Koénig il a une branche infinie. Par construction, un en-
fant de a correspond a a > a’, d’ou divergence pour >.

O

Théoreme 10.5 (Récursion bien fondée). On appelle fonction
de A; dans A, la donnée d’une relation fonctionnelle totale
incluse dans A; x Ay. On note f: Ay — As.

On se donne (A, >) un SRA terminant.

Pour a € A, on note

> Pred(a) :={d | a > d'};?

> Pred*(a) := {a' | a >* a'};

> Pred*(a) :={d’' | a >* a’} = Pred" (a) U {a}.*
Pour f: A— Bet A" C A onnote f [ A" :={(a, f(a)) | a € A’}
On se donne une fonction F telle que, pour tout a € A, et tout h €

Pred(a) — B, on a F(a,h) € B. Alors, il existe une unique
fonction f : A — B telle que

Va € A, f(a) = F(a, f | (Pred(a))).
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Preuve. Unicité. Soient f, g telles que, pour tout a € A, on ait
> f(a) = F(a, f | Pred(a));
> g(a) = F(a,g | Pred(a)).
Montrons que Va € A, f(a) = g(a) par induction bien fon-
dée (car > termine).

Soit @ € A. On suppose Vb € Pred(b), f(b) = ¢(b) I'hy-
pothése d’induction. Alors, f [ Pred(a) = g | Pred(a), et
donc f(a) = g(a).

Existence. On montre, par induction bien fondée, que P(a), la
propriété ci-dessous, est vraie quel que soit a € A :

3f. : Pred*(a) — B,Vb € Pred*(a), f.(b) = F(b, f | Pred(b)).

Soit a € A. On suppose Vb € Pred(a), P(b) (f, existe).
Posons la relation h := Upepred(a) fo- La relation h est

> fonctionnelle (c.f. preuve d’unicité) ;
> définie sur Pred™ (a).

On conclut la preuve en posant
fa="hU{(a, F(a,h))}.

O

Exemple 10.4. Pour définir une fonction length : nlist — nat.
La relation > sur nlist ou k£ :: £ > /¢ est une relation bien fondée.
On pose la fonction F'(¢, h) par :

let F ¢ h = match ¢ with
| [1 -> 0

2. On le notait Next avant, mais le successeur pour > est un prédécesseur
pour < (ce qui est plus usuel).

3. On rappelle que ’on note RT et respectivement R* la cloture transitive,
et respectivement la cléture réflexive et transitive.
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| x :: xs -=> 1 + h(xs)

Code 10.1 | Définition récursive bien fondée de length
ou l'on a ici xs € Pred(x :: xs).

10.5 Confluence.

Définition 10.5. Soit (4, —) un SRA. On dit que — est confluente
ent € Asi, des que t —* uy et t —=* uy il existe t’ tel que u; —* t/

et ug —* 1.
t
N
Uy Uz -

Les fleches en pointillés représentent 1’existence.
On dit que — est confluente si — est confluente en tout a € A.

La propriété du diamant correspond au diagramme ci-dessous :

c’est-a-dire si t — uy et t — uo alors il existe t' tel que u; — t' et
Uy — t.

La propriété de confluence locale correspond au diagramme ci-
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t
Uy U2

dessous :

c’est-a-dire si t — uy et t — uq alors il existe t' tel que u; — %t
et ug — «t'.

Lemme 10.2 (Lemme de Newman). Soit (A, —) terminante et
localement confluente. Alors, (A, —) confluente.

Preuve. On montre que, quel que soit t € A, que — est confluente
en t par induction bien fondée. On suppose que quel que soit ¢’
tel que t — t/, alors la relation — est confluente en ¢'; Montrons
la confluence en t. Soit t —* uy et t —=* uy. Sit =t ou t = o,
c’est immédiat. On suppose donc

ou 'on utilise

> (1) par confluence locale;
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> (2) par hypothese d’induction ;
> (3) par hypothese d’induction.
O

Remarque 10.2. L’hypothese de relation terminante est cruciale.
En effet, la relation ci-dessous est un contre exemple : la re-
lation — est non terminante, localement confluente mais pas
confluente.

10.6 Systeme de réécriture de mots.

Les systemes de réécriture de mots sont parmi les systémes de ré-
écriture les plus simples. On peut définir un systeme de réécriture de
termes, ou « terme » correspond a « terme » dans la partie Typage,
mais on ne les étudiera pas dans ce cours.

Définition 10.6 (c.f. cours de FDI). On se donne ¥ un ensemble
de lettres. On note :

> X* I’ensemble des mots sur 3,

> € le mot vide,

> wv la concaténation de u et v (avec u,v € ¥*).

Définition 10.7. Un SRM (systéme de réécriture de mots) sur
>} est donné par un ensemble R de couples de mots sur ¥ noté
généralement

F={(lr)| L #e}.

Le SRM & détermine une relation binaire sur »* définie par
u —g v deés lors qu'il existe (z,y) € (X*)? et (£,7) € R tels que
I'on ait u = xly et v = xry.

~ 1158/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

Exemple 10.5. Sur ¥ = {a, b, c} et Ry donné par

ab — ac
cce — bb

aa — a,
autrement dit
Ro = {(ab, ac), (cce, bb), (aa,a)},

et alors
aabab — aacab

al

aabac abab

La relation —g, est-elle terminante ? Oui, il suffit de réaliser un
plongement sur le produit lexicographique donné par ¢ : u
(lu], #(w)), ot #4(u) est le nombre de b dans u et |u| est la taille
de u.

10.6.1 Etude de la confluence locale dans les SRM.

Soient (€1,71), (l2,r2) € R tels que t —q uy avec (¢1,7r1) et t —g avec
(62, 7“2).
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ler cas : indépendance. On a la propriété du diamant.

0y Ay

e N

N e

1 D)

2éme cas : inclusion. S’il existe (¢,¢') tel que ¢1 = €0yl alors, on a
que U1 —q 11 et by —q lral.
Peut-on confluer 7 Ce n’est pas évident.

3éme cas : overlap. S’il existe (¢,0', (") tel que {1 = 00 et o = 00",
alors t — r 0" et t — lry.

Peut-on confluer 7 Ce n’est pas évident.

Définition 10.8. Soit & un SRM sur X. Soient (¢1,71), (¢2,72) €
9R. Supposons qu’il existe des mots z, vy, vy tels que

> 2] < |l;
> £1'U1 = z€2U2 5
> e e {’Ul,’l)g}.

On dit alors que {rjvy, zravy} est une paire critique de R.
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Exemple 10.6. Avec ¥ = {a, b, c} avec le SRM R défini par

(1) aba — abc
(2) ab — ba ’

on se demande si
> —g termine? Oui avec le nombre de a et le nombre d’in-
versions a—b.

> quelles sont les paires critiques ? On procede cas par cas :
(1) avec (2), on a aba — abc et aba — baa donc
{abc, baa} est critique;
(1) avec (1), on a ababa — abcba et ababa — ababce
donc {abcba, ababc} est critique;

— (2) avec (2), il n’y a pas de paires critiques.

Pourquoi s’intéresser aux paires critiques? Et bien, cela prend son
sens grace au théoréme ci-dessous.

Théoreme 10.6. La relation —q est localement confluente si et
seulement si toutes ses paires critiques sont joignables, ¢’est-a-dire
que, pour {uy,us} critique, il existe ¢’ tel que uy —* t' et ug —* t'.
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Deuxieme partie

Logique.
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Introduction.

Dans ce cours, on s’intéressera a quatre themes :
> la théorie des modeles (> les « vraies » mathématiques);
> la théorie de la démonstration (> les preuves);
> la théorie des ensembles (> les objets) ;
> les théoremes de Godel (> les limites).

On ne s’intéressera pas a la calculabilité, car déja vu en cours de
FDI. Ce cours peut étre utile a ceux préparant I'agrégation d’infor-
matique.
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11. Le calcul propositionnel.

Le calcul propositionnel, c’est la « grammaire » de la logique. Dans ce
chapitre, on s’intéressera a

1. la construction des formules (> la syntaxe);

2. la sémantique et les théoremes de compacité (> la compacité
sémantique).

11.1 Syntaxe.

Définition 11.1. Le langage, ou alphabet, est un ensemble d’élé-
ments fini ou pas. Les éléments sont les lettres, et les suites finies
sont les mots.

Définition 11.2. On choisit I’alphabet :

> P = {xg,x1,...} des variables propositionnelles ;

> un ensemble de connecteurs ou symboles logiques, défini par
{—,V, A\, =, <>}, il n’y a pas 3 et ¥ pour I'instant.

> les parentheses {(,)}.

Les formules logiques sont des mots. On les fabriques avec des
briques de base (les variables) et des opérations de construction :
si F1 et Fy sont deux formules, alors = F, (F} V Fy), (F] N Fy),
(Fy, = F) et (I} < F,) aussi.

Définition 11.3 (« par le haut », « mathématique »). L’ensemble &
des formules du calcul propositionnel construit sur & est le plus
petit ensemble contenant %P et stable par les opérations de
construction.
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Définition 11.4 (« par le bas », « informatique »). L’ensemble &
des formules logique du calcul propositionnel sur & est défini par

> Fo=P;
—-F
(F1V Fy)
> ?FnH:OJ*nU (Fl/\FQ) Fl,FQE%
(Fy — Fy)
(Fy <> Fy)

puis on pose F = U,en Fn-

On peut montrer ’équivalence des deux définitions.

Théoreme 11.1 (Lecture unique). Toute formule G € F vérifie
une et une seule de ces propriétés :

GeP,

il existe ' € F telle que G = ~F;

il existe F, Fy € F telle que G = (Fy V F) ;

il existe F, Fy € F telle que G = (F] A Fy) ;

il existe [, Fy € F telle que G = (F} — F5) ;
il existe I, Fy € F telle que G = (F} < Fy).

v VvV VvV VvV V V

Preuve. En exercice. ]

Corollaire 11.1. Il y a une bijection entre les formules et les arbres
dont

> les feuilles sont étiquetés par des variables;

> les nceuds internes sont étiquetés par des connecteurs;

> ceux étiquetés par — ont un fils, les autres deux.

Exemple 11.1. La formule ((—zo V x1) — ((xo A 22) ¢ x3))
correspond a 'arbre
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11.2 Sémantique.

Lemme 11.1. Soit v une fonction de & dans {0, 1} appelé valua-
tion. Alors v s’étend de maniere unique en une fonction v de F
dans {0, 1} telle que
>osur P, v=r;
> si F,G € F sont des formules alors
(-F) =1—-0v(F);
(FVG)=1ssiv(F)=1ou' v(G) =1;
(
(

N

R XU

- UV(FAG)=v(F)xv(GQ);
F—G)=1ssiv(G)=1o0uv(F)=0;
V(F < G) =1ssi v(F)=v(G).

Par abus de notations, on notera v pour v par la suite.

R

Preuve. Existence. On définit en utilisant le lemme de lecture
unique, et par induction sur & :
> v est définie sur Fy = P ;
> si v est définie sur %, alors pour F' € F,,1, on a la
disjonction de cas
si F''= =G avec G € F,, et on définit v(F) =
1 —v(F);
— etc pour les autres cas.

Unicité. On montre que si A = v sur P alors A = v si A et v

1. C’est un « ou » inclusif : on peut avoir les deux (ce qui est trés différent du
« ou » exclusif dans la langue francaise).
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vérifient les égalités précédents.

O
Exemple 11.2 (Table de vérité). Pour la formule
F = ((iﬂl — .CL'Q) — (332 — xl)),
on construit la table
|0 1 0 1
r1—x9 |1 1 0 1
To— 21 |1 0 1 1
Fi1 0 1 1
Définition 11.5. > Une formule F' est dite satisfaite par une

valuation v si v(F) = 1.

> Une tautologie est une formule satisfaite pour toutes les
valuations.

> Un ensemble € de formules est satisfiable s’il existe une
valuation qui satisfait toutes les formules de €.

> Un ensemble € de formules est finiment satisfiable si tout
sous-ensemble fini de € est satisfiable.

> Une formule F'estconséquencesémantique d’un ensemble de
formules € si toute valuation qui satisfait € satisfait F'.

> Un ensemble de formules € est contradictoire s’il n’est pas
satisfiable.

> Un ensemble de formules € est finiment contradictoire s'il
existe un sous-ensemble fini contradictoire de €.

Théoréeme 11.2 (compacité du calcul propositionnel). On donne
trois énoncés équivalents (équivalence des trois énoncés laissé en
exercice) du théoreme de compacité du calcul propositionnel.
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Version 1. Un ensemble de formules € est satisfiable si et seule-
ment s’il est finiment satisfiable.

Version 2. Un ensemble de formules € est contradictoire si et
seulement s’il est finiment contradictoire.

Version 3. Pour tout ensemble € de formules du calcul proposi-
tionnel, et toute formule F', F' est conséquence sémantique
de € si et seulement si F' est conséquence sémantique d’un
sous-ensemble fini de €.

Preuve. Dans le cas ou P = {zg,x1,...} est au plus dénom-
brable (le cas non dénombrable sera traité apres). On démontre
le cas « difficile » de la version 1 (i.e. finiment satisfiable im-
plique satisfiable). Soit € un ensemble de formules finiment sa-
tisfiable. On construit par récurrence une valuation v qui sa-
tisfasse € par récurrence : on construit eg,...,&,,... tels que
v(xo) = €0y, V(Tn) = Eny - - -
> Cas de base. On définit la valeur de ¢, pour xq € .

1. soit, pour tout sous-ensemble fini B de €, il existe une
valuation A qui satisfait B avec A(zg) = 0;

2. soit, il existe un sous-ensemble fini By de €, pour toute
valuation A qui satisfait By, on a A(zg) = 1.

Si on est dans le cas 1, on pose €9 = 0, et sinon (cas 2) on
pose g = 1.
> Cas de récurrence. On montre, par récurrence sur n, la pro-
priété suivante :
il existe une suite &g, ...,&, (que l'on étend, la
suite ne change pas en fonction de n) de booléens
telle que, pour tout sous-ensemble fini B de €, il
existe une valuation v satisfaisant B et telle que
v(zo) = €oy - .., €t V(Tp) = €.

Pour n = 0, soit on est dans le cas 1, et on prend gy = 0
et on a la propriété; soit on est dans le cas 2;, et on
prend B un sous-ensemble fini de €, alors B U By est
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un ensemble fini donc satisfiable par une valuation v.
La valuation satisfait By donc v(xg) = 1 et v satisfait
B. On a donc la propriété au rang 0.

— Hérédité. Par hypothese de récurrence, on a une suite
EQy--+9En-

1. Soit, pour tout sous-ensemble fini B de €6, il existe
v qui satisfait B et telle que v(zg) = eo, ...,
v(x,) = €n, €t V(Tpy1) = 0. On pose €,41 = 0.

2. Soit il existe B,;1 un sous-ensemble fini de €
tel que, pour toute valuation v telle que v sa-
tisfait B,y et v(zg) = €q,...,v(x,) = €, On a
V(Zpi1) = 1 et on pose g,41 = 1.

Montrons 1’hérédité :

1. vrai par définition;

2. soit B un sous-ensemble fini de €. On considere
BU B, 41, soit v telle que v(xg) = €, ..., v(x,) =
gn. On a que v satisfait B, ; donc v(x,41) =1 =
Ent1 €t v satisfait B.

On a donc la propriété pour tout n.

Finalement, soit 0 une valuation telle que, pour tout i, d(x;) =
g;. Montrons que 0 satisfait €. Soit F € €. On sait que F est
un mot (fini), donc contient un ensemble fini de variables inclus
dans {z,...,x,}. D’apres la propriété par récurrence au rang
n, il existe une valuation v qui satisfait F' et telle que v(zg) =
€0, -, V(Tn) = €n, et donc v et § coincident sur les variables de
F. Donc (lemme simple), elles coincident sur toutes les formules
qui n’utilisent que ces variables. Donc, §(F') = 1, et on en conclut
que 9 satisfait 6. O

Dans le cas non-dénombrable, on utilise le l[emme de Zorn, un équi-
valent de 'aziome du choix.

Définition 11.6. Un ensemble ordonné (X, R ) est inductif si pour

~ 124/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

tout sous-ensemble Y de X totalement ordonné par R (i.e. une
chaine) admet un majorant dans X.

Remarque 11.1. On considére ici un majorant et non un plus
grand élément (un maximum).

Exemple 11.3. 1. Dans le cas (P(X),C), le majorant est
I'union des parties de la chaine, il est donc inductif.
2. Dans le cas (R, <), il n’est pas inductif car R n’a pas de
majorant dans R.

Lemme 11.2 (Lemme de Zorn). Si (X,R) est un ensemble or-
donné inductif non-vide, il admet au moins un élément maximal.

Remarque 11.2. Un élément maximal n’est pas nécessairement
le plus grand.

Preuve. Soit € un ensemble de formules finiment satisfiable, et P
un ensemble de variables. On note ¥ I’ensemble des valuations
partielles prolongeables pour toute partie finie ‘€ de € en une
valuation satisfaisant 6. C’est-a-dire :

W::{gpe U{O,I}X

XCo

6 om =
V8 € p¢(8),35 € {0,1}7, v‘i‘r e(%),é(f“) =1 }

L’ensemble ¥ est non-vide car contient l'application vide de
{0,1}? car € est finiment satisfiable. On défini la relation
d’ordre < sur U par :

p =<1 ssi 1 prolonge .
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Montrons que (7,<) est inductif. Soit € une chaine de Vet
construisons un majorant de 6. Soit A la valuation partielle dé-
finie sur dom A = U,cq dom ¢, par : si z; € dom A alors il existe
@ € B tel que x; € dom ¢ et on pose A(z;) = p(z;).

La valuation A est définie de maniere unique, i.e. ne dépend pas
du choix de ¢. En effet, si ¢ € 6 et ¢ € B, avec x; € domp N
dom ), alors on a ¢ < ¥ ou ¢ < ¢, donc ¢(x;) = Y(x;).

Autrement dit, A est la limite de 6. Montrons que \ € V. Soit B
une partie finie de €. On cherche p qui prolonge \ et satisfait B.
L’ensemble de formules B est fini, donc utilise un ensemble fini
de variables, dont un sous-ensemble fini {z;,,...,z; } C dom(\).
Il existe ¢1,...,¢, dans € telle que z;, € domes,...,z;, €
dom ¢,,. Comme € est une chaine, donc soit @y = maxe[1,,] @i
et on a ¢y € 6. On a, de plus, z;,,...,z;,, € dom(pp). Soit
wo € V prolongeable en 1)y qui satisfait B. On définit :

p:P — {0,1}
x € dom \ — A(z)
x € var B — ()

sinon — 0.

On vérifie que la définition est cohérente sur 'intersection car A
et 1y prolongent tous les deux ¢y et donc A € ¥ d’ou ¥ est
inductif.

Suite la preuve plus tard. O
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12. La logique du premier
ordre.

12.1 Les termes.

On commence par définir les termes, qui correspondent a des objets
mathématiques. Tandis que les formules relient des termes et corres-
pondent plus a des énoncés mathématiques.

Définition 12.1. Le langage £ (du premier ordre) est la don-
née d’une famille (pas nécessairement finie) de symboles de trois
sortes :
> les symboles de constantes, notées c;
> les symboles de fonctions, avec un entier associé, leur arité,
notées f(x1,...,x,) ou n est arité;
> les symboles de relations, avec leur arité, notées R, appelés
prédicats.

Les trois ensembles sont disjoints.

Remarque 12.1. > Les constantes peuvent étre vues comme
des fonctions d’arité 0.

> On aura toujours dans les relations : « = » d’arité 2, et
« L » d’arité 0.

> On a toujours un ensemble de variables 7.
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Exemple 12.1. Le langage &, de la théorie des groupes est défini
par :

> une constante : c,

> deux fonctions : f; d’arité 2 et fy d’arité 1;

> la relation =.

Ces symboles sont notés usuellement e, *, J-! ou bien 0, +, —.

Exemple 12.2. Le langage &£, des corps ordonnés est défini par :

> deux constantes 0 et 1,
> quatre fonctions +, x, — et 071,
> deux relations = et <.

Exemple 12.3. Le langage Z.,s de la théorie des ensembles est
défini par :

> une constante (),

> trois fonctions N, U et [J°,

> trois relations =, € et C.

Définition 12.2. Par le haut. L’ensemble I des termes sur le
langage &£ est le plus petit ensemble de mots sur £ UV U

{(,)),,} tel
> qu’il contienne ¥ et les constantes ;

> qui est stable par application des fonctions, c’est-a-
dire que pour des termes tq,...,t, et un symbole de
fonction f d’arité n, alors f(t1,...,t,) est un terme. '

Par le bas. On pose

Jo =V U{c | ¢ est un symbole de constante de £},
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puis

f fonction d’arité n
ti,...,t, €I ’

Remarque 12.2. Dans la définition des termes, un n’utilise les
relations.

Exemple 12.4. > Dans %, *(*(z,07(y)),e) est un terme,
qu’on écrira plus simplement en (z *y~!) * e.
> Dans Zeo, (¢ + ) + (—0)"! est un terme.
> Dans Peys, (0°U D) N (z U y)© est un terme.

Définition 12.3. Si ¢ et u sont des termes et x est une variable,
alors t[z : u| est le mot dans lequel les lettres de x ont été rem-
placées par le mot u. Le mot t[x : u] est un terme (preuve en
exercice).

Exemple 12.5. Avec t = (z*y~!) xe et u = x * e, alors on a
tlr:ul = ((zxe)xy™ ') xe.
Définition 12.4. > Un terme clos est un terme sans variable

(par exemple (0 + 0)71).
> La hauteur d’un terme est le plis petit k tel que t € Jy.

1. Attention : le « ... » n’est pas un terme mais juste une maniere d’écrire
qu’on place les termes a coté des autres.
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Exercice 12.1. > Enoncer et prouver le lemme de lecture
unique pour les termes.
> Enoncer et prouver un lemme de bijection entre les termes
et un ensemble d’arbres étiquetés.

12.2 Les formules.
Définition 12.5. > Les formules sont des mots sur ’alphabet

LUTU{(),,, 3, Y,AV, -, —}

> Une formule atomique est une formule de la forme R(ty, ..., t,)
ou R est un symbole de relation d’arité n et ¢1,...,¢, des
termes.

> L’ensemble des formules F du langage & est défini par

on pose Fq I'ensemble des formules atomiques ;
(=F)
(F— G)
- B (FVG) | F,Ge%F, |
on pose Fpy1 = Fi U (FAG) e ;
dx F
Jxr G

et on pose enfin F = UJ,,ey Fi.

Exercice 12.2. La définition ci-dessus est « par le bas ». Donner
une définition par le haut de ’ensemble .

Exemple 12.6. > Dans Z,, un des axiomes de la théorie des
groupes s’écrit

Vedr (zxy=eAy*xx=e).

> Dans £, 'énoncé « le corps est de caractéristique 3 »
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s’écrit
Vo (x + (z +x) =0).

> Dans £y, la loi de De Morgan s’écrit

Vo Vy (2 Uy = (zNy)°).

Exercice 12.3. > Donner et montrer le lemme de lecture
unique.
> Enoncer et donner un lemme d’écriture en arbre.

Remarque 12.3 (Conventions d'écriture.). On note :
>z <y au lieu de <(z,vy);
> dx >0 (F) aulieu de 3z (x > 0A F);
> Vo >0 (F) au lieude Vo (z >0 — F);
> A< Baulieude (A— B)A (B — A);
>t # u au lieu de =(t = u).
On enléves les parentheses avec les conventions de priorité

0. les symboles de relations (le plus prioritaire) ;
1. les symboles =, 3,V

2. les symboles A et V;

3. le symbole — (le moins prioritaire).

Exemple 12.7. Ainsi, Vx AN B — =C'V D s’écrit

((Vz A) AB) — ((-C) Vv D)).

Remarque 12.4. Le calcul propositionnel est un cas particulier de
la logique du premier ordre ou I’on ne manipule que des relations
d’arité 0 (pas besoin des fonctions et des variables) : les « va-
riables » du calcul propositionnel sont des formules atomiques;
et on n’a pas de relation « = ».
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Remarque 12.5. On ne peut pas exprimer a priori :

> des quantifications sur en ensemble ?;
> « dn dxq ... dx, » une formule qui dépend d’un parametre ;

> le principe de récurrence : si on a P(0) pour une propriété
P et que si P(n) - P(n+ 1) alors on a P(n) pour tout n.

Quelques définitions techniques qui permettent de manipuler les for-
mules.

Définition 12.6. L’ensemble des sous-formules de F', noté S(F')
est défini par induction :
> si F' est atomique, alors on définit S(F') = {F'};
>si F'=F) @ Fy (avec @ qui est V, — ou A) alors on défi-
nit S(F) = S(Fy) US(F2) U{F};
> si F'=—Fy, ou F = Qu Fy avec Q € {V, 3}, alors on définit
S(F) =S(Fy) U{F}.
C’est ’ensemble des formules que 1’on voit comme des sous-arbres
de 'arbre équivalent a la formule F'.

Définition 12.7. > La taille d’'une formule, est le nombre de
connecteurs (—, V, A, =), et de quantificateurs (V, 3).

> La racine de ’arbre est

rien su la formule est atomique ;

— «@»si F = F @ Fy avec @ un connecteur (binaire
ou unaire) ;

~ «Q»si F = Qux F} avec Q un quantificateur.

Définition 12.8. > Une occurrence d’une variable est un en-
droit ou la variable apparait dans la formule (i.e. une feuille
étiquetée par cette variable).

2. En dehors de %.,s, en tout cas.
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> Une occurrence d’une variable est liée si elle se trouve dans
une sous-formule dont I'opérateur principal est un quanti-
ficateur appelé a cette variable (i.e. un Vo F’ ou un 3z F”).

> Une occurrence d’une variable est libre quand elle n’est pas
liée.

> Une variable est libre si elle a au moins une occurrence libre,
sinon elle est liée.

Remarque 12.6. On note F(z1,...,x,) pour dire que les va-
riables libres sont F' sont parmi {z1,...,z,}.

Définition 12.9. Une formule est close si elle n’a pas de variables
libres.

Définition 12.10 (Substitution). On note F[z := ¢| la formule
obtenue en remplagant toutes les occurrences libres de x par ¢,
apres renommage éventuel des occurrences des variables liées de
F' qui apparaissent dans ¢.

Définition 12.11 (Renommage). On donne une définition infor-
melle et incomplete ici. On dit que les formules F' et G sont
a-équivalentes si elle sont syntaxiquement identiques a un re-
nommage pres des occurrences liées des variables.

Exemple 12.8. On pose

F(z,z) =Yy (zrxy=y*2) AVz (z*xz =1),

et alors
> F(z,2)=Flx =2z =Vy(zxy=y*2) AV (zxz=1);
> Fly™,z) = Flz := y71] = Vu(y txu = ux2) AVx(z*z = 1).

On a procédé a un renommage de y a u.
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12.3 Les démonstrations en déduction natu-
relle.

Définition 12.12. Un séquent est un coupe noté I' = F' (ou F
se lit « montre » ou « theése ») tel que I' est un ensemble fini
de formules appelé contexte (i.e. ’ensemble des hypotheses), la
formule F' est la conséquence du séquent.

Remarque 12.7. Les formules ne sont pas nécessairement closes.
Et on note souvent I' comme une liste.

Définition 12.13. On dit que I' = F' est prouvable, démontrable
ou dérivable, s’il peut étre obtenu par une suite finie de régles
(c.f. ci-apres). On dit qu’une formule F est prouvable si ) - F
I'est.

Définition 12.14 (Regles de la démonstration). Une regle s’écrit

prémisses : des séquents

' - nom de la regle
conclusion : un séquent :

Axiome.
- ax
AF A
Affaiblissement.
'FA
——— off
I''BFA
Implication.
I'NAFB '-rA—-B THFA 3
= = —e
'-A— B I'EB
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Conjonction.

kA TFB, TFAAB . TFAAB
'-AAB ' TFA ¢ T+B °©
Disjonction.
rFA s TFB
''AvB ' T'AVB '
'AvB T,ARC 1“,B|—Cv4
T'C )
Négation.
HLAFL ~ TFA TH-A_
I'--4 T L ¢
Absurdité classique.
[,-AF 1
r-a °

(En logique intuitionniste, on retire ’hypothese = A dans la
prémisse.)
Quantificateur universel.

si z n’est pas libre F l_ A
dans les formules de I F |_ \V/I A

quitte & renommer les F l_ VZL‘ A

variables liées de A qui

apparaissent dans t F l_ AI::L- o= t]

Quantificateur existentiel.

'k Alx =1
'Fdz A
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TF3zA T,AFC
avec x ni libre dans C ou
dans les formules de T’ F |_ C

12.4 La sémantique.

Définition 12.15. Soit £ un langage de la sémantique du pre-
mier ordre. On appelle interprétation (ou modéle, ou structure)
du langage &£ 'ensemble Ml des données suivantes :

> un ensemble non vide, noté |Ml|, appelé domaine ou en-
semble de base de J ;

> pour chaque symbole ¢ de constante, un élément c 4 de || ;

> pour chaque symbole f de fonction n-aire, une fonction f :
| AL]"™ — | AL

> pour chaque symbole R de relation n-aire (sauf pour I’éga-
lité « = »), un sous-ensemble Ry de |JAL|".

Remarque 12.8. > La relation « = » est toujours interprétée
par la vraie égalité :

{(a,a) [ a € |0}

> On note, par abus de notation, 4l pour |JL|.
> Par convention, |(|° = {0}.

Exemple 12.9. Avec Leorps = {0,1,+, x, —, 07!}, on peut choisir
> || = R avec Og, 1gr, +r, Xg, —r €t Og";
> ou M| = R avec 2g, 2r, —R, +r, €tc.

Définissions la vérité.

3. Aussi appelée modus ponens
4. C’est un raisonnement par cas
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Définition 12.16. Soit 4 une interprétation de &£.

> Un environnement est une fonction de 1’ensemble des va-
riables dans |/L|.

> Si e est un environnement et a € |Al|, on note e[x := a
I'environnement €’ tel que €'(x) = a et pour y # x, e(y) =
e'(y).

> La waleur d’un terme ¢t dans l'environnement e, noté
TValy(t,e), est définie par induction sur Pensemble des
termes de la fagon suivante :

TVal y(c,e) = cy si c est une constante;
— Tl y(c,e) = e(x) si x est une variable;

leaxgju(f(tl, e ,tn),€> = fm(cl/a/&n(tl,e), Ce ,Waﬁm(tn,e)).

Remarque 12.9. La valeur est TVal 4 (t,e) est un élément de |AL|.

Exemple 12.10. Dans £, = {0,1, 4+, x }, avec le modéle
J N, O, 1y, +n, XN,
et ’environnement
e: x1+—2n x9+— Oy 23— 3y,
alors la valeur du terme ¢ := (1 X z1) + (22 X x3) + T3 est 2y =

(1 x2)+(0x3)+0.

Lemme 12.1. La valeur Val (¢, e) ne dépend que de la valeur de

e sur les variables de t. [l
Notation. > Lorsque cela est possible, on oublie Jl et e dans la
notation, et on note Val(t).
> A la place de Faly(t,e) quand zy,...,x, sont les variables
de t et e(z1) = ay,...,e(x,) = a,, on note tlay,...,a,] ou
aussi t[zy := ai,...,T, = a,|. Clest un terme a paramétre,
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mais attention ce n’est nit un terme, nt une substitution.

Définition 12.17. Soit Al une interprétation d’un langage £. La
valeur d’une formule F de &£ dans I'environnement e est un élé-
ment de {0, 1} noté Valy(F,e) et définie par induction sur Ien-
semble des formules par

> Taly (R (tl,..., n)s€) =1ssi (Waly(ti,e),..., Uly(tn,e)) € Ru;

> /n( e) =

> /n(ﬁF e)-l—”l/aﬂm(F 6)

> TValy(F NG e) =1 ssi Taly(F,e) =1 et Taly(G,e) =1;

> Taly(F VG e)=1ssi Ualy(F,e) =1 ou Taly(G,e) =1;

> Ty (F — G,e) =1 ssi Tl y(F,e) =0 ou Tal (G, e) = 1;

> M(VxF e) = 1 ssi pour tout a € | M|, Vel y (F,e[r :=a]) = 1;

> Taly(Iz F,e) = 1 ssi il existe a € ||, Tl 4 (F, e[z = a]) = 1.
Remarque 12.10. > On se débrouille pour que les connec-

teurs aient leur sens courant, les « mathématiques naives ».

> Dans le cas du calcul propositionnel, si R est d’arité 0, i.e.
une variable propositionnelle, comme [4l|° = {(} alors on
a deux possibilité :
ou bien R = (), et alors on convient que Val (R, e) =
0;
ou bien R = {(}}, et alors on convient que Val 4 (R, e) =
1.

Remarque 12.11. On verra plus tard qu’on peut construire les
entiers avec

> 0:0,
> 1: {0},
2:{0,{0}},

v

v

n+1:nuU{n},
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| -«

Notation. A la place de Faly(F,e) = 1, on notera Jl,e = F ou
bien Ml | F. On dit que M satisfait F', que M est un modéle de F'
(dans I'environnement e), que F' est est vraie dans J(.

Lemme 12.2. La valeur Vol 4 (F,e) ne dépend que de la valeur
de e sur les variables libres de F'.

Preuve. En exercice. OJ

Corollaire 12.1. Si F est close, alors Tal 4 (F,e) ne dépend pas
de e et on note M = F ou J = F.

Remarque 12.12. Dans le cas des formules closes, on doit passer
un environnement a cause de V et 4.

Notation. On note Flay,...,a,] pour Valy(F,e) avec e(xy) =
ai,...,e(x,) = a,. Cest une formule d paramétres, mais ce n’est pas
une formule.

Exemple 12.11. Dans & = {S} ou S est une relation binaire, on
considere deux modeles :

> NN =N avec Sy = {(z,y) | x < y},
> R |R| =R avec S = {(z,y) | z < y};
et deux formules

> F=VaVy(Sxy—32(Sz2ANSzy)),
>G=3zVy(x=yVSzy);

alors on a
NEF REF NEG RIEG

En effet, la formule F' représente le fait d’étre un ordre dense, et
G d’avoir un plus petit élément.
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Définition 12.18. Dans un langage &, une formule F' est un théo-
réme (logique) si pour toute structure J et tout environnement

e,onaJdl,el=F.

Exemple 12.12. Quelques théorémes simples : Vx—.L, et Vexr = x
et méme x = x car on ne demande pas que la formule soit clause.

Dans &, = {e,*,0°'}, on considére deux formules
> F=VeVyVz((x*(y*xz)=(x*y)*x2)ANcxe=ex*xx =
s ATt (zxt=eNt*xxz=¢));
>et G=Ve =Ve (Vo (zxe =€ xx=1)>e=¢).
Aucun des deux n’est un théoreme (il n’est vrai que dans les
groupes pour F' (c’est méme la définition de groupe) et dans

les monoides pour G (unicité du neutre)), mais F' — G est un
théoreme logique.

Définition 12.19. Soient & et &’ deux langages. On dit que &’
enrichit £ ou que £ est une restriction de £’ si £ C &£,

Dans ce cas, si Jl est une interprétation de &£, et si Jl’' est une
interprétation de &’ alors on dit que 4’ est un enrichissement de
M ou que M est une restriction de M’ ssi |M| = |M'| et chaque
symbole de & a la méme interprétation dans M et A, i.e. du
point de vue de &, M et A’ sont les mémes.

Exemple 12.13. Avec & = {e,*} et &' = {e,*,07!} alors &’

est une extension de &£. On considere
> M| =7 ey=0z *g=+z;
>oJ |./%/| =7 ey =0z *xuw=-+7 D/_yﬁ = idy,

et alors Jl' est une extension de J.

Proposition 12.1. Si /( une interprétation de & est un enrichis-
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sement de ', une interprétation de &£’, alors pour tout environ-
nement e,

1. sit est un terme de &£, alors Val 4 (t,e) = Val 4 (t,¢€) ;
2. si F est une formule de £ alors Val 4 (F,e) = Val 4 (F,e).

Preuve. En exercice. ]

Corollaire 12.2. La vérité d’une formule dans une interprétation
ne dépend que de la restriction de cette interprétation au langage
de la formule. O

Définition 12.20. Deux formules F et G sont équivalentes si F' <>
G est un théoreme logique.

Proposition 12.2. Toute formule est équivalente a une formule
n’utilisant que les connecteurs logiques —, V et 4. [

Définition 12.21. Soient Ml et N deux interprétations de £.

1. Un £L-morphisme de JM est une fonction ¢ : M| — |N]|
telle que

> pour chaque symbole de constante ¢, on a p(cq) = ¢y ;
> pour chaque symbole f de fonction n-aire, on a

p(falar, .. an)) = fa(plar), ., p(an)) ;

v

pour chaque symbole R de relation n-aire (autre que
«=»),ona

(a1,...,a,) € Ry ssi (p(a1),...,¢(a,)) € Ry.

v

Un Z-isomorphisme est un £-morphisme bijectif.

v

Si Ml et N sont isomorphes s’il existe un £-isomorphisme
de MM a N.
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Remarque 12.13. 1. On ne dit rien sur « = » car si on im-
pose la méme condition que pour les autres relations alors
nécessairement ¢ est injectif.

2. La notion dépend du langage £.

3. Lorsqu’on a deux structures isomorphes, on les confonds,
ce sont les mémes, c’est un renommage.

Exemple 12.14. Avec Lopy = {0,+, X, —} et &' = Lo U {1},
et les deux modeles M : Z/3Z et N = Z /127, on considere la
fonction définie (on néglige les cas inintéressants) par p(n) = 4n.

Est-ce que ¢ est un morphisme de M dans N 7 Oui... et non...
Dans &£ c’est le cas, mais pas dans &’ car p(1) = 4.

Exemple 12.15. Dans & = {c¢, f, R} avec f une fonction binaire,
et R une relation binaire, on considere

> M R,0,+, <;

> N 0,400, 1, X, <.
Existe-t-il un morphisme de 4 dans N 7 Oui, il suffit de poser le
morphisme ¢ : z > e”.

Proposition 12.3. La composée de deux morphismes (resp. iso-
morphisme) est un morphisme (resp. un isomorphisme). O

Notation. Si ¢ est un morphisme de M dans N et e un environne-
ment de J(, alors on note ¢(e) pour poe. C'est un environnement de

N.

Lemme 12.3. Soient Ml et N deux interprétations de £, et ¢ un
morphisme de Al dans N. Alors pour tout terme ¢ et environne-
ment e, on a

gp(clfaﬁm(t, 6)) = Waﬁﬂ(@ 90(6))'
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Lemme 12.4. Soient M et N deux interprétations de &£, et ¢
un morphisme injectif de 4 dans N. Alors pour toute formule
atomique F' et environnement e, on a

M,e = F ssi N, ¢(e) = F

Lemme 12.5. Soient Jl et N deux interprétations de £, et ¢ un
isomorphisme’ de Jl dans N. Alors pour toute formule F et
environnement e, on a

M,e = F ssi N,pe) EF

Corollaire 12.3. Deux interprétations isomorphismes satisfont les
mémes formules closes.

Exercice 12.4. Les groupes Z/AZ et 7./27. x 7./27. sont-ils iso-
morphes ? Non. En effet, les deux formules

> 3z (r#eNxxxF£eArx(rxx) #eArx(rx(x*xx)) =e),
> Vr(rsz)=e
ne sont pas vraies dans les deux (pour la premiere, elle est vraie

dans Z/47. mais pas dans (Z/27)* et pour la seconde, c’est I'in-
verse).

Remarque 12.14. La réciproque du corollaire est fausse : deux
interprétations qui satisfont les mémes formules closes ne sont
pas nécessairement isomorphes. Par exemple, avec &£ = {<}, les
interprétations R et Q satisfont les mémes formules closes, mais
ne sont pas isomorphes.

Définition 12.22. Soit &£ un langage, Ml et N deux interpréta-

5. On utilise ici la surjectivité pour le « 3 ».
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tions de £. On dit que N est une extension de MM (ou MM est
une sous-interprétation de N) si les conditions suivants sont sa-
tisfaites :

SV

> pour tout symbole de constante ¢, on a cy = cy ;

> pour tout symbole de fonction n-aire f, on a fy = f/v’
(donc en particulier fy(|L|™) C |AL]);

> pour tout symbole de relation n-aire R, on a Ry = Ry N
| 2L]".

o

Proposition 12.4. Soient M et N deux interprétations de &£.
Alors Jl est isomorphe & une sous-interprétation 4’ de N si et
seulement si, il existe un morphisme injectif de /I dans N.

Exemple 12.16 (Construction de Z a partir de IN). On pose la
relation (p,q) ~ (p/,¢) si p+ ¢ = p' + q. C’est une relation
d’équivalence sur IN*. On pose Z := IN? /~ (il y a un isomorphisme
IN? /~ — Z par (p,q) — p—q). Est-ce qu'on a IN C IN?/~? D’un
point de vue ensembliste, non. Mais, généralement, l'inclusion
signifie avoir un morphisme injectif de IN dans IN? /~.

Définition 12.23. Une théorie est un ensemble (fini ou pas) de
formules closes. Les éléments de la théorie sont appelés axiomes.

Exemple 12.17. La théorie des groupes est

Tgroupe = {VZ’ (33 xe=exxr= 3;),

Vr(zxx'=ena sz =c¢),

Ve VyVz (z* (y* 2) = (x*y)*z)}

dans le langage Z,.
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Exemple 12.18. La théorie des ensembles infinis est

Tens infinis = {Ell‘ (.I’ = :L‘)y
3z Jy (z # y),
JrIyIz(xAyANy#2zAz#x)

)

dans le langage L.

Définition 12.24 (Sémantique). > Une interprétation M sa-
tisfait T (ou M est un modeéle de T'), noté M = T, si M
satisfait toutes les formules de T

> Une théorie T est contradictoire s’il n’existe pas de mo-
dele de T'. Sinon, on dit qu’elle est non-contradictoire, ou
satisfiable, ou satisfaisable.

Exemple 12.19. Les deux théories précédentes, Tgroupes €t Tens infinis;
sont non-contradictoires.

Définition 12.25 (Syntaxique). Soit 7" une théorie.
> Soit A une formule. On note T F A s§’il existe un sous-
ensemble fini 7" tel que 7" C T et T" - A.
> On dit que T est consistante si T' ¥ 1, sinon T est incon-
sistante.
> On dit que T est compléte (« axiome-compléte ») si T est

consistante et, pour toute formule F' € F, on a T+ F ou
onalk —F.

Exemple 12.20. La théorie des groupes n’est pas compléete : par
exemple,
F:=VzVy(x*xy=yx*x)
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est parfois vraie, parfois fausse, cela dépend du groupe considéré.

Exemple 12.21. La théorie
T = Th(IN) := {les formules F vraies dans IN}

est compléete mais pas pratique.

De par le théoreme d’incomplétude de Gédel (c’est un sens diffé-
rent du « complet » défini avant), on montre qu’on ne peut pas
avoir de joli ensemble d’axiomes pour IN.

Proposition 12.5. Soit T" une théorie complete.

1. Soit A une formule close. On a T'F —A ssi T ¥ A.

2. Soient A et B des formules closes. Ona T+ AvBssiTH A
ouTF B.

Preuve. > SiTE=-Aet Tk A, alors il existe T, 7" Cgpy T
tels que T"F —A et T"F A. On a donc T"UT"” + L par :

T+ -A T F A
=t Y
T UT'F-A TUT'FA "

TUT + L

e

On en conclut que 7'+ L, absurde car T supposée complete
donc consistante. On a donc T+ —A implique T ¥ A.

Réciproquement, si T ¥ A et T' ¥ — A, alors ¢’est impossible
car T" est complete. On a donc T ¥ A implique T' F —A.

> SiTH AouTk B, alors par la régle V& ou V¢, on montre
que THAVB.

Réciproquement, si T = AV B et T ¥ Aet T H¥ B alors,
par I, on a T F —A et T F —=B. On montre ainsi (en exer-
cice) que T'F =(AV B) d’'ou T F L par —.. C’est impossible
car 1" est complete donc consistante, d’ou T'F AV B im-
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plique T+ AouT F B.

12.5 Théoreme de complétude de Godel.

Théoréeme 12.1 (Complétude de Godel (a double sens)).

Version 1. Soit 7" une théorie et F' une formule close. Ona T + F
ssiT E F.

Version 2. Une théorie T est consistante (syntaxe) ssi elle est
non-contradictoire (sémantique).

Remarque 12.15. La version 1 se décompose en deux théoréemes :

> le théoréme de correction (ce que 'on prouve est vrai)
THF = TEF;
> le théoréme de complétude (ce qui est vrai est prouvable)

TkF = T+F

Pour la version 2, on peut aussi la décomposer en deux théo-
rémes” :
> la correction, T' non-contradictoire implique 71" consistante ;
> la complétude, T consistante implique 71" non-contradictoire.

Par contraposée, on a aussi qu'une théorie contradictoire est in-
consistante.

Proposition 12.6. Les deux versions du théoreme de correction
sont équivalentes.

6. On a une négation dans ce théoreme, donc ce n’est pas syntaxe implique
sémantique pour la correction, mais non sémantique implique non syntaxe.
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Preuve. > D’une part, on montre (par contraposée) « non V2
implique non V1 ». Soit T' non-contradictoire et inconsis-
tante. Il existe un modele M tel que M =T et T+ L. Or,
par définition, M = L donc T}~ L.

> D’autre part, on montre « V2 implique V1 ». Soit T" et F
tels que T+ F. Ainsi, TU-F F L, d'ou T'U {=F} est
inconsistante, et d’ou, par la version 2 de la correction, on
a que T'U{—F} contradictoire, donc on n’a pas de modele.
On a alors que, touts les modeles de T" sont des modeles de
F, autrement dit T = F.

O

Proposition 12.7. Les deux versions du théoreme de complétude
(sens unique) sont équivalentes.

Preuve. > Soit T' contradictoire. Elle n’a pas de modele.
Ainsi, on a T' = L d’ou T F L par la version 1, elle est
donc inconsistante.

> Soit T' = F. Considérons T'U {—=F'} : cette théorie n’a pas

de modele, donc est contradictoire, donc est inconsistante,
et on a donc que TU{-F}+ L douTF F par L..

]

Remarque 12.16 (Attention!). On utilise « = » dans deux sens.

> Dans le sens modéle = formule, on dit qu’une formule est
vraie dans un modele, c’est le sens des mathématiques clas-
siques.

> Dans le sens théorie |= formule, on dit qu’une formule est
vraie dans tous les modeles de la théorie, c’est un sens des
mathématiques plus inhabituel.

12.5.1 Preuve du théoréme de correction.
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Exercice 12.5. Montrer que le lemme ci-dessous implique la ver-
sion 1 de la correction.

Lemme 12.6. Soient T" une théorie, MM un modele et F' une for-
mule close. Si M =T et T + F alors Ml = F.

Preuve. Comme d’habitude, pour montrer quelque chose sur les
formules closes, on commence par les formules et méme les termes.
On commence par montrer que la substitution dans les termes a
un sens sémantique.

Lemme 12.7. Soient t et u des termes et e un environne-
ment. Soient v := t[x := ul et ¢ := e[x := TVal(u,e)]. Alors,
TVal(v,e) = TVal(t,e).

Preuve. En exercice. ]

Lemme 12.8. Soit A une formule, ¢t un terme, et e un envi-
ronnement. Si € := e[z := TVal(t,e)] alors M, e = Alx := t]
ssi M, e = A.

Preuve. En exercice. ]

On termine la preuve en montrant la proposition ci-dessous. [

Montrons cette proposition plus forte que le lemme.

Proposition 12.8. Soient I' un ensemble de formules et A une
formule. Soit Jl une interprétation et soit e un environnement.
Sidl,e =T, et I' = Aalors JM,e = A.

Preuve. Par induction sur la preuve de I' = A, on montre la
proposition précédente.

> Cas inductif —;. On sait que A est de la forme B — C, et
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on montre que de I'; B = C' on montre I' - B — C. Soient
M et e tels que M, e = I'. Montrons que M,e = B — C.
Il faut donc montrer que si JM,e = B alors JMl,e = C. Si
M, e = B alors M, e |=T"U{B}. Or, comme I', B I C alors
par hypothese d’induction, on a que J, e = C.

> Cas inductif Ve. Si A est de la forme B[z := t], alors de
[' F Vx B, on en déduit que I' + B[z := t]. Soit M,e =T
et a := Tal(t,e). Par hypothese de récurrence, on a que
M,e = Vr B donc JM,e[r := a] = B et d’apres le lemme
précédent, on a que M, e = Blz :=t].

> Les autre cas inductifs sont laissé en exercices.

> Cas de base ax. Si A € I et M, e =T alors M, e = A.

> Cas de base =;. On a, pour tout J, e que M, e =t =t.
]

Cette proposition permet de conclure la preuve du lemme précé-
dent.

12.5.2 Preuve du théoréme de complétude.

On va montrer la version 2, en trois étapes. Soit T une théorie
consistante sur le langage &£.

1. On enrichit le langage £ en £’ avec des constantes, appelées
témoins de Henkin, et qui nous donnerons les éléments de notre
ensemble de base : les termes.

2. Pour définir compléetement le modele, on complete la théorie T
en une théorie Th sur &’

3. On quotiente pour avoir la vraie égalité dans le modele.

Cette construction est assez similaire a la définition de C comme le
quotient R[X]/(X? + 1).

Proposition 12.9. On peut étendre &£ en &’ et T en T’ consis-
tante telle que, pour toute formule F'(z) de £’, ayant pour seule
variable libre z, il existe un symbole de constante cp de &£’ telle
que l'on ait 7"+ Jz F(z) — F(cg), d’ou le nom de témoin.
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Preuve. On fait la construction « par le bas » :
> Ly =<,
> Ty =T,
> L1 =Ly U{cp | F formule a une variable libre de £, } ;
> Thi1 =T, U{3x F — F(cp) | F formule de £,,};
> et enfin &' = Upew Ln et 77 = Upen Tn-

On commence par montrer quelques lemmes.

Lemme 12.9. Soient I" un ensemble de formules et A une
formule. Soit ¢ un symbole de constante qui n’apparait ni
dans ' ni dans A. Si T'+ Az := ¢] alors T' - Vz A.

Preuve. Idée de la preuve. On peut supposer que x n’appa-
rait pas dans T', ni dans la preuve de I'  Afz := ¢|, sinon
on renomme z en y dans I’énoncé du lemme. Alors, de la
preuve de I' = Alx := ¢|, on peut déduire une preuve de
'+ A(z) en replagant ¢ par z. Avec la regle V;, on en conclut
que I' - Vx A. O

Lemme 12.10. Pour toute formule F' a une variable libre z
sur le langage &/,

T'+ 3z F(x) — Fl(cr).

Preuve. La formule F' a un nombre fini de constantes (car
c’est un mot fini), donc F' est une formule sur &, pour un
certain n € IN, donc (Jz F(z) — F(cp)) € Ty CT'. O

Il nous reste a montrer que la théorie T” est consistante.

11 suffit de montrer que tous les T}, sont consistantes. En effet, si 7"
est non-consistante, il existe un ensemble fini 77 C T" et T" F L.
Comme T fini, il existe un certain n € IN tel que 7" C T, et
donc T,, F L.
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On montre par récurrence sur n que 7T, est consistante.

> On a Ty =T qui est consistante par hypothese.

> Supposons T,, consistante et que 71,1 F L. Alors, il existe
des formules a une variable libre Fi, ..., F} écrites sur &£,
et
T,.U{3x F;, = Fi(cp) | 1 <i<k}F L.

Ainsi (exercice)

T, + ( A (B=F— Fi(cFi))) — 1.

1<i<k

Les cp, ne sont pas dans 7, d’ou, d’apres le lemme 12.9,
que

T & Yy, Voo ... Yy, ( A (EI:UE — Fi(yi)>> — 1.

1<i<k
On peut montrer que (théoreme logique)
() FVy(Aly) = 1) < 3y Aly) = 1),
d’ou

T, <E|y1 Jys ...y, /\ (EImE- — Fz(yl)>> — 1.

1<i<k
On a aussi

(o) F 3uTm(A)AAw)) © (BuAw))A(FwAw)),
et pour y non libre dans A, on a

-3y (A— B) < (A— 3y B).
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On a donc

T, + ( A @z Fi(z) — 3y Fi(yi))> S
1<i<k
Or,
(%) - /\ (Fx Fi(x) — Jy; Fi(y)).

1<i<k

On a donc T}, F L, ce qui contredit '’hypothese, d’ou T,
consistante.

En exercice, on pourra montrer les théoremes logiques (%),

(xx), et (xxx).

]

Ensuite, on veut compléter 7" en préservant le résultat de la proposi-
tion précédente. On cherche Th (axiome-)complete telle que 77 C Th
et pour toute formule & une variable libre F' de &’, on a

Tht 3z F — Flcp).

Faisons le cas dénombrable (sinon, lemme de Zorn) : supposons &£’ au
plus dénombrable. Soit (F},),en une énumération des formules closes
de £’. On définit par récurrence

> Ko :=T1";

> si K, est complete, alors K, 1 := K, ;

> si K, n’est pas complet, alors soit le plus petit p € IN tel que
Von ait K, ¥ F, et K,, ¥ =F,, et on pose K, 1 := K, U{F,}.

Lemme 12.11. On pose Th := U,cn 7. La théorie Th a les
propriétés voulues.

Preuve. 1. Ona 7’ C Th.

2. La théorie Th est consistante. En effet, il suffit de montrer
que tous les K, le sont (par les mémes argument que la
preuve précédente). Montrons le par récurrence.

> La théorie Ky = T" est consistante par hypothese.
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> Si K,y1 = K, alors K, est consistante par hypo-
these de récurrence.

> Si Kpy1 = K, U{F,}, et si K,,, F, - L, alors par la
regle —, on a K, F —F),, ce qui est faux. Ainsi K, 1;
est consistante.

On en conclut que Th est consistante.

3. La théorie Th est complete. Sinon, a chaque étape K, 1 =
K, U{F, } et il existe F}, telle que Th ¥ F, et Th ¥ —F,.
Ainsi, pour tout n € N, K,, ¥ F, et K, ¥ —F,, d’ou pour
tout n € IN, p, < p avec des p, distincts. C’est absurde,
il n’y a qu'un nombre fini d’entiers inférieurs a un entier
donné.

]

On construit un quotient avec « = » comme relation d’équivalence,
puis on vérifie que les fonctions et relations sont bien définies (ne
dépendent pas du représentant choisit, comme pour les groupes quo-
tients).

Soit € l'’ensemble des termes clos de £’, qui n’est pas vide car il
contient les termes ¢,—, (avec la définition de c¢g ci-avant). On définit
sur € une relation ~, out ~t ssi Thtt =1+¢.

Exercice 12.6. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

On pose enfin || := €/~. On notera t la casse de t. On définit
I'interprétation des symboles de &’ :

> si ¢ est une constante, alors cy = c;
> si f est un symbole de fonctions d’arité n,

Ju(tr, o tn) = ft, ... ).

Lemme 12.12. La définition de dépend pas des représentants
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choisis, c’est-a-dire si 4, = ty, ..., U, = t, alors

f(tl, oo ,tn) = f(ul, o0 ,un).

Preuve. > On a Th F t; = u; pour tout ¢ par hypothese
> donc avec =;, on a Th - f(ty,...,t,) = f(t1,...,tn)
> donc avec =, on a Th t f(uy,...,t,) = f(t1,...,tn)
> ...etc. ..
> donc avec =, on a Th = f(uy,...,u,) = f(t1,...,t,)

[suite de la définition de 'interprétation]

> si R est un symbole de relation d’arité n, on définit

(517...,2?n) S R/% ssi Th F R(t1,7tn)

Exercice 12.7. Montrer que cette définition de dépend pas des
représentants choisis.

Lemme 12.13. Soit F' une formule a n variables libres et tq, ..., t,
des termes clos. Alors, Ml = F[ti,... t,] ssi Th &= F[ty,... t,],
ou 'on interprete la formule a parametre dans I’environnement e
avec e(y;) = t; alors M, e = F(y1, ..., Yn).

Preuve. Par induction sur F' en supposant que F' n’utilise que —,
V, 3 comme connecteurs. En effet, on a pour toute formule G, il
existe F' qui n’utilise que —, V, d et = F < G, ce qui permet de
conclure directement pour G si le résultat est vrai sur F.

> Pour ' = 1, alors on a Th ¥ | car Th consistante et
M = L par définition.

> Pour F' = R(uq,...,up), ou les u; sont des termes non
nécessairement clos et ou uy,...,u, sont des termes a n
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variables x4, ..., z,. On pose

F[tl, ce ,tn] o= R(Ul(tl, ce 7tn)7 cee ,U,m(tl, ce ,tn))

v1 Um

ou 'on définit v; := u;(tq, ..., t,) qui est clos car les ¢; sont
clos. On veut montrer que

./M,IZF[El,,t_n] SSlThl_F[tl,,tn]

— —_—
R(’Elr"v@m) R(’Ul,...ﬂ)m)
Or, on a I’équivalence M = R(vy, ..., 0p) ssi (U1,...,0;,) €
Ry ssi Th= R(vy, ..., v;).
> Pour F' = F\V F5, et ty,...,t, sont des termes clos, on veut

montrer que

M= RE,. .1
ssi Th F Fl[tl, ce ,tn] \% Fg[tl, ceey n]

M B, BV B, ... 6]
ssi Jl ):Fl[t_l,...,t_n] ou Jl }:Fg[gl,...,
ssi Th + Fl[tl,...,tn] ou Th F Fg[tl,...,

par hypothese. Ainsi,
— avec VEet V& onaque Th - Fi[ty, ... t,|VEty, ... ta];
— réciproquement, on utilise le lemme 12.5 car Th est
complete.

> Pour F' = =G, en exercice.

> Si F=dxGetty,..., t, des termes clos, on a
~onaJl 3 Glty,... 7]
— ssi il existe t € € tel que M = Gy, ..., 1, 1]
— ssi il existe ¢ € € tel que Tht G(tq,...,tn, 1)
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et donc Th - 3xG(ty, ..., t,, x) avec J;. Réciproquement, si
Th F32G(t,. .. t,,x)alors Th = G(t, ..., th, Cap,... tn,2))s
donc il existe un terme ¢t et Th = G(tq,...,t,,1).

]

Lemme 12.14. On a M = Th (et donc M = T).

Preuve. On montre que, pour toute formule F' de Th, on a que
M = F. Pour cela, on utilise le lemme précédent : si F' est close,
alors

M E F ssiThE F.

12.5.3 Compacité.

Théoreme 12.2 (Compacité (sémantique)). Une théorie T' et
contradictoire ssi elle est finiment contradictoire, i.e. il existe
T Cgqni T telle que T” est contradictoire.

Preuve. Soit T contradictoire. On utilise le théoréme de complé-
tude. Ainsi T est inconsistante. Il existe donc 7" Cgp; T avec T7
inconsistante par le théoreme de compacité syntaxique ci-dessous
(qui est trivialement vrai). On applique de nouveau le théoréme
de complétude pour en déduire que T” est contradictoire. O

Théoréeme 12.3 (Compacité (syntaxique)). Une théorie T est in-
consistante ssi elle est finiment inconsistante.

Preuve. Ceci est évident car une preuve est nécessairement finie.
]
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L., . théoreme de complétude L., .
verité syntaxique — verité sémantique

dans une théorie finfe —————  dans une théorie finie
théoréme de correction

compacité compacité

syntaxique sémantique

L., X théoréme de complétude Lo, X
veérite SyntaX1que D veérite Semanthue

dans une théorie infinie ————— dans une théorie infinie
théoréme de correction

Dans la suite de cette sous-section, on étudie des applications du
théoreme de compacité.

Théoréme 12.4. Si une théorie T' a des modeles finis arbitraire-
ment grands, alors elle a un modele infini. ]

Corollaire 12.4. Il n’y a pas de théorie des groupes finis i.e. un
ensemble d’axiomes dont les modeéles sont exactement les groupes
finis.

Théoréme 12.5 (Léwenheim-Skolem). Soit 7" une théorie dans un
langage & et x un cardinal et £ > card % et K > Ny.” Si 7' a un
modele infini, alors 7" a un modele de cardinal k.

Exemple 12.22. > Avec T = Th(IN), on a x = card R.
> Avec T'=ZFC, on a k = Ry = card IN.

7. Ici, Ng est le cardinal de IN, on dit donc que  est infini.
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13. L’arithmétique de Peano.

> DEDEKIND (1988) et PEANO (1889) formalisent 1'arithmétique.

> En 1900, David HILBERT, lors du 2eme ICM a Paris, donne un
programme et dont le 2nd probleme est la cohérence de [’arith-
meétique.

> En 1901, RUSSEL donne son paradoxe concernant '« ensemble »
de tous les ensembles.

> En 1930, (Hilbert) est toujours optimiste : « On doit savoir, on
saura! »

La formalisation de I'arithmétique engendre deux questions :

1. est-ce que tout théoréme est prouvable? (> complétude)

2. existe-t-il un algorithme pour décider si un théoreme est prou-
vable ? (> décidabilité)

Le second point est appelé « Entscheidungsproblem », le probleme de
décision, en 1928.

> En 1931, Godel répond NON a ces deux questions.

On a donné plusieurs formalisations des algorithmes :

> en 1930, le A-calcul de Church;
> en 1931-34, les fonctions récursives de Herbrand et Godel ;
> en 1936, les machines de Turing.

On démontre que les trois modeles sont équivalents.

La these de Church—Turing nous convainc qu’il n’existe pas de modele
plus évolué « dans la vraie vie ».
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13.1 Les axiomes.

On définit le langage £y = {(0),(S), ®, ®} o
> (0) est un symbole de constante ;
> (§) est un symbole de fonction unaire;
> @ et ® sont deux symboles de fonctions binaires.

On verra plus tard que I'on peut ajouter une relation binaire <.

Remarque 13.1 (Convention). La structure IN représente la Zo-
structure dans laquelle on interprete les symboles de maniére ha-
bituelle :

> pour ((), c’est 0;

> pour (§), c’est An.n+1 (ie. = v+ 1);

> pour @, ¢’est Anm.n+m;

> pour ®, c’est An m.n X m.

Les axiomes de Peano.

On se place dans le cas égalitaire. L’ensemble P est composé de Py un
ensemble fini d’axiomes (A1-A7) et d'un schéma d’induction (SI).

Trois axiomes pour le successeur :

Al. Vo =(Sz =)

A2. Vz Jy (—(x =0) > = @y)

A3. VaVy (Sz =08y —x=y)

Deux axiomes pour 'addition :

A4. Yz (x (0 =2)

AS. Vo Vy (z® (Qy) = SNz & y))

Deux axiomes pour la multiplication :

A6. Vz (z ®0) =(0)

A7. Vx Vy (x R(Oy)=(z®y) 693:)

Et le schéma d’induction :

SI. Pour toute formule F' de variables libres zq, ..., x,,
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Y, - Va, ((F(@,...,:cl,..“,xn)/\Vm (F(z,@1,...,25) HF(@IA,‘T,],...,I"))) — Va F(Lx],...wn)).

Remarque 13.2. > Le schéma est le SI avec hypothese faible,
qui permet de montrer le SI avec hypothese forte. On adopte
la notation Yy < x F(y,x,...,x,) pour

Yy ((Elzz@y:x)—>F(y,:c1,...,xn)).

Le SI avec hypothese forte est :

Yy - Va, ((F(@,,,,,zl,,u,rn)/\v.r ((Vyg.rF(y,.Tl,...,zn)) %F(@m}ml,...,rn))) %VmF(m,ml,...,zno

> L’ensemble & est non-contradictoire car IN est un modele,
appelé modéle standard.

> On peur remplacer le SI par une nouvelle regle de démons-
tration :

TEF@) Ty (Fly) = F(©S))
['FVz F(z)

rec

Exercice 13.1. Montrer I’équivalence entre SI et la nouvelle regle
rec, 7.e. on peut démontrer les mémes théoremes.

Notation. On note @ le terme (S)- - -(S)(0) pour n € IN.
—_———

n fois

Définition 13.1. Dans une Zy-structure, on dit qu'un élément est
standard s’il est 'interprétation d’un terme @ avec n € IN.

Remarque 13.3. Dans IN (le modele standard), tout élément est
standard.

Théoréeme 13.1. Il existe des modeles de P non isomorphes a IN.
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Preuve. 1. Avec le théoreme de Lowenheim-Skolem, il existe
un modele de & de cardinal k pour tout k > N, et cardIN =
No.

2. Autre preuve, on considere un symbole de constante ¢ et on
pose & := £y U {c}. On considere la théorie

T:=2PU{-(c=m)|neN}

Montrons que 71" a un modele. Par le théoréeme de compacité
de la logique du premier ordre, il suffit de montrer que T
est finiment satisfiable. Soit 7" Cg,; T : par exemple,

T'CPU{-(c=),~(c=@),...,(c=@w)},

et ng > nq,...,nk_1. On construit un modele de T" corres-
pondant a IN ou ¢ est interprété par ny + 1. Ainsi, 7" est
satisfiable et donc 7" aussi avec un modele JL.

Montrons que IN et Ml ne sont pas isomorphes. Par I'ab-
surde, supposons que ¢ : J — IN soit un isomorphisme.
Alors v := ¢(cq) satisfait les mémes formules que cy, par
exemple, pour tout n € N, M = —(c = ®). Or, on ne peut
pas avoir IN = —((7) = @) pour tout n € IN. Absurde.

]

On a montré que tous les modeles isomorphes a IN n’ont que des
éléments standards.

Théoreme 13.2. Dans tout modele A de %P,
1. 'addition est commutative et associative;
2. la multiplication aussi;
3. la multiplication est distributive par rapport a I'addition ;
4. tout élément est régulier pour I'addition :

MEVTVYVz (zBy=2dz—y=2);
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5. tout élément non nul est régulier pour la multiplication :
MEVeYyVz (tz=0Q) Nz Q@y=282) > y=2);

6. la formule suivante définie un ordre total sur Jl compatible
avec + et X :

r<yssidz(xdz=y).

Preuve. On prouve la commutativité de + en trois étapes.
1. On montre P F Vz ((0)®x = z). On utilise le SI avec la
formule F(z) := ((0)®z = ).
> OnaPF QD0 =0 par A4
> On montre P - Vz F(z) = F((S) ), cest a dire :

z (@9r=2) = (©O(O®) =®1)).

On peut le montrer par A5.
Questions/Remarques :

> Pourquoi pas une récurrence normale? On n’est pas
forcément dans IN'!

> Grace au théoréeme de complétude, on peut raisonner
sur les modeles, donc en maths naives.

2. On montre P F VaVy (S)(z®y) = ((S)x)®y. On veut utiliser
le schéma d’induction avec F'(z,y) := (S)(z®y) = (S z)Dy.
Mais ¢a ne marche pas. . .(Pourquoi?)

La bonne formule est F(y,z) :=©Q)(z®y) = (Sz) @ y.
> On montre P F F((), x), c’est a dire

PEOEEOO) =(O2)00-

Ceci est vrai car

o) =©2 = (980
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>Ona@PF Fy,z) = F(S)y,z) car : si S)z ®y) =
(8x) @y, alors

Se(®y) 7 O6(xey) = G(&z)ey) (§)7) = &(Sy).

3. On utilise le ST avec F(z,y) := (x®y = yP®z). D'une part,
ona F(0),y) = (00®y = y® () par 1 et A4d. D’autre part,
silonaz@y=y@azalors (§z) Dy =y @ (S)x) par Ad
et 2. Par le SI, on conclut.

]

Exercice 13.2. Finir la preuve du théoreme.

13.2 Liens entre IN et un modéle J( de 2P.

Définition 13.2.Si Ml E Py et N E Py et N une sous-
interprétation de J, on dit que N est un segment initial de JL,
ou que Jl est une extension finale de N, si pour tous a, b, c € |JM|
avec a € |N| on a :

1. sil |=c<aalorsce|N|;

2. s1b ¢ |N|alors M = a < b.

N J
€ a b

<

Remarque 13.4. > Les points peuvent étre incomparables et
dans JL.

> L’ensemble Py est tres faible, on ne montre méme pas que
@ commute ou que < est une relation d’ordre (c.f. TD).

Théoreme 13.3. Soit M | Py. Alors, le sous-ensemble de J
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suivant est une sous-interprétation de 4 qui est un segment initial
et qui est isomorphe a IN :

il existe n € IN et a
a € |M] | est interprétation
de @ dans Jl

Preuve. 1. Pour tout n € IN, on a %y =9 ®.
2. Pour tout n,m € N, ona Py -m & @ = (m + n).

Pour tout n,m € IN, on a Py - @ ® @ = (m X n).
Pour tout n € IN,, on a Py - ~(@ = (0)).

Pour tout n # m, on a Py - () = @).
Pour tout n € IN (admis), on a

IO

97%|—V;1:(x§@—>(aj:@\/x:@)\/---\/x:@)).

7. Pour tout z,ona Py - Ve (z <@V o < x).

13.3 Les fonctions représentables.

Cette section détaille un outil technique pour montrer le théoreme
d’incomplétude de Godel vu plus tard. On code tout avec des en-
tiers!

Définition 13.3. Soit f : IN* — IN une fonction totale et
F(xg,...,z,) une formule de &,. On dit que F représente f
si, pour tout p-uplet d’entiers (ny,...,n,) on a :

9Py F Yy (F(y,@,...,)(—)y: f(nl,...,np)>.

On dit que f est représentable s’il existe une formule qui la re-
présente.

Un ensemble de p-uplets A C IN? est représenté par F(z1,...,x,)
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si pour tout p-uplet d’entiers (nq,...,n,), on a
L. si(ng,...,n,) € Aalors Py = F(ng,...,n,);
2. st (ng,...,n,) & Aalors Py = =F(nq,...,np,).

On dit que A est représentable s’il existe une formule qui le re-
présente.

Exercice 13.3. Montrer qu’un ensemble est représentable ssi sa
fonction indicatrice 1'est.

Exemple 13.1 (Les briques de base des fonctions récursives).

> La fonction nulle f : IN — IN, x — 0 est représentable par
F(x,21) :== x0 = (0).

> Les fonctions constantes f : IN — IN, z — n sont représen-
tables par F(xg,z1) := o = @, ou n € IN.

> Les projections m) : IN — IN, (1, ..., ;) = x; sont repré-
sentables par F(xo, 21, ...,%,) = Ty = ;.

> La fonction successeur f: IN — IN,x — x + 1 est représen-
table par F(xo, 1) := 2o = (§)z1).

> L’addition f : N* — NN, (2,9) — x + y est représentable
par F(xg,x1,22) := x¢g = 21 ® 2.

> La multiplication f: IN*> — IN, (2,%) > = X y est représen-
table par F(xg,x1,T2) := o = 21 ® 2.

On introduit trois nouvelles opérations.

Récurrence. Soient g(z1,...,1,) et h(zy,...,2,42) des fonctions par-
tielles. On définit la fonction partielle f par :

> f(0, 2, .. xp) = g(T1, .., 2p) 5
> flro+ 1,21, ..., 2p) == h(xo, f(z0, ..., Tp), T1, ..., Tp).
Composition. Soient f1, ..., f, des fonctions partielles de p variables
et g une fonction partielle de n variables. Alors, la fonction
composée g(fi, ..., f,) est définie en (1, ..., x,) ssiles fonctions

fi le sont et g est définie en (fl(:cl, ey X))y ey (T, ,xp)).
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Schéma . Soit f(xy,...x,41) une fonction partielle. Soit

9(z1, ... xp) = py. (f(z1,...,2p,y) =0).

Elle est définie en (x1,...,x,) si et seulement s’il existe y tel
que f(x1,...,2,,y) =0 et tous les f(xy,...,z,,x) sont définies
pour z < y. Dans ce cas, g(z1, ..., x,) est le plus petit y tel que

flz1, ..., 2p,y) =0.

Définition 13.4. L’ensemble des fonctions récursives primitives
(resp. récursives) est le plus petit ensemble des fonctions conte-
nant les briques de base et stable par composition et récurrence
(resp. par composition, récurrence et schéma p).

Exemple 13.2. Les fonctions

f(@1,22,y) = y* — (21 + 22)y + 122

et
f(z1,x2) := min(zq, x2)

sont récursives primitives.

Définition 13.5. Une fonction récursive totale est une fonction
récursive définie partout.

Remarque 13.5. > Une fonction récursive primitive est to-
tale.

> Une fonction récursive primitive peut se fabriquer avec un
seul schéma p a la fin (c.f. cours de FDI).

> Rappel. Une fonction f : IN’ — IN totale est représentée
par la formule F(zo,...,z,) de £y su pour tout p-uplet
d’entiers (ny,...,n,) on a :

Py - Vy (F(y,@,...,) oy = f(nl,...,np)).
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> Rappel. Si M = Py alors 'ensemble de |Jl| constitué
de linterprétation des termes standards est une sous-
interprétation de M qui en est un segment initial et qui est
isomorphe a IN.

> Rappel. Une sous-interprétation N est un segment initial
de JM si

~—aeNetbed\N alorsb>a;
—a€Netec<agalorsce N.

N J
@ a b

<

Théoreme 13.4. Toute fonction récursive totale est représen-
table.

On a déja montré que les briques de base sont représentables. On
montre trois lemmes qui montreront le théoreme ci-dessus.

Lemme 13.1. L’ensemble des fonctions représentables est clos
par composition.

Preuve. Soient fi(x1,...,2p),..., fu(21,...,2p) et g(z1,...,2n)
des fonctions représentées par Fi(xg,...,%p),. .., Fu(zo,...,x))
et G(zg,...,Gy,). On va montrer que h = g(fi,..., fn) est repré-
sentée par

H(ZE(),.--,ZL'O) = ElyO"'Elyn(G(:Lb)yla'"ayn>/\ /\ E(yi7xl7"'7xp))'

1<i<n

En effet, pour tous entiers ny, ..., Nmax(pn) :
> Po B Vy Fi(y, @), ...,0) <y = (fi(ni,...,np));

> Fo b Yy Glyn, @, .., @) © y = (g, .-, 1))
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Dans tout modele M de Py, pour tout y € |AM|, et tous
ni,...,n, € N on a H(y,ny,...,n,) est vraie ssi il existe
Y1,-..,Y, dans |[M| et pour tout i, Fi(y;,x1,...,7,) est vrai
et G(y,y1,...,yn). Donc, par les hypotheéses précédents, on a
H(y,ni,...,n,) ssiil existe yi,...,y, dans |[Ml| et pour tout i,

yi = fi(ni,....np) et y=g(y1,...,yp), ssi
y=g(fi(n,...,np), ..., fu(na,...,n,))

ssi y = h(ny,...,n,). On conclut

Po -y (H(y,@,...,0) < y=(h(n,...,n,))).
O

Lemme 13.2. Si, a partir d’une fonction représentable totale, on
obtient par schéma p une fonction totale, alors cette fonction est
représentable.

Preuve. Soit ¢ : IN°"' — IN une fonction représentable totale, et
soit f : IN? — IN définie par

fz1, ..., xp) == pxo. (g(wo, cey Xp) = 0).

Montrons que si f est totale alors elle est représentable. Soit
G(y, xo, - .., xp) qui représente g. Alors, pour tous ny,...,n, on a

Py -y Gy, @, () 4 = (G, 1)

Considérons la formule
F(y,ni,...,n,) :=G(0,y,21,...,2,)A\Vz < y,=G(0, 2,21, ..., Tp),

ou l'on note Vz < y H pour Vz (3u—~(h=Q)ANzdh=y) — H.
Montrons que F' représente f. Soit 4 un modele de Py. Soient
ni,...,n, des entiers et y € |[M|. On a F(y,ny,...,n,) vrai ssi
G(0,y,n1,...,n,) vrai et, pour tout z < y, =G(0,2,n1,...,n,)
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est vrai. Montrons que b := f(ny,...,n,) est le seul élément a
satisfaire F'(y,nq,...,n,). On a bien G(0,b,ny,...,n,) par défi-
nition de f et pour tout entier z < b, on a ~G(0, z,nq,...,n,).

Mais, si on a z < b et z n’est pas un entier 7 Ce cas n’existe pas
car la sous-représentation isomorphe a IN est un segment initial,
il n'y a donc que des entiers qui sont inférieurs a b dans |JL]|.
Ainsi, F(b,ny,...,n,). Montrons que b est le seul. Soit y tel que
F(y,n,...,n,). Montrons que y = b.

> Si y est un entier, c’est vrai par définition de b.

> Siy n’est pas un entier, alors y > b. Donc, ¢(y, z1,...,1,) =
Oetb < yavecg(b,xy,...,z,) =0.Ainsi, Vz < y=G(0, 2,21, ..., Tp)
est fausse, et donc F'(y,ny,...,n,) est fausse.

]

Lemme 13.3. L’ensemble des fonctions totales est stable par dé-
finition par récurrence.

Preuve. Soient f, g, h telles que
> f(0,21,...,2p) = g(x1,...,Tp)
> flzo+1,21,...,2p) = h(zo, f(To, ..., 2p), 1, .., Tp)

Soient G, H représentant g et h. On a dans N : y = f(zo,..., ;)
ssi il existe zg, ..., 2z, tel que

> 2o = g(x1,...,Tp)

> 21 = h(0, 20,21, - - ., Tp)

> Zo = h(l, 21, L1y ,xp)

>

> 2z = h(To — 1, 2ug—1, %1, - - - , Tp)

D Y = Zy,
Zut! On ne peut pas écrire Iz - -+ 32z, ! On va utiliser une fonc-
tion qui permet de coder une suite d’entiers dans un couple d’en-
tier (a,b). Interruption de la preuve. [
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Lemme 13.4 (Fonction /5 de Godel). Il existe une fonction 8 a
trois variables, récursive primitive et représentable, tel que pour
tout p € IN et toute suite (ng, . ..,n,) € IN"' il existe des entiers
a et b tels que pour tout 0 <7 < p, on ait §(7,a,b) = n;.

Preuve. Soient (aq, ..., a,) une suite d’entiers deux & deux pre-
miers, et (ng,...,n,) une suite d’entiers. Alors il existe b € IN
tel que, pour tout 0 < i < p, b = n; (mod a;) (par le théoreme
Chinois).

Choisissons a et les a; (qui induisent b) 7 On pose a = m!. Alors,
on pose a; := a(i+ 1) + 1 pour tout 0 < i < p. Les a; sont bien
deux a deux premiers. En effet, pour j >4, sic | a; et ¢ | a; avec
¢ premier, alors ¢ | (a; —a;) donc ¢ | a(j —1) et donc ¢ < m, donc
¢ | m. Ainsi, il existe bien b tel que b = n; (mod a;). On définit
ainsi 4(i,a,b) comme le reste de la division de b par a(i + 1) + 1.
La fonction [ est représentée par

B(zo,%,a,b) == 314 b =2, @ S)(a @ (8))) N zs < (S)(z ®(S)1).

On considere B'(zg, x1,22,23) = B(xo,x1,22,23) N Vg <
xog "B(xy, 1, %9, 23). Cette derniére formule représente aussi
[ mais aussi que xo sera un entier standard. l

On reprend la preuve du lemme 13.3.
Preuve. Soient f, g, h telles que
> f(0,21,...,xp) = g(z1, ..., 7))
> flzo+1,21,...,2p) = h(zo, f(20, ..., 2p), 21, .., Tp)

Soient G, H représentant g et h. On a dans IN : y = f(zo, ..., ;)
ssi il existe zg, ..., 2z, tel que

> 20 = g(x1,...,Tp)
> 21 = h(0, 20, 21, . - ., Tp)
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> 2o = h(l,Zl,LIZ‘l, 500 ,ilj'p>
>
> Zzy = h(.ﬁEo - 172:100717-1'1’ 200 7xp)
D Y = 2y,
ssi
Ja3b |
(320 B'(20,(0), a,b) A G(z0, 21, - - ., Tp))

B'(z,i,a,b)
AVi < xog 3232 | A B'(#',(S)i,a,b)
N H(Z.i,z,x1,...,17p)

AB'(y, o, a,b)

)

est vraie. Montrons que F' représente f.

Soit Jl = Py, et ng,...,n, des entiers et ¢ € |ML|.

> Si ¢ interprete (f(no,...,n,)) alors en choisissant a et

b avec le lemme précédent sur la fonction (5, on a bien
F(c,ng,...,n,).

> Réciproquement, si M = F(d, ), ...,[yp) alors il existe
a,b, zy tels que B'(20,(0), a,b) et G(20,n1,...,n,), et donc
2o = g(ni,...,ny,). Et, pour tout i < ng, il existe r; et s;
tels que

B'(riyi,a,b) A B'(siyi+ 1,a,b) A H(s;,4,75,n1, ..., 0p)

o 0 ~ e s, 2 /
donc r; = f(i,nq,...,n,) grace aux propriétés de B’ et
car r; est un entier naturel, et donc par récurrence d =
f(no, 600 ,np).

]

Ceci conclut la preuve du théoreme 13.4.

Maintenant que 1'on a transformé les fonctions en formules, on va
faire 'opposé. Notre but est de montrer le théoreme suivant : soit
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T une théorie consistante contenant 9y alors 1T est indécidable. La
« partie technique » de l'indécidabilité de Godel est la preuve par
diagonalisation.

13.4 Indécidabilité des théories consistantes
contenant 9.

On va coder :
1. les suites d’entiers;
2. les termes;
3. les formules ;
4. les preuves.

Lemme 13.5 (Récursion). Soient p,n € N et
> ki, ...,k IN = IN telles que Yy, Vi, ki(y) < y;
> g:INP — IN;
> b NPT 5 N

des fonctions récursives primitives (resp. récursives). Alors, la
fonction f : IN?"' — IN définie de la facon suivante est récur-
sive primitive (resp. récursive primitive) :

f0,2q,...,2,) = g(x1,...,2p)

et fly,z1,....2p) = h(y, f(ki(y), @1, 2p)s ooy [(Rn(Y)s @1, oy Tp), T1y oo ).

O
Lemme 13.6 (Définition par cas). Soient P, ..., P, des ensembles
récursifs primitifs (resp. récursifs) disjoints de IN™ et f1, ..., fni1

des fonctions récursives primitives (resp. récursives) IN™ — IN
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Lemme 13.7 (Définition par cas et récursion). Soient p,n, m
et

> g: NP - N

> ki,....k, : IN—IN

> fi, .., fo: NPT LN
> forr: NP 5 IN

alors la fonction suivante est récursive primitive :

f0,z1,...,2p) == g(z1,...,7p)

et

Forr(1, .., 3,)

13.4.1 Codage des suites d’entiers.

Proposition 13.1. Pour tout entier non nul p il existe des

tions récursives primitives bijectives a,, : IN" — IN et 5;, e

— 174/266 -

des fonctions récursives primitives (resp. récursives) et Py, . ..
des ensembles disjoints de IN” récursifs primitifs (resp. récursifs)

Faly, f(k1(y), @1, 2p), - ooy f(Rm(Y), T1s oo, @), Ty oo, @) 8L P21, @

alors la fonction suivante est récursive primitive (resp. récursive) :

fi(zy, ... xp) si Py(1,...,%m)

fo(z1, ..o xm) si Po(21,. .., %)
flxy, ... xy) =

falze, ..o zm) si Py(x1,..., %)

for1(z1, ..., 2,)  sinon

O
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fonc-
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IN — IN telles que la réciproque de «, est ( ;, ..., 3P) et, de plus,
siz > 1etp>2alors () < .

Preuve. L’idée est qu’'on utilise la fonction de Cantor (ou I’énu-
mération de Peano) :

(n+m)(n+m+1)

as(n,m) := 5 +n
et on pose
Qi1 (X1, ooy Tpir) 1= (@1, - oy Tp_1, ATy, Tpy1))-
Ainsi,
ap(z1,...,2p) = as(z1, aa(xe, .. .)).

13.4.2 Les termes.

On suppose que I'ensemble des variables est {z; | i € IN}.

Définition 13.6. Le nombre de Goédel d’un terme t sur &, noté
fit, est défini par :

> t =(0) alors ft := a3(0,0,0);

> t =z, alors it :== az(n+1,0,0);

> t = (S)t; alors fit := az(#t1,0,1);

>t =t @ty alors ft := as(fity, it2, 2) ;

>t =t ® ty alors ft := as(fity, fita, 3).

Lemme 13.8. Le codage est injectif.

Preuve. Expliciter la fonction de décodage définie sur 'espace
image. O
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Lemme 13.9. L’ensemble Term := {fit | ¢ est un terme de %y}
est récursif primitif.

Preuve. Montrons que la fonction caractéristique 1" de Term est
récursif primitif. On utilise le lemme de définition par cas et ré-
cursion donné précédemment :

> si B3(z) = 0 et B2(z) = 0 alors T(z) = 1 (x est le code de
@ ou 93/3;(:6)—1) ;

> si B3(z) = 1 et B3(z) = 0 alors T(z) = T(B3(x)) (z est le
code de (S)t);

> si f3(z) = 2 alors T'(z) = T(B3(x)) - T(53(x)) (z est le code
det®t);

> si (3 (z) = 3 alors T'(x) = T(B3(x)) - T(B3(x)) (x est le code
det®t);

> sinon, T'(z) = 0.

13.4.3 Les formules.

Définition 13.7. On étend §- aux formules :

> #(t1 = t2) = as(fits, fite, 0)
> §(=F) = as($F,0,1)

> H(F V Fy) = as(BF1, 1F3,2)
b (B A ) = as(RF), 4Fy, 3)
> H(Fy — Fy) = as(fF1, {5, 4)
> ﬂ(V F) := a3(§F, k, 5)

> #3zx F) = as(tF, ,6)

> m a3(0,0,7).

Lemme 13.10. Le codage ci-dessus est injectif. ]
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Lemme 13.11. L’ensemble Form := {§F' | F' formule de %y} est
récursif primitif. O

13.4.4 Opérations sur les formules.

Lemme 13.12. Les ensembles suivants sont récursifs primitifs :

0o := {(#t,n) | t est un terme et xz,, n’a pas d’occurrence dans ¢}
01 := {(8t,n) | t est un terme et x, a une occurrence dans ¢}

oo := {(§F,n) | F est une formule et x,, n’a pas d’occurrence dans F'}

o1 :={(tF,n) | F est une formule et z,, n’a pas d’occurrence libre dans F'}
@2 := {(§F,n) | F est une formule et x,, n’a pas d’occurrence liée dans F'}
@3 := {(tF,n) | F est une formule et z,, a une occurrence libre dans F'}

¢4 :={(tF,n) | F est une formule et z,, a une occurrence liée dans F'}
@5 := {#F | F est une formule close }

v VvV VvV VvV VvV V VvV V

Preuve. On montre le résultat pour 6y (le reste en exercice). On
définit la fonction caractéristique de 6y, notée go(z,y), par (en
utilisant le lemme de définition par cas et récursion) :

> si B5(x) = B5(x) =0 et B3(x) — 1 # y alors go(a,y) == 1;
> si B3(x) = Let B3(x) = 0 alors go(,y) := go(B3(v), )

> si B3(x) = 2 ou 3alors go(z,y) := go(B2(x),y)xg0(B2(x),y) ;
> sinon, go(z,y) := 0.

]

Lemme 13.13 (Substitutions). Il existe des fonctions récursives
primitives Subst; et Subst¢ a trois variables telles que, si t t u
sont des termes, et si G est une formule, alors pour tout entier n,
> Substy(n, it, fu) = f(u[x, = t])
> Subste(n, it, 1F) := §(F[z, = t]).

Preuve. On définit Subst; par cas/récursion. Pour (n,y,z), on
a:

> si B3(x) = 0 alors
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si B2(x) = n + 1 alors Subst(n,y, z) := v,
— sinon Substy(n,y,x) := x;
> si B5(x) = 1 alors Substy(n, y, x) := asz(Subst(n,y, f3(x)),0,1);
> si B3(z) =1 alors
Subst(n, y, z) := ag(Substy(n,y, Bi(z)), Substy(n,y, 53(z)), B83(z)) ;
> sinon Substy(n,y, z) := 0.
Puis, on définit Subst; par :

si B3(z) = 0 alors Substg(n, y, z) = ag(Substy(n, y, 83 (2))), Subst; (n, y, 83 (=), 0) ;

si Eg(z) = 1 alors Subst¢(n,y, ) = az(Substs(n, y, ,Bé (z)),0,1);

si B3 () = 2,3, ou 4 alors Subst(n, y, ) = az(Subst¢(n, y, B3 (z)), Subste(n, y, B3 (2)), B3 () ;
si ﬂg(m) = 5 ou 6 alors

v v Vv Vv

— si Bg(z) = n et x, est liée dans F donc Subst¢(n,y,z) := x;

— sinon donc Substg(n, y, ) := az(Subst¢(n, y, B3 (x)), B3 (z), B3 (x)) ;
> si Bg(z) = 7 alors Subst¢(n,z,y) ==z ;
> sinon, Subst¢(n,z,y) := 0.

13.4.5 Codage des preuves.

On code un contexte comme des suites finies, i.e. des listes, de for-
mules (c’est plus facile que pour les ensembles).

Définition 13.8. On définit le codage par :
> #[]:=0;
> H(EF ::T) =1+ a(T, #F).

Lemme 13.14. Le décodage est unique. ]

Lemme 13.15. La substitution d’une formule dans un contexte
est récursif primitif. Tester si une variable est libre (resp. liée)
dans un contexte est récursif primitif. [

13.4.6 Codage des preuves en déduction naturelle.

Remarque 13.6. Le contexte de la conclusion et des prémisses
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est le méme sauf pour

T A I''A+B AFE L
———— aff — i
IBFA '-A— B I'--A
-AF L
_ 1. ax
r'-A A

On peut toujours déterminer le contexte du haut a partir du bas
donc donner le contexte de la racine suffit. Une preuve est donc
finalement un contexte et un arbre de dérivation ou les nceuds
sont étiquetés par une formule et un numéro de regle.

Exemple 13.3. La preuve

ax ax ax ax
A AF A —A AF-A A LLAFA Ao LLAFAS L

il e

€

~AAFL Ao LAFL
—AFA L AsLlF-A
F-oA— (A= 1) I—(A—>J_)—>—|A/\I

F-A+ (A= 1)

peut étre codée par ’arbre suivant avec le contexte [ ] a la racine :
@4
3, L
(2-4)

@,ﬁA—>(A—>J_D @,(A—>J_)—>J_A)

@,—'A<—>(A—>LD

~ 179/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

Définition 13.9. On numérote

> flax :=0

> ﬂ_‘e =1

> foy =2

> 2e=3
> =4
> fAe :=5

> #A; =6

> etc.

Définition 13.10 (Nombre de Godel des preuves). > Si D* est
un arbre de preuve a un seul nceud étiqueté par la formule

F et la regle n alors $D* := ag(n, {F,0).
> Si D* est un arbre de preuve dont la racine est étiquetée

par la formule F' et la régle n a k prémisses avec les sous
arbres D7, ..., Dy

D; - D
regle n
F

alors §D* := az(n, tF, ap(§D%, ..., 4D5) + 1).
On pose ensuite §D := a(§D*, #I") pour une preuve D.

Lemme 13.16. C’est un code injectif.

Lemme 13.17. L’ensemble Preuve := {#D | D est une preuve}
est récursif primitif.

13.4.7 Théories (in)décidables.

Définition 13.11. Un ensemble A de formules est un ensemble
d’aziomes de la théorie T'si AT et T - A.
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Définition 13.12. Une théorie T sur & a un ensemble d’axiomes
Axp récursif si 'ensemble des numéros de formules de Axp est
récursif.

Remarque 13.7. Si Axp est fini, alors il est récursif (exemple :
Po).

Lemme 13.18. L’ensemble des axiomes de Peano & est récursif.

Preuve. Il suffit de montrer que l’ensemble des axiomes du
schéma de récurrence est récursif. On définit

Ap =V --- vxn<(F(O,z17 o) Az (F(20, ..., Tn) = F(S)To, 21, - . - ;rn))) — Vo F(xo, . .. rn)))

Idée pour décider si N est le code d'une formule Ap :
1. décoder pour trouver n et F';
2. calculer §Ap et vérifier si c’est V.
]

Proposition 13.2. Si une théorie T" a un ensemble d’axiomes Axr
alors I’ensemble

Demy = { (4D, 4F) | D est une preuve de F dans T avec Axr }.

Preuve. L’idée de la preuve est la suivante :

1. décider = et y;

2. vérifier que x est une preuve et y une formule;
3. vérifier que D est une preuve de F';
4

. vérifier que le contexte final ne contient que des éléments

de AXT o

]

Dans la suite, on prend & D &,.
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Définition 13.13. Une théorie est décidable si ’ensemble de ses
théoremes est récursif.

Remarque 13.8 (Rappel). Une théorie est consistante si elle a un
modele.

Théoreme 13.5. Soit T une théorie consistante contenant 9.
Alors, T est indécidable.

Preuve. On suppose que T est décidable et on construit par dia-
gonalisation une formule F telle que T'+ F et T+ —F'. Soit

0 :={(m,n) | m=14(F(n) et T+ F(@)}
L’ensemble T est décidable donc 6 aussi. On pose
Bi={neN|(nn) ¢0},

qui est récursif.

D’apres le théoréme de représentation, il existe une formule G(x)
représentant B :
>neB = PFG@) donc T+ G(@);
>ngB = Pk -G(@) donc T+ ~G(®).
Soit a = #(G(x)). Est-ce que a € B?
>Onaa€B < (a,0)¢0 <— T G@).Or,siac B
alors, par définition de G, on a T'+ G(@). Absurde !
>Onaa¢ B <= (a,a) €0 < TFG@).Or,sia ¢ B
alors, par définition de G, on a T' + =G(@). Donc T" non
consistante. Absurde !
O

Exemple 13.4 (Application du théoréme). La théorie T' = Th(IN)
est indécidable.
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Exemple 13.5 (Quelques théories décidables). > Les  ordres
denses sans extrémités (la théorie linéaire des rationnels)
est une théorie décidable.

> Les corps réels clos (théoréme de Tarski) est une théorie
décidable.

> L’arithmétique de Presburger (la théorie linéaire des en-
tiers) est une théorie décidable.

> Pour chaque p, les corps algébriquement clos de caractéris-
tique p est une théorie décidable.

On peut donc répondre a I’Entscheidungsproblem, le probleme de
décision.

Théoreme 13.6 (Church, indécidabilité du calcul des prédicats). Si
£ O %y, 'ensemble T' des théoremes logiques sur &£ n’est pas
récursif.

Preuve. Soit Ty I'ensemble des théoremes logiques sur Zy. Soit
G la conjonction des axiomes de Py. Pour toute formule F', on
a Py b FssiTy b (G — F). Donc, si Ty est récursif alors Py
est décidable. Donc, si T' est récursif, alors Ty aussi. Donc P est
décidable, absurde. O

13.5 Théorémes d’'incomplétude de Godel

Théoreme 13.7 (Premier théoreme d'incomplétude de Godel).
Soit T" une théorie qui a un ensemble d’axiomes récursifs, et qui
est consistante, et qui contient %P,. Alors, T' n’est pas axiome-
complete.

Preuve. Une théorie qui a un ensemble d’axiomes récursifs et qui
est complete, est décidable, ce qui est faux.

En effet, pour F' une formule, comment déterminer (algorithmi-
quement) su 7' F'? On énumere toutes les preuves jusqu’a en
trouver une de F' ou de —F. [l
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Corollaire 13.1. La théorie P n’est pas compléte.

Question.
Peut-on exhiber une formule F telle que Tt/ F et Tt/ —F ?

On va construire F' qui « dit » que T est consistante.

Définition 13.14. On pose :

> Demp := { (4D, 4F) | D preuve de F dans T} ;
> Demg, := { (#D,#F) | D preuve de F' dans P }.

Proposition 13.3. > Ces ensembles sont récursifs donc repré-
sentés par Fp et Fg,.
> La fonction neg : IN — IN,§F — #(=F) = a3(#F,0,1) est
récursive et représentée par Feg(2o, 1) :

VneN, Pk Ve (Fueg(z, @) <> x = (neg(n))).

Définition 13.15. On pose

COh(T) = _Ell’() tee 3[E3 (FT(JI(), 1'2) A FT(Il, 1’3) A Fneg(l‘g, .173))

Remarque 13.9. La fonction Coh n’est pas completement définie,
car elle dépend du choix de Frr et de Fje.

Proposition 13.4. La théorie T est consistante ssi IN = Coh(7).

Remarque 13.10. On pourrait avoir Ml = T, avec T consistante
et Jl = —Coh(T). En effet, il suffit que zy, x1, x2, 3 ne soient pas
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I des entiers standards.

Théoréeme 13.8 (Second théoreme d'incomplétude de Godel). Soit
T une théorie consistante, axiome-récursive, et contenant 9.

Alors, T't/ Coh(T).

Remarque 13.11. Si IN = T, ce théoreme implique le ler théo-
reme d’incomplétude car IN = =Coh(7"), donc T' = —=Coh(T') et
donc T" incompléte.

Dans le cas général, ce n’est pas vrai : T'U {—Coh(T")} est une
théorie consistante. Par exemple, P U{—~Coh(%)} est consistante
mais IN n’en est pas un modele.

Définition 13.16. L’ensemble ¥ est le plus petit ensemble de for-
mules contenant &£, qui

> contient les formules sans quantificateurs ;

> est clos par A, V, d;

> est clos par quantification universelle bornée, i.e. si F' € X
alors
(VUO (UQ < 1)1) — F) € .

Exemple 13.6. Les relations « n | m » et « m est premier »
peuvent s’exprimer avec des formules de .

Lemme 13.19 (Représentation (bis)). Toute fonction récursive to-
tale est représentable par une formule de X.
Preuve. Les formules que 'on construit dans le lemme 13.3 sont

des formules de Y. O

Lemme 13.20. Il existe des formules Fi et Fg, qui satisfont :
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1. - VUO VUl ngo(’l)o, Ul) — FT(’U(), U1> :
2. Fp et Fg, sont dans X;
3. si F est une formule close de X alors

PE(F — 3z Fg,(z1,4F)).

Preuve. 1. Il suffit de remplacer F;r par par FrV Fg,.

2. C’est une conséquence du lemme précédent.

3. On va le montrer pour une théorie % contenant P, et
conséquence de P mais, a priori, plus faible que &. Puis,
on 'admet pour P, et on admet que P F P;. On a le
montrer par la proposition suivante.

]

Proposition 13.5. Soit F' une formule close sur &£, dans . Alors,
IN IZ F— Elxl Fgao($1, ﬁF)

Preuve. > Si F est fausse, c¢’est montré.

> Si IN | F, il faut montrer que F' a une preuve dans Py, i.e.
que tout modele M = Py, on a M = F i.e. que dans tout
extension finale J de IN alors Ml |= F, pour cela il suffit de

montrer le lemme suivant.

]

Lemme 13.21. Soient N une Zy-structure et MM une extension
finale de V. Soient F(zy,...,z,) € ¥ et ay,...,a, € N. Alors,
N = F(ay,...,a,) implique M = F(ay,...,ap,).

Preuve. Par induction sur F(zy,...,z,) € X. O

On termine la preuve du point 3.
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Preuve. On pose
P =Py U{F — 3z Fr(x,4F) | F formule close de ¥ }.

On a montré que N | . On admet que P + P, donc T
P. n

Lemme 13.22 (Cceur du 2nd théoréme d'incomplétude). Soit T  une
théorie consistante, axiome-récursive, et contenant %y. Alors, T' I/
Coh(T).

Preuve. > Soit ¢ : N — IN définie par n = §F(xg) —
tF (@) = 4F(#F(x0))). Cest la formule appliquée a elle-
meéme. La fonction g est primitive récursive, donc représen-
tée par une formule G(z,y) telle que

VneN, Ptk VeG(z,@) < = =(g(n)).

> On considere la formule « il existe une preuve de xg appli-
quée a elle-méme » :

S(ZEQ) = EL’El Ell’g FT(ZL'l,ZEQ) A G(I’Q, I’O).

> On pose a := f(—e(zy)), « il n’existe pas de preuve de
appliquée a elle-méme ».

> On pose b := g(a) = #(—e(@)), « il n’existe pas du preuve
du fait qu’il n’existe pas de preuve de z( appliquée a elle-
méme ».

> Dans Py, on a Vo, G(x2,@) < 22 = (D)

> Par définition, (@) est 3z Jzo Fr(z1, 22) A G(zo, @). « 11
existe une preuve du fait qu’il n’existe pas de preuve de
nous-méme ». Dans Py, (@) est équivalent a Iz, Fr(z1,(H))A
G((b)), ce qui est équivalent a Iy Fr(xq,(h)) car b = g(a)
(x). Ainsi, on a « (@) ssi il y a une preuve de —e(@) »

Voici le paradoxe :
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> Prouvons que T+ Coh(T) — —e(@). Il suffit de montrer
que P F (@) — —Coh(T). Soit T} := P, U{e(@)}. Alors
Ty = Jvy Fr(vy, (b)) et b = §(—e(@)) On a donc une preuve
de (@) et une preuve de —e(@), donc de =Coh(T').

> On va montrer que T —¢(@) meéne a un paradoxe. Si c’est
vrai, soit C' le numéro d’une preuve de —e(@) dans 7. Alors,
Po F Fr(©,(b)). D'ot, avec (%), Py F (@) impossible car
T consistante. Donc Tt/ =e(@) et donc Tt Coh(T').

]

~ 188/266 -



14. La théorie des ensembles.

On se place dans la logique du ler ordre avec £ = {€,=}. On se
place dans un univers U non vide, le modele, dont les éléments sont
appelés des ensembles.

Il faudra faire la différence entre les ensembles « naifs » (les ensembles
habituels), et les ensembles « formels » (les éléments de U ).
On a le paradoxe de Russel. On peut I’écrire

« On a un barbier qui rase tous les hommes qui ne se
rasent pas eux-mémes. Qui rase le barbier 7 ».

Si U est 'ensemble de tous les ensembles, alors
a={rzeU|zgx}

vérifie a € a <= a & a, paradoxe. Pour éviter ce paradoxe, on
choisit donc de ne pas faire U un ensemble.

14.1 Les axiomes de la théorie de Zermelo-
Fraenkel.

ZF 1. Axiome d’extensionnalité : deux ensembles sont égaux ssi ils
ont les mémes ¢léments

‘v’:ch(Vz(zEtzEy)Hx:y).

o Aziome de la paire' : il existe une paire {x,y} pour tout élément
ety
VeVydzVi(tez o (t=aVi=y)).

1. On verra plus tard que cet axiome est une conséquence des autres (de ZF 3
et ZF 4).
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[continué plus tard. . .|

Remarque 14.1. Cela nous donne 'existence du singleton {x} si
x est un ensemble. En effet, il suffit de faire la paire {z, 2} avec
I’Axiome de la paire.

Définition 14.1. Si a et b sont des ensembles, alors (a,b) est
I'ensemble {{a}, {a,b}}. Ainsi, (a,a) est 'ensemble {{a}}.

Lemme 14.1. Pour tous ensembles a,b,d’, ', on a (a,b) = (a’, V')
ssia=d etb=1"0.

Preuve. En exercice. O]

Définition 14.2. On peut construire des 3-uplets (a1, as, ag) avec
(a1, (ag,as3)), et ainsi de suite pour les n-uplets.

Notation. On utilise les raccourcis
> t={a} pour Vo (x €t <> x = a);
>t ={a,b} pour Ve (x €t <> (x =aVa=0»));
> tCapourVe(z€t—z€a).

ZF 3. Axiome des parties : U'ensemble des parties p(a) existe pour
tout ensemble a

Va3bVt(te b+t Ca).
ZF 2. Aziome de la réunion : I'ensemble y = ,, 2 existe

Ve Iy Vit € y <> 3z(t € 2Nz € x)).

Remarque 14.2. Comment faire aUb? La paire x = {a, b} existe
par "Axiome de la paire, et U,c, 2 = a U b est un ensemble
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par ZF 2.
ZF 4’. Schéma de compréhension : pour toute formule p(y, v1, ..., v,),
on a 'ensemble © = {y € v,11 | p(y,v1,...,v,) }

Yoy ... Yo, dx Vy (y6x<—> (yEvn+1/\<p(y,v1,...,vn))).

Remarque 14.3. Peut-on faire le paradoxe de Russel 7 On ne peut
pas faire a ;== {z € U | z & z} car U n’est pas un ensemble! Et,
on ne peut pas avoir de paradoxe avec b:= {z € E | z &€ z}, car
on a ’ajout de la condition b € E.

Définition 14.3. Une relation fonctionnelle en wq est une formule

o(wy, wy, a1, ..., wy,) a parameétres (ou les a; sont dans U) telle
que
U = Ywo Yw; Yws (<p(w0, Wi, A1, - ey An) A @(Wo, Wa, A1,y . ..y Wy) — Wy = w2>.

En termes naifs, c’est une fonction partielle. On garde le terme fonc-
tion quand le domaine et la collection d’arrivée sont des ensembles,
autrement dit, des éléments de U.

ZF 4. Schéma de substitution/de remplacement : « la collection des
images par une relation fonctionnelle des éléments d'un en-
semble est aussi un ensemble ». Pour tout n-uplet a, si la formule
a parametres ¢(wg, wy, a) définit une relation fonctionnelle f; en
wy et si ag est un ensemble alors la collection des images par f;
des éléments de ay est un ensemble nommé a,, 1

VCLO ce Van
(Vwo Vwy Yws((wo, wy, ay, ..., a,) A p(wo, we, ay,...,a,)) = wy = w2>
1
dap11 Vanao(anie € apyq <> Jwo wy € ag A (W, Apyo, V1, ..., Vp)).
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Théoreme 14.1. Si ZF 1, ZF 2, ZF 3 et ZF 4 sont vrais dans U,
il existe (dans U) un et un seul ensemble sans élément, que 'on
notera 0.

Preuve. > Unicité par ZF 1.

> Ezistence. On procede par compréhension : I'univers U est
non vide, donc a un élément x. On considere la formule
o(wp,wr) := L qui est une relation fonctionnelle. Par ZF 4
(avec la formule ¢ et ’ensemble ag := x) un ensemble a,, 1
qui est vide.

]

Proposition 14.1. Si ZF 1, ZF 2, ZF 3 et ZF 4 sont vrais dans U,
alors ’Axiome de la paire est vrai dans U.

Preuve. On a ) dans U et également () = {0} et p(p(0)) =
{0,{0}} par ZF 3.

Etant donné deux ensemble a et b, on veut montrer que {a, b} est
un ensemble avec ZF 4

@(MOawbavb) o= ('lU() = @ Nwp = CL) V (’U)O = {@} Nwyp = b)7

ou

> wo = ) est un raccourci pour Vz (z € wy) ;

> wo = {0} est un raccourci pour Vz (z € wy <> (Vt t & 2)).
Ces notations sont compatibles avec celles données précédem-

ment.

Comme ¢ est bien une relation fonctionnelle et {a, b} est I'image

de {0, {0}}. O

Proposition 14.2. Si ZF 1, ZF 2, ZF 3 et ZF 4 sont vrais dans U,
alors ZF 4’ est vrai dans U.
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Preuve. On a la formule p(y, v1,...,v,) et on veut montrer que

U =V -+ Yop Jz Yy (?J €T 4 (Y € Upt1 A @(y,vhvn)»'

On considere la formule 1 (wq, wy, v) := wo = wy A p(wp, V), qui
est bien une relation fonctionnelle en wy. La collection

{yeanrl | gp(yvvla"wvn)}

est I'image de v, 1 par ¢ par ZF 4. O

Remarque 14.4. La réciproque du théoreme précédent est fausse !
Les axiomes ZF 4 et ZF 4’ ne sont pas équivalents. On le verra en
TD (probablement).

Proposition 14.3. Le produit ensembliste de deux ensembles est
un ensemble.

Preuve. Soient v; et v, deux ensembles. On considere
X =vy xvp={(z,y) |z €vy et y € vy} (en naif) .

La notation (x,y) correspond & lensemble {{z},{z,y}} €
p(p(v1 Uw)).

On applique ZF 4" dans I’ensemble ambiant p(p(v; Uvsy)), on dé-
finit le produit comme la compréhension a 'aide de la formule

©(z,v1,v2) := Jz Jy (z ={{z}, {z,y}} Az ev Ay € Ug).

C’est bien un élément de U. O

Définition 14.4. Une fonction (sous-entendu totale) d'un en-
semble a dans un ensemble b est un sous-ensemble de a X b qui
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vérifie la propriété

fCaxb
VAN
o(f,a,b) = |V VyVy (z,y) € fA(z,¥) € f—y=Y
AN
Vex €a— Jyy €bA (z,y) € f

On identifie ainsi f et son graphe.

Une fonction partielle d’'un ensemble a dans un ensemble b est un
sous-ensemble de a x b qui vérifie la propriété

fCaxb
o(f,a,b) = A
VeVyVy (z,y) € fA(my)ef—=y=y

On note b* la collection des fonctions partielles de a dans b.

Proposition 14.4. La collection b* est un ensemble, i.e. si a et b
sont dans U alors b* aussi.

Preuve. En exercice. O]

Remarque 14.5 (Réunion indexée). Soit a une famille d’ensemble
indexée par ’ensemble I, i.e. a est une fonction de domaine I. Si
i € I, on note a; pour a(7).

Proposition 14.5. Si I est un ensemble et a est une fonction de
domaine I, alors U;c; a; est un ensemble. Autrement dit, si dans
U, ZF1, ZF2, /F 3, ZF 4 sont vraies, et que I et a sont dans U,
et a est une fonction, alors la collection définie naivement par
User a; appartient a U.

Preuve. On pose b := {a; | i € I}. C’est bien un ensemble car b
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est 'ensemble des images des éléments de I par a. On peut écrire
a comme relation fonctionnelle :

o(wg, w1, a) := (wy, wy) € a.

On a donc que b est un ensemble avec ZF 4.

Et, Uicr a; = U,ep # donc on conclut par ZF 2. O]

Proposition 14.6 (Propriété d'intersection). Si I est un ensemble
non vide et a est une fonction de domaine I alors N;c; a; est un
ensemble.

Preuve. On pose ¢ := U;cra; qui est un ensemble par ZF2. On
considere
o(x,a,1):=Vii €l - x € a,.

Par compréhension (ZF 4') on construit I'ensemble

(ai:={z €c|o(z,a,l)}

el

O

Proposition 14.7. Si I est un ensemble et a une fonction de do-
maine ¢ alors [[;c; a; est un ensemble.

Preuve. La collection [];c; a; est 'ensemble des fonctions de I
dans U;cs a; telles que f(i) € a; pour tout i. O

ZF5 Axiome de linfini : il existe un ensemble ayant une infinité
d’élément

D exnVy(yexz—yU{y}tex)).

On encode les entiers avec des ensembles :
>0~ 0
> 1~ {0}
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> 2 {0, {0}}
> n+iwnu{n}

Ainsi, on a bien n = {0,1,...,n — 1}.

Remarque 14.6. Si on retire ) € x, on peut avoir z = ) qui
satisfait la version modifiée de ZF 5.

Cependant, sans retirer ) € x, on peut quand méme avoir un
ensemble fini 8’il existe un ensemble fini y tel que y € y. Ceci est
impossible avec 'axiome de bonne fondation.

Remarque 14.7. Les francais sont les seuls a considérer que
I’axiome de bonne fondation ne fait pas partie de la théorie de

ZF.

14.2 Ordinaux et induction transfinie.

Théoréeme 14.2 (Cantor). 1. Soient A et B deux ensembles et
supposons qu’il existe des injections A — B et B — A alors
il existe une bijection A — B.

2. Il n’existe pas de surjection de A — p(A).
Preuve. En TD. ]

Définition 14.5. Deux ensembles sont équipotents s’il existe une
bijection entre-eux.

Définition 14.6. Soit A un ensemble. Un ordre (partiel, strict)
sur A est une relation binaire < (donnée par un sous-ensemble

de A x A) telle que

~ 196/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

1. transitivité : Ve VyVzer <y —-y<z—>x<z;
2. anti-réflexif - Vo, x £ x.

Notation. On note z < y pour x < y ou x = y.

Exemple 14.1. L’ordre C sur p(IN) est partiel. Les ordres <y,
<R, <z sur IN, R, Z sont totaux.

Définition 14.7. Soit (A, <) ordonné. Soient a,a’ € A et B C A.
On dit que
> a est un plus petit élément de B si a € B et pour tout
be Betsib+#aalorsb>a;
> a est un élément minimal de B si a € B et pour tout b € B,
b#a;
> a est un minorant de B si pour tout b € B, a < b;

> de la méme maniere, on définit plus grand élément, élément
maximal, majorant ;

> a est une borne inférieure de B si a est un plus grand élé-
ment de 'exemple des minorants de B ;

> a et a’ sont incomparables si a #a’ et a £ a’ et d’ £ a;

> un ordre est bien fondé si toute partie non vide de A a un
élément minimal ;

> un bon ordre est un ordre total bien fondé.

Proposition 14.8. Un ordre total est bien fondé ssi il n’existe pas
de suite infinie décroissante.

Preuve. En exercice. O]

Exemple 14.2. > L’ordre < sur IN est bien fondé.
> L’ordre < sur Z n’est pas bien fondé.
> Lordre C sur @gnies(IN) est bien fondé.
> L’ordre C sur p(IN) n’est pas bien fondé.
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Définition 14.8. > Deux ensembles ordonnés sont isomorphes
s’il existe une bijection préservant l'ordre de l'un vers
l’autre. On note A ~ B.

> Soit X totalement ordonné. Un sous-ensemble J C X est
un segment initial si pour tous a,b € X avec a < b alors
b € J implique a € J.

> Un ensemble X est transitif si pour tout z € X et y € z
alors y € X.

> Un ensemble X est un ordinal s’il est transitif et que €
défini un bon ordre sur X.

> On note 0 la classe des ordinauz, et on note indifféremment
les relations € et <.

Exemple 14.3. Les entiers de Von Neumann sont des ordinaux.

Proposition 14.9. Soient « et 5 des ordinaux. On a les propriétés
suivantes :

. 0 est un ordinal;
sia#(alors () € a;

adga;
siz€aalorsx={y€al|y<uz}.

o BN =

si x € « alors = est un ordinal (on a ’abus de notation
r€0);

6. B<assif=aoupf € a;

7. = aU{a} est un ordinal noté a + 1.

Preuve. 1. C’est vrai.
2. La relation € est un bon-ordre sur «, soit g le plus petit
élément. Si B # 0 alors il contient au moins un élément
v dou v < [ et v € a (par transitivité), absurde car
minimal.
3. Le reste sera vu en TD ou en exercice.
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| O

Proposition 14.10. > Si a et § sont des ordinaux et que 1’'on
aa< f<a+lalors f=aouf=a+l.
> Si X est un ensemble non vide d’ordinaux alors ,ecx « est
le plus petit élément de X.

O

Définition 14.9. Soit S un ordinal.

> S’il existe a tel que f = a + 1 alors on dit que [ est un
ordinal successeur ;

> Sinon, c¢’est un ordinal limite.
)

Exemple 14.4. Quelques ordinaux limites :

Lemme 14.2. Soit X un ensemble d’ordinaux. Le plus petit élé-
ment de X est Nyex .

Théoreme 14.3. Si « et § sont des ordinaux alors une et une
seule de ces propriétés est vérifiée :

a=/0 a€ep a > pf.
Preuve. Soit X = {«, [}, on sait que a N 5 est le plus petit
élément de X.

> Sianpf=a«aalorsa C f donca=/pouacf.
> Sianpg=palorsa2 f donca=pouasp.
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Proposition 14.11. Soit X un ensemble d’ordinaux. Alors I’en-
semble b := U,cx a est un ordinal. On le note b = sup,x a. De
plus si v € b alors il existe un certain @ € X tel que v € a.

Preuve. En exercice. O]

Proposition 14.12. Soit A un ordinal non vide. On a :

2
(1) (2)
A est limite <= A= U a.
aEX
Preuve. 1. Par contraposée, si A n’est pas limite, c’est donc
un successeur d'un certain ordinal 8 et donc A = U {§}.

On a
UazﬂUUazﬁ#)\.

aEX a€gp

2. Soit A limite. Montrons qu’il n’a pas de plus grand élé-
ment 3. Sinon, A = SU{S}. Donc, pour tout o € A il existe
un certain v € A tel que aw < 7, i.e. @ € 7. On en conclut

que A = Uyer -
O

Théoréeme 14.4 (Induction transfinie). Soit & une propriété sur
les ordinaux. On suppose que :

> () satisfait 9P ;
> pour tout ordinal a tel que, pour tout § < « satisfait P,
alors « satisfait P :

Va, (V6 < a, P(B)) = P(a);

alors tous les ordinaux satisfont 9.

Preuve. Par I’absurde, soit « ne satisfaisant pas 9. Soit 3 le plus
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petit ordinal de o U {a} ne satisfaisant pas P. Tous les ordinaux
plus petit que § satisfont P, d’ou P (), absurde. On en conclut
que « n’existe pas. O

Remarque 14.8. En pratique on décompose :

> on montre pour 0;
> on montre pour o successeur ;
> on montre pour « limite.

Définition 14.10. Un ordinal « est fini si a = () ou si « et sous
ses éléments sont des successeurs.

Proposition 14.13. L’ensemble des ordinaux finis w est un ordi-
nal. C’est le plus petit ordinal limite.

Preuve. En exercice. ]

Lemme 14.3. Soit f : @ — o/ une fonction strictement croissante
entre deux ordinaux « et o/. Alors f(/3) >  pour tout § € a. De
plus, on a o > «. Aussi si f est un isomorphisme alors oo = o’ et
f est 'identité.

Preuve. > Soit fy le plus petit élément tel que f(By) < Po.
Comme f strictement croissante, on a f(f(5o)) < f(Bo) <
Bo absurde car 3y est le plus petit.
> Soit f € a. On a f(B) € & et B < f(B) donc 5 € o/, donc
Bea,dounaCda etdonca<da.
> Si f est un isomorphisme alors f~! est strictement crois-
sante. On applique le point précédent a f~1, d’ott a = .
> Montrons que f est I'identité. On sait que, pour tout 5 € «,
on a fig strictement croissante de 3 dans f(/3) et bijective,
d’ou 5 = f(p) par le point précédent. D’ou f est I'identité.

]
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Théoreme 14.5. Tout ensemble bien ordonné est isomorphe a un
ordinal. Cet ordinal ainsi que 'isomorphisme sont uniques.

Preuve. Cette preuve ressemble a une induction sans en étre une.
On aura le droit d’en faire quand on aura le théoreme.

Si I'isomorphisme existe, il est unique grace au lemme précédent.
En effet, s’il y en a deux f et g alors fo g~ ! est un isomorphisme
entre deux ordinaux égaux, donc c’est 'identité.

Notons P (x) la propriété « il existe un ordinal o, et un isomor-
phisme f, : S<; = a, » ou S<, == {y € X | y < z}. Pour
montrer P(x) pour tout z € X, on pose

Y :={z € X | P(x) est vraie}.

et on montre ¥ = X.
Supposons Y # X et soit a = min(X \ Y).

> Si Y a un plus grand élément b, alors il existe un isomor-
phisme f;, : S<p = ap (car P(b)). Or, S<, = S<p U {a} (il
faudrait montrer que Y est un segment initial de X). Et,
on construit f, : S<, = apU{a}, qui est un isomorphisme,
donc a € Y, absurde.

> Si Y n’a pas de plus grand élément, on considere o :=
Usey @, un ordinal. Pour tout x < « il existe un isomor-
phisme de S<, dans a,. Sion prend < y < « alors (fy)s..
est un isomorphisme et, par unicité, on a donc que f, pro-
longe f,. On peut définir un isomorphisme f<, comme li-
mite des f, pour z < . C’est un isomorphisme de S_, dans
B := Uzca @z- On peut prolonger f en fx : S<, = S+ 1
ou o+ 3, dou a<Y, absurde.

O

Lemme 14.4 (Définition récursive transfinie des fonctions). Soient

> « un ordinal ;

~ 202/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

> S une collection;

> F la collection des applications définies sur les ordinaux 3 <
« et prenant leur valeurs dans S;

> F une relation fonctionnelle de domaine F a valeur dans S.

Alors il existe une fonction f dans & (et une unique définie sur «)
telle que :

(%) pour tout § < « f(B) = F(fis)-

Preuve. Unicité. Soient f et g satisfaisant (x). Montrons P(/3) :
«si f < aalors f(8) = g(f) » par induction transfinie.

> On a directement P ()) car il y a une unique fonction
de ) — 0.
> Supposons que f(y) = g(y) pour tout v < . Alors
fis = 9|5 et donc par () on a f(3) = g(B).
Existence. Soit 7 I’ensemble des ordinaux v € « tels qu’il existe
fy € F définie sur 7 et vérifiant (x). Alors 7 est un segment
initial de o donc un ordinal. Par unicité si v < 7 alors f
prolonge f.. On définit f; par f.(y) := F(f,) si v <.
> Si 7 € o alors f; prolonge tous les f, et donc 7 € 7,
impossible.
> D’ou 7 = a.
]

Exercice 14.1. Généraliser la preuve ci-dessus en replacant « par
la classe de tous les ordinaux © (et remplacer F par autre chose).

Proposition 14.14. 1. La classe © n’est pas un ensemble.

2. 1l n’existe pas de relation fonctionnelle bijective entre © et
un ensemble a.

Preuve. 1. En effet, supposons © un ensemble. On a que O est
transitif et € y définit un ordre total, donc 6 est un ordinal.
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D’ou 6 € 6 ce qui est impossible pour un ordinal.
2. Sinon 0 serait un ensemble.

]

14.3 Axiome de choix et variantes équivalentes.
Les axiomes du choix sont exprimable au premier ordre!
AC1. Le produit d'une famille d’ensembles non vides est non vide.

AC2. Pour tout ensemble a non vide, il existe une fonction de P (a)
dans a tel que si x C a est non vide alors f(z) € z. (C’est une
fonction de choix.)

AC3. Si a est un ensemble dont tous les éléments sont non vides et
deux a deux disjoints alors il existe un ensemble ¢ tel que, pour
tout x € a, x N ¢ a exactement un élément.

(Lemme de) Zorn. Tout ensemble non vide partiellement ordonné et
inductif admet un élément maximal.

On rappelle qu'un ensemble partiellement ordonné X est inductif
si X # () et si tout sous-ensemble Y C X totalement ordonné ad-
met un majorant dans X.

(Lemme de) Zermelo. Tout ensemble non vide peut étre mini d’un
bon ordre (i.e. un ordre total ou toute partie non vide a un plus
petit élément).

En supposant les axiomes ZF1,...,ZF5, on va montrer les implica-
tions suivantes :

AC 3 14.3.3 AC 1

ij % 1
A

14.3.6 C2 14.3.4
435
Zorn 14.3.5 Zermelo
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14.3.1 AC1 implique AC 2.

On rappelle que I'ensemble [];c; a; est I'ensemble de fonctions f de la
forme f: I — U,c; a; tel que f(i) € a; pour tout i.

Soit @ non vide. On considere [[p.,c,* qui est non vide par ACIL.
Soit f un de ces éléments. On a, pour tout () # = C a, que f(z) € x
donc f est une fonction de choix.

14.3.2 AC2 implique AC 3.

Soit a un ensemble dont les éléments sont non vides et deux a deux
disjoints. On considere b = J,¢,  qui est un ensemble. Par AC2, on
a une fonction de choix f sur @(b). On prend ¢ = {f(z) | * € a}.
Comme les z sont disjoints, on obtient la propriété recherchée.

14.3.3 AC3 implique AC1.

Soit X = [[;e; a; un produit d’ensemble non vides. On considere A :=
{{i} xa; | i eI} Par AC3, il existe c tel que, pour tout x € A, xNc¢
a exactement un élément. D’ou, ¢ peut s’écrire

c:{(z,dz)|z€[et dz Eai}.

On a donc ¢ € Iljcra; (c’est le graphe d'une fonction) et donc

[Lerai # 0.
14.3.4 AC2 implique Zermelo.

Soit @ un ensemble non vide.

Remarque 14.9 (Idée). L’idée est qu’on utilise f : P(a) — a une
fonction de choix pour définir I'ordre. On peut imaginer définir
r < yssi f({z,y}) = = (on traite donc f comme la fonction
minimum), mais on n’a pas la transitivité. Il faut étre plus futé.

On va construire en partant du plus petit une bijection entre a
et un ordinal.
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> h(0) := f(a)
> h(1) := fla\ {n(0)})
> h(2) = fla\ {h(0), h(1)})
> h(w) = f(a\ {h(0), ~(1),...})
On s’arréte quand a \ {h(0),h(1),...} est vide.

Soit 0 & a (pour « détecter » quand ’ensemble a\{h(0), ...} est vide).
Il existe car a est un ensemble donc pas 1'univers tout entier.

On définit

Fla) = {f(a\{F(6)|5<a}) sia\ {F(8)|f<a}#0
0 sinon

D’apres le dernier lemme de la section précédente, on peut construire
I’application F' ainsi et elle est unique.

S’il n’existe pas d’ordinal « tel que F'(«) = 6 alors F' est une injection
de O dans a. Absurde. 11 existe donc « tel que F(a) = 6.

Le sous-ensemble {# € « | F(5) = 6} a un plus petit élément [.
Montrons que Fjz est une bijection de 8 dans a.

> D’une part, on sait que c’est une injection.
> D’autre part, F(3) = 6 implique {F(v) | v < 8} = a donc Fig
est une surjection.

On définit le bon ordre z < y ssi F~(z) < F~(y).
14.3.5 Zermelo implique AC 2.

Soit a non vide. Il existe un bon-ordre < sur a. Soit ) # = C a. On
définit f(x) = minz, c’est bien une fonction de choix.
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14.3.6 Zorn implique AC 3.

Soit @ un ensemble dont les éléments sont disjoints et non vides. On
pose :
b=Jz et X:={cCb|Vzxea,|cnz|<1}.

rea

Montrons que 'ensemble (X, C) est inductif.

Soit Y C X est totalement ordonné. Montrons que Y a un majorant
dans X. On pose z = U,ey ¥ qui majore Y. On a bien z € X (on ne
duplique pas les éléments). On en conclut que X est inductif. Soit d
un élément maximal de X (il existe par Zorn).

> Sl existe x € a tel que xNd = () alors prenons u € x et posons
dy == dU{u}. Doun dy € X et d C dy donc d non maximal,
absurde.

> Pour tout « € a,ona |[dNz| = 1, d’ou d est ’ensemble recherché
(appelé ¢ dans AC 3).

14.3.7 AC2 implique Zorn.

Soit @ un ensemble inductif.

Remarque 14.10 (ldée). On construit une chaine dans a (i.e. un
ensemble totalement ordonné) de taille maximale (c’est ici qu'on
utilise la fonction de choix de AC2). Elle a un majorant car a est
inductif. Ce majorant va étre I’élément maximal.

Soit f : p(a) — a une fonction de choix donnée par AC2. Si x C a on
appelle majorant strict de x un y € a tel que z < y pour tout z € x.

Remarque 14.11 (ldée — suite). > On part de 0 : tout élé-
ment de a a un majorant strict de () en choisissant a; =
f(a).

> Soit X; 'ensemble des majorants de {a;}. On pose ay :=

f(X).
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> Soit X, I'ensemble des majorants de {ay, as}. On pose a3 :=

f(Xa).

Formellement, soit C':= {z C a | z a un majorant strict dans a}. On

a () € C. On définit

m:C —a
x+— f({y € a | y est un majorant strict de x dans a}).

On définit par induction la chaine maximale (dernier lemme de la
section précédente). Soit € & a. On définit :

Fla) = {m<{F<ﬁ> B<a}) si{F(B)|f<a}eC

0 sinon

La fonction F' n’est pas une injection de © dans a donc il existe
un ordinal « tel que F(a) = 0. Comme « + 1 est un ordinal, 'en-
semble {# € a+ 1| F(B) = 0} a un plus petit élément ay. D’ou
I'ensemble {F(5) | f < ap} n’a pas de majorant strict mais a un
majorant M car a inductif. Et, a n’a pas d’élément plus grand que a.
Ainsi M est maximal dans a.

14.3.8 Indépendance de ZF et de I'axiome du choix.

On a les deux théoremes suivants (que I'on admet).

Théoreme 14.6 (Godel, 1938). S’il est cohérent, ZF ne réfute pas
I’axiome du choix.

Théoréeme 14.7 (Cohen, 1963). S'il est cohérent, ZF ne montre
pas 'axiome du choix.

Ainsi 'axiome du choix est indépendant de ZF. Cependant, il existe
des versions plus faibles : axiome du choix dépendant (ACD), axiome
du choix dénombrable (AC,).
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15. Exemple de théories
décidables.

Dans ce chapitre, on traite de I’élimination des quantificateurs dans
les corps réels clos (et les corps algébriquement clos).

15.1 De quoi on parle?

15.1.1 VL’élimination des quantificateurs.

Définition 15.1. Une théorie T (de la logique du ler ordre) ad-
met [’élimination des quantificateurs si pour toute formule ¢(y),
il existe une formule sans quantificateurs 1 (y) telle que T F

vy (p(y) < ¥(©)).

Lemme 15.1. Une théorie T élimine les quantificateurs ssi pour
toute formule p(z,y) sans quantificateurs, il existe une formule
¥ (y) sans quantificateurs et T F Vy (3x p(z,y) + ¥(y))).

Preuve. Idée de la preuve :

> « == ». C’est un cas particulier.

> « <= ». Toute formule est équivalente a une formule pré-
nexe, c¢’est-a-dire une formule ou les quantificateurs sont a
la racine :

Qi1 Qoo ... Quy, (21, ..., Ty),

ou @(---) est sans quantificateurs. Pour démontrer que
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toute formule est équivalente a une formule prénexe, on
procede par induction sur la formule, et on doit potentiel-
lement procéder a des cas d’a-renommage au besoin.

Pour toute formule sous forme prénexe, le lemme est vrai.
]
Exemple 15.1. La théorie des booléens est la théorie
Thool i ={Vzxx =0Va=10%# 1},

sur le langage &£ = {0, 1}. Cette théorie admet 1’élimination des
quantificateurs. En effet, par exemple, une formule

FZ:EL”L’l HI’n(ZL‘l:1\/1’2:0\/174:1)/\"'),
est équivalente a T ou L.
Exemple 15.2. Sur le langage <., = {0,1,+, x, <}, la théorie

T := Th(R) admet I'élimination des quantificateurs. En effet,
par exemple, la formule

o(a,byc):=Frx(axxxr+bxaz+c=0)

est équivalente a la formule sans quantificateurs

Pla,bc) = (@£ 0NV —4ac>0)V(a=0Ab#£0)V(a=0Ab=0Ac=0).

15.1.2 Les corps réels clos et le théoreme de Tarski.

Définition 15.2. Un corps réel clos est un corps commutatif or-
donné dans lequel on a le théoréme des valeurs intermédiaires
pour les polynomes a 1 variable.

La théorie Tcre est la théorie du ler ordre et ses axiomes sont :

> axiomes de corps commutatifs ;
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> axiomes de relation d’ordre total ;
> 1>0;
> axiomes de corps ordonné (compatibilité de + et x avec <) :

r<y—zx+z<y+=z
A\
VeVyVz | (z>20A2<y)—waxy<yxz|;
A
(z<0Nz<y)—>xXYy>yxz

> schéma d’axiomes pour le théoreme des valeurs intermé-
diaires : pour n € N,

Yag ...a, Yz Yy
ag+arr+ -+ a,x" >0ANag+ay+---+ay” <0
1

(r<z<yVy<z<z)Aag+az+---+a,z" =0.

Exemple 15.3. Exemples de corps réels clos : R les réels, Q N R
les nombres réels algébriquement clos.

Qu’en est-il de C? Sionai > 0etonal < 2donci < 2
et par multiplication par ¢ on a —1 < —2, absurde! Le méme
procédé fonctionne si I'on suppose ¢ < 0. Il n’y a pas de maniere
d’ordonner C de telle sorte a ce qu’il soit un corps réel clos.

Proposition 15.1. 1. Un corps réel clos est de caractéristique
0.

2. Dans un corps réel clos, on a le théoreme de Rolle (entre
deux racines d’un polynoéme, la dérivée s’annule).

Preuve. Idée de la preuve :

1.Onal>0donc 2>1>0donc 3 > 0, etc. On montre,
par récurrence, pour tout n que n > 0 et donc n # 0.
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2. On montre que si la dérivée est de signe constant alors le
polynéme est monotone d’ou le théoreme de Rolle.

O

A quoi ressemblent les formules dans <., 7

>

Les termes représentent des polyndémes a plusieurs variables et
a coefficients dans IN.

Les formules atomiques représentent des équations et inéqua-
tions entre polynomes :

P(X) < Q(X) ou P(X) = Q(X),
et méme P(X) > 0 ou P(X) =0 avec P a coefficient dans Z.
Les formules sans quantificateur sont équivalentes a des formules

de la forme
VAP A 0),
i

ou Ai,j € {<, >, :}
Les formules sont équivalentes a des formules sous forme prénexe
de la forme

Qirr ... Qup \/ /\(Pi,j Ai,j 0);
i J

avec Q; € {V,3}.

Théoreme 15.1 (Tarski). La théorie des corps réels clos admet

I’élimination des quantificateurs. Elle est axiome-complete et dé-
cidable.

Preuve. En supposant que Tore admet 1’élimination des quanti-
ficateurs, alors on a une théorie axiome-récursive gui-contienttes

entiers-done-indéeidable-parGédel. Non! On ne contient pas Py !
En effet, 'axiome Al n’est pas vérifié : on n’a pas (§)x # 0!

Soit F' une formule close de &.,. Montrer que Tcre F F ouTore F
—F'. Il existe une formule sans quantificateurs G et Tcrc F F < G
et G n’a pas de variable. Ainsi G est équivalent a une conjonction
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de disjonction de formules équivalentes a

@ > @ ou @ = @.

La valeur de vérité ne dépend pas du modele, d’ou Tore F G ou
Tore F G, donc Tore F F ou Tere B —F, et donc Tere est
axiome-complete.

Comme Tre est axiome-récursive, pour décider si Tere F F, il
suffit d’énumérer toutes les preuves jusqu’a en trouver une de F
ou de —F. [

15.2 La méthode d’élimination.

15.2.1 Rappels et exemples.

Il suffit de montrer le lemme ci-dessous.

Lemme 15.2. Si pour toute formule F' de la forme Jz \V/; A, P ; A; ;0
avec P, ; des polyndmes et A;; € {<, >, =}, il existe une formule
sans quantificateurs G telle que

Tere F VY G(y) < F(y)

alors Tere admet élimination des quantificateurs.

Idée de la méthode :

> On part d’un polyndme, par exemple ax? + bx + 1.

> On calcule des « quantités importantes » (des polyndmes de
degré 0 en z), ici a et a® — 4a.

> On trouve des « conditions de signe » qui permettent de satis-
faire la formule, ici a # 0 A a® — 4a > 0.

Définition 15.3. Avec P € Z[Y|[X] = Z[Y3, . . ., Y,][X], les poly-
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noémes s’écrivent comme

P(X)=ap,X"+---+agotun>1, a, #0et a; € Z[Y],

et on définit les opérations :

> dérivée D(P) := 81;&?) ;
> extraction du coefficient dominant E(P) = a, ;
> omission du terme dominant O(P) := a, 1 X" ' +---+ag;
> reste modifié MR (P, Q) :
siP=a, X"+ ---+aget Q=0b0,X"~+---+by ou

n=degP >m=deg@ >1

et P # @ alors MR(P, Q) est 'unique polynéme de Z[Y|[X]

de degré r < m tel qu’il existe L € Z[Y][X] et

(b))t x P=Q x L+ R.

Exemple 15.4. Si P = X% et Q = 3X2+ X + 1 alors

N i LR SR
— XT3 X -3 X |67 =% =%
_1x3_1x2
Tys  iy2 o1
3X +9X +9X
—2X? +3X
ix2y 2x 42
9 27 27
5 2
TR

et le reste modifié est MR(P, Q) = 3*(ZX + &) =5X + 2.

15.2.2 Enoncé comme lemme clé.

Lemme 15.3 (Informel). A partir d’un ensemble de polynémes S,
on obtient en temps fini un ensemble fini de polynémes BCS de
degré 0 en appliquant les quatre opérations D, E, O et MR. '
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Po
—_—~

Exemple 15.5. A partir de S = {aX? +bX + 1}, on a

> on commence par ajouter pg ;

> d’abord les dérivées, omissions et extractions : on ajoute les
polynomes 2aX + a, a et aX + 1, 2a, 1 et 0;

> ensuite on calcule le reste modifié
MR(aX?+ aX +1,2aX + a) = 4a® — a°,

et on 'ajoute;
> on calcule le reste modifié

MR(aX?+aX +1,aX + 1) = a,

et on l'ajoute (il y est déja);
> on calcule le reste modifié

MR(3aX + a,aX + 1) = a® — 2a,

et on 'ajoute;
> on ne conserve que les polynomes de degré 0.

Dans I'exemple on obtient (apres suppression des termes inutiles
pour les comparaisons a 0),

BCS = {a,4a* — a*,a® — 2a}.
On a, en théorie, 27 conditions de signe possibles (3/5¢5)
> a>0et4a® —a®>0et A2 —2a <0,
> a>0etda® —a®<0eta®—2a<0,
> a=0eta®—a®>0eta®—2a>0,
> etc pour les 24 autre cas.

1. T © le lemme de Konig.
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On traite deux cas : a > 0 et 4a? — a? et a® — 2a.

B [—0  [7] [n] +oo]
a > > (> > >
40? — o® > > (> > >
a’ — 2a <|l<l|<|<|<
aX +1 —00 < | <|<|0]|> 4+
2aX +a —00 <[00 |>|>|> 4+
aX’+aX+1|+o0 >[>|>|>|> 400

15.3 Corps algébriquement clos.

Définition 15.4. Un corps algébriquement clos est un corps com-
mutatif dans lequel tout polynéme a une racine.

Exemple 15.6. Le corps C est algébriquement clos. En effet, il
s’agit du théoréme fondamental de ’algebre, i.e. un polyndéme de
degré n a n racines comptées avec multiplicité.

Tout polynéme est ainsi un produit de polynémes de degré 1.

Définition 15.5. La théorie des corps algébriguement clos est la
théorie formée des :

> axiomes de corps;
> du schémas d’axiomes, noté Clos,,, pour tout n € IN,

Vag...Va, (ay #0V---Va, #0— Ibag+ab+---+a,b"” =0).

Définition 15.6. Un corps est de caractéristique p € IN* s’il est
modele de I’ensemble Car, définie par

{X#OAA+LA# A AL+ +1A#O0)A(L+---+1=0)}.

p—1 p

~ 216/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

Un corps est de caractéristique 0 s’il est modele de ’ensemble
Car définie par

{1#40,1+1#0,1+14+1#£0,...}.

La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p € IN
est :

ACF,, := {Axiomes des corps} U { Clos,, | n € IN } U Car,,.

Exemple 15.7. Les corps C et @ sont modeéles de cette théorie.
Attention, IF, ne l'est pas (et Iy non plus), il faut prendre sa
cloture algébrique IF, et IF,n.

Remarque 15.1. > Tous les corps finis sont de la forme IF,n
avec p premier.
> Un élément a est dit algébrique sur le corps k si c’est la
racine d’un polynéme a coefficient dans k. On dit que a
est algébrique de degré q si le polynome minimal dont a est
racine est de degré q.

Exemple 15.8. > Le nombre v/3 est algébrique sur @ de de-
gré 2.
> Le nombre i est algébrique sur Q de degré 2.
> Le nombre /2 est algébrique sur Q de degré 3.
> Le nombre 7 n’est pas algébrique sur Q.

Remarque 15.2. Si a est algébrique de degré g sur k alors k(a) est
le corps engendré par k et a. C’est 'ensemble des polynomes de
degré < q—1 sur k, et on définie le produit modulo un polynéme
minimal de a.
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Exemple 15.9. On a R(:) = R[X]/(X?—1) = C. Le produit est :
(aX +b)(cX +d) = acX® + X(ad + be) + bd
= (ad + bc) X + bd — ac.

En particulier, si a est de degré ¢ sur Fyn alors Fyn(a) = Fpan.

Théoréeme 15.2 (Tarski-bis). Pour tout p, la théorie des corps
algébriquement clos de caractéristique p admet 1’élimination des
quantificateurs. Elle est complete et décidable.

Preuve. Comme la derniere fois, il suffit de montrer pour toute
formule de la forme

dz (Pi(z) =0A---AP,(x) =0ANQ(x) #0),
il existe une formule sans quantificateurs équivalente dans ACF,,.
On continue la preuve sur un exemple. [
Exemple 15.10. On élimine les quantificateurs sur
Jz (az® +ax+1=0Aaz+1+#0),

avec la caractéristique p = 0. On a les polyndmes suivants :
> po(X)=aX?*+aX +1

> p1(X) = Dpo(X) =2aX + a

> pa(X)=Epy=a

> p3(X)=aX +1

> pa(X) = MR(pg, p1) = 4a® — a®
> pa(X) = MR(po, p3) = a

> ps(X) = MR(p1,p3) = a* — 2a.

Les « conditions de signe » sont = 0 ou # 0 (notés 0 et #).
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On se place dans un cas exemple :

autres | v | Y2 | V3| V4

AR INEAEAEAE:

40 + a® 7 | £ | # | #

a® — 2a # £ £ | £ | #£ |
X+1] £ [0 Z[Z]7

X ta| £ [Z|0Z|Z
aX?+aX +1 + £ #4100

Ainsi, pour a # 0, 4a*> — a® # 0, a®> — 2a # 0 alors on a

3z (az® +ax+1=0Aax+1+#0).

Avec les autres cas, on peut en déduire que
Jz (ax® +ax+1=0Aazx+1#0)
est équivalente a

\/ (conditions de signe).

tableau de la condition de signe
a une colonne qui convient

Exercice 15.1. En déduire que ACF, est complete et décidable.

Remarque 15.3. En 2010, une preuve Cog Rocq de I’élimination
des quantificateurs de cette théorie a été publiée par Cyril Cohen

et Assia Mahboubi.

15.3.1 Applications aux mathématiques.

Théoreme d’Ax—Grothendieck.
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Théoréme 15.3 (Ax—Grothendieck). Si P est un polynéme de C"
dans C" injectif alors il est bijectif (et son inverse est un poly-
nome!).

On va prouver ce théoreme en trois lemmes.

Lemme 15.4. Si ¢ est une formule qui admet comme modele
un corps algébriquement clos de caractéristique arbitrairement
grande, alors ¢ admet comme modele un corps algébriquement
clos de caractéristique 0.

Preuve. On utilise le théoreme de compacité de la logique du ler
ordre. Soit T':= ACFyU{¢}. Montrons que 7" a un modele. Pour
cela, on montre que T est finiment satisfiable. Soit 7" Cgp; T'. Soit
n le plus grand entier tel que

1+1+---+1#0)eT".

n

Soit p > n un nombre premier tel que ¢ admet comme modele
un corps algébriquement clos k de caractéristique p (qui existe
par hypothese). D’ou k | ¢, et

k = {Axiomes des corps} U { Clos, | n € IN }.

D'ou, k = ACF,, et donc k |= 7". Ainsi T finiment satisfiable
donc T satisfiable. On en déduit que ¢ admet un modele de ca-
ractéristique 0. [

Lemme 15.5. Soit k un corps fini et soient n € IN* et P : k" —
k"™ un polyndéme injectif. Alors P est bijectif.

Preuve. Comme k™ est fini alors P est bijectif. [l

Lemme 15.6. Soit k un corps fini et soient n € IN* et k la cloture
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algébrique de k. Soit P : k™ — k" un polynéme injectif. Alors P
est bijectif.

Preuve. On suppose P non surjectif, il existe doncb = (by,...,b,) €
k™ \ P(k"™) des nombres algébriques dans k. Ils sont raciles de po-
lynémes minimaux a coefficients dans k. Soient a = (ay, ..., ay)

les coefficients de ces polynémes, ce sont des éléments de k.
Soient ¢ les coefficients de P.

Soit I" := k(a, b, ¢), c’est un corps fini. On a P : kK — k'™ injectif
pas surjectif, qui est impossible d’apres le lemme précédent. [

On peut donc montrer le théoreme d’Ax—Grothendieck.

Pour un degré d fini et un entier n fixé, on va construire la formule
®n,qa qui exprime qu’'un polynéme de degré < d de k" dans k" qui est
injectif et surjectif. Soit M (n, d) 'ensemble fini des monémes unitaires
de degré < d avec n variables x1,...,x, :

M(n,d) := {1, 21,9, 5129, ..., 2% 29 zy, .. . }.

On pose la formule, notée ¢, 4.

v(am,i)mGM(n,d),iE[[l,n]]

(VZL’l e %Vyl <o Yn /\ Z am,im(xi) = Z am,im(yi) — /\ XTi = yz>

=1 meM(n,d) meM (n,d) i=1

1
Yyi...yp,dry ... 2y /\ yi= > amim(z;).

meM (n,d)

Par le troisitme lemme, pour tout corps fini k, on a k = ¢n,a donc
pour tout p premier, on a Fp = ¢n,q. Par le premier lemme, il existe
donc k de caractéristique 0 telle que k = ¢, 4. Par la complétude de
la théorie des corps algébriquement clos, on a que C = ¢, 4.
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Conjecture de la Jacobienne (1939).

C’est une question encore ouverte. On regoit plein de preuves
fausses.

Définition 15.7. Soit P : C" — C" un polynome. Son jacobien
est le déterminant de la matrice jacobienne

P
Jac P = ‘(8

) 1<i<n,1<j<n

5’@

C’est un polynome.

Proposition 15.2. Si P est injectif sur C" alors P est localement
injectif. Et done, pour tout z (théoréme des fonctions implicites),
Jac(P) n’est jamais nul, d’ou Jac P est un polynéme constant
non nul.

Remarque 15.4 (Conjecture (probléeme 16 de la liste de Steve
Smale)). En caractéristique 0, on a Jac P non nul implique P
injectif.

Remarque 15.5. En caractéristique p, c’est faux : P(z) := v —a?
est non-inversible et P'(x) =1 — px = 1.
Exemple 15.11. > Avec n =1 et d =1, on considere

P:C—C
x+— P(x):=ax +0.

On a Jac P = a et, a # 0 implique P injectif.
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> Avec n =1 et d = 2, on consideére

P:C—C
z — P(z) := az® + bz +c.

On a, si Jac P = 2axz + b non nul, alors a = 0 et b # 0.
C’est le cas précédent !

> Avec n =2 et d = 1, on considere

P:.C* — C?
x+— P(z,y) := (ax + by + ¢,dx + ey + f).
b

d o =%~ bd. On a Jac P non nul implique

ae — bd # 0 ce qui implique que le systeme

OnalJacP = 'a

ar+bj+c=0
dr+ej+ f=0

est inversible, donc la conjecture est vrai.

On a montré quelques résultats partiels :

> pour d < 2 en 1980;
> pour d < 3 dans le cas général.
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Troisieme partie

Projet fonctionnel.
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Introduction.

Le coups se décompose en deux parties :
> une partie pratique (~ 2/3 du cours) avec de la programmation
OCaml en bindéme (fouine, puis pieuvre);
> une partie théorique : avec du A-calcul, typage et lien avec la
logique.
Ce document contiendra les notes de cours pour la partie théorique.

D’autres documents pour la partie projet sont en ligne sur mon site
(transformation CPS, et optimisations associées a la S-réduction).

Parfois, des références aux chapitres du cours de théorie de la pro-
grammation seront fait, ce sont des liens cliquables qui meénent vers
le PDF du chapitre en question, par exemple :

THPROG [Chapitre 0].
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16. Le \-calcul pur.

Le A-calcul a trois domaines proches :
> la calculabilité, avec I'équivalence entre machines de Turing et
A-expression (vue en FDI);
> la programmation fonctionnelle (vue en THPROG [Chapitre 6]
avec le petit langage FUN) ;
> la théorie de la démonstration (vue dans la suite de ce cours).

On se donne un ensemble infini ¥ de variables notées x,y, z, ... Les
termes (du A-calcul) ou A-termes sont définis par la grammaire

La construction Ax. M s’appelle I’ abstraction ou A-abstraction. Elle
était notée funx + M en cours de théorie de la programmation.

Notation. > On notera M N P pour (M N) P.
> On notera Azyz. M pour Az. \y.A\zM (il n’y a pas lieu de mettre
des parentheses ici, vu qu’il n’y a pas d’ambigiiités).
> On notera Az. M N pour Az. (M N). Attention, c’est différent
de (Az. M) N.

16.1 Liaison et a-conversion.

Remarque 16.1 (Liaison). Le « A » est un lieur. Dans \y. x y, la
variable y est liée mais pas x (la variable x libre). On note V€ (M)
I’ensemble des variables libres de M, définie par induction sur M
(il y a 3 cas).
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Remarque 16.2 (a-conversion).

On note =, la relation d’ a-conversion. C’est une relation binaire
sur les A\-termes fondée sur I'idée de renommage des abstractions
en évitant la capture de variables libres :

AL. XY =4 A\t Xt #, Ax.2 2.

Ainsi Ax. M =, Az. M’ ou M’ est obtenu en remplacant x par z
la ou il apparait libre et ¢ condition que z & VE¢(M). Ceci,
on peut le faire partout.

Lemme 16.1. La relation =, est une relation d’équivalence. Si
M =, N alors V¢(M) = VE¢(N).

Par convention, on peut identifier les termes modulo =,. On pourra
donc toujours dire

« considérons \e. M oux & E [...] »
avec F/ un ensemble fini de variables.

Ceci veut dire qu’on notera

M = N pour signifier que M =, N.

16.2 La p-réduction.

Définition 16.1 (S-réduction). On définit la relation de f-
réduction sur les A-termes, notée —3 ou —, définie par les
regles d’inférences :

M —B M’
(A\z. M) N =5 M[N|  Az. M —p Az. M’
M —8 M’ N —3 N’

MN —g M'N MN —3 M N'
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ou M[N/z] est la substitution de x par N dans M (on le défini
ci-apres).

Définition 16.2. Un terme de la forme (Ax. M) N est appelé un
redex (pour reducible expression) ou B-redez. Un terme M est une
forme normale s’il n’existe pas de IV tel que M —5 N.

Remarque 16.3. La relation —3 n’est pas terminante :

Q= Av.zx) (M. yy) =5 Ay-yy) Ay yy) =o Q.

Exemple 16.1.

M.z x) ((Az.2)t) ——— (Arxa)t

*) (Az.2)t)t — tt -

/

(M2, 2) 1) (A2 2) 8) 0 £ (A2 2) 8)

Un pas de -réduction peut :

> dupliquer un terme (c.f. (%)) ;
> laisser un redex inchangé (c.f. (%*));
> faire disparaitre un redex (qui n’est pas celui que I'on contracte) :

(Az. u)((Az. 2) t) —pu;
> créer de nouveaux redex :

(A\z.zy) (2. 2) =5 (Az. 2) .

16.3 Substitutions.
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Exemple 16.2. Le terme Azy. x c’est une « fonction fabriquant
des fonctions constantes » au sens ou

(Azy. 2)M —5 Ay. M,

a condition que y € V€ (M). On doit cependant a-renommer pour
éviter la capture :

(Azy.z) (At y) 75 Ay. (AL. y)
I
(Azy'.x) (Mt y) =5 Ay (M. y).

Définition 16.3. On procede par induction, il y a trois cas :
N siy==x
> y[N/a] = { Y
y siy#z
> (My M)[N/z] := (My[N/a]) (M2[N/e])
> (Ay. M)[N/a] := Ay. (M[N/z]) & condition que y & VE(N)
et y+ .

Lemme 16.2 (Gymnastique des substitutions). Pour y & V¢(R),

(P[/])[Ffe] = (P[E[a])[QUF1y].

Lemme 16.3. Si M —3 M’ alors V¢ (M') C VE(M).

16.4 Comparaison A\-calcul et FUN.

En A-calcul, on a une regle
M —8 M’
Ae. M —p Ax. M.

Cette regle n’existe pas en FUN (ni en fouine) car on traite les fonc-
tions comme des valeurs. Et, en FUN, les trois regles suivantes sont
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mutuellement exclusives :
M —)5 M’ N —)5 N’
()\x.M)N—>5M[N/x] MN —g M'N M N —g M N’

car on attend que N soit une valeur avant de substituer.

En FUN (comme en fouine), pour I'exemple 16.1, on se limite & n’uti-
liser que les fleches rouges.

La relation —4 est donc « plus riche » que —ryny. En FUN, on a une
stratégie de réduction : on a au plus un redex qui peut étre contracté.
On n’a pas de notion de valeur en A-calcul pur. Le « résultat d’un
calcul » est une forme normale.

16.5 Exercice : les booléens.

On définit
T:=\vy. x F:=\vy. y.

Ainsi, pour tout M (si y & VE€(M)),

TM — M \y. M FM—My.y=:1

La construction if b then M else N se traduit en b M N.

Le « non » booléen peut se définir par :

> not ;= No. b FT = \b. b (A\xy. y) (Mtu. t);
> not’ := \b. \zy. byx.

La premiere version est plus abstraite, la seconde est « plus électri-
cien ». On a deux formes normales différentes.

De méme, on peut définir le « et » booléen :
> and := )\bl )\bg bl (bg T F) ]1—“7
> and’ := \by. A\by. Azy. by (by y) y.

16.6 Confluence de la 3-réduction.
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Définition 16.4 (Rappel, c.f. THPROG [Chapitre 10]). On dit que
— est confluente en t € A si, dés que t —* uy et t —* uy il existe
t' tel que up —* ¢’ et ug —* .

t
RN
Uy Uy -

Les fleches en pointillés représentent ’existence.
On dit que — est confluente si — est confluente en tout a € A.

La propriété du diamant correspond au diagramme ci-dessous :

c’est-a-dire si t — uy et t — wuo alors il existe t' tel que u; — t' et
Uy — t.

La confluence pour —, c’est la propriété du diamant pour —*. On
sait déja que la f-réduction n’a pas la propriété du diamant (certains
chemins de I'exécution sont plus longs), mais on va montrer qu’elle
est confluente.

Définition 16.5. On définit la relation de réduction paralléle, no-
tée =2, par les regles d’inférences suivantes :
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M= M

T=x . M = e, M
M=M N=N M=M N=N

MN=MN (Az. M) N = M'[NV'/a]

Lemme 16.4. La relation = est réflexive.

Lemme 16.5. Si & C 8 alors ®* C §*. De plus, (R*)* = R*.

Lemme 16.6. Les relations —* et =* coincident.

Preuve. > On a —* C ==* car cela découle de — C = par
induction sur — en utilisant la réflexivité de =.
> On a =* C —* car cela découle de = C —*. En effet, on
montre que pour tout M, M’ si M = M’ alors M —* M’,
par induction sur =. Il y a 4 cas.

— Pour z =2 z, c’est immédiat.

— Pour l'abstraction, on suppose M = M’ alors par
induction M —* M’ et donc Ax. M —* Ax. M’ par
induction sur M —* M’.

— Pour l'application, c’est plus simple que pour la pré-
cédente.

— Pour la substitution, supposons M = M’ et N = N.
On déduit par hypothese d’induction M —* M’ et
N —* N’. Et, par induction sur M —* M’, on peut
montrer que (Ax. M) NN —* (Az. M’) N. Puis, par
induction sur N —* N’ on montre (Az. M') N —*
(Ax. M') N’. Enfin, par la régle de [-réduction, on
a (Ax. M')N' — M'[N'/z]. On rassemble tout pour
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obtenir :
(Ax. M) N —=~* M’[N'/x].

O

On est donc ramené a montrer que =* a la propriété du diamant. Or
= a la propriété du diamant, ce que I’on va montrer en TD.

Lemme 16.7. Si M = M’ alors N =% N’ implique M[N/z] =3
MIIN'fz].

Preuve. Par induction sur M = M’, il y a / cas. On ne traite
que le cas de la 4éme reégle. On suppose donc M = (\y. P) @
avec y € VE€(N) et y # z. On suppose aussi P = P, Q = Q'
et M' = P'[Q/y]. On suppose de plus N = N’. Par hypothéese
d’induction, on a P[N/z] =% P'[N'/z] et Q[N/z] = Q'[NV'/z]. On
applique la 4éme regle d’inférence définissant = pour déduire

(Ay. (PIN/=])) (Q[N/e]) = (PN [=D)[@Q1 ] = (P S])[N'/a]

I
(Ay. P)[N/z]
car x # vy

par le lemme de gymnastique des substitutions et car y ¢
VE(N') CVE(N) et car N —* N'. O

Proposition 16.1. La relation = a la propriété du diamant.

Preuve. Vu en TD. O]

Corollaire 16.1. On a la confluence de — 4.

Définition 16.6. La (3-équivalence, ou B-convertibilité est la plus
petite relation d’équivalence contenant — 3. On la note =g.
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NN\

alors M =5 N.

Silon a

Proposition 16.2. Tout A-terme est (-équivalent a au plus une
forme normale.

Preuve. Si M =5 N et M, N sont des formes normales, alors par
confluence il existe P tel que M —* P et N —* P. On a donc
que M =N =P. [

Remarque 16.4 (Conséquences). > Deux normales distinctes
(au sens de =,) ne sont pas [-convertibles.
> Si on a un A-terme qui diverge et qui a une forme normale,
par exemple (Az.y) 2, alors on peut toujours « revenir »
sur la forme normale.
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17. Le \-calcul simplement
typé.

Dans ce chapitre, on va parler de typage. Ceci permet de « stratifier »
les A-termes. En effet, pour 'instant, tous les termes se ressemblent.

17.1 Définition du systeme de types.

Définition 17.1. On se donne un ensemble de types de base, notés
X, Y, Z, ... Les types simples sont donnés par la grammaire
suivante :

A B,C:=X|A— B.

Il n’y a donc que deux « types » de types : les types de base, et les
types fonctions. Il n’y a donc pas de type unit, bool, ... En effet,
ceci demanderai d’ajouter des constantes (), true, false, etc dans
la grammaire du A-calcul (et ceci demanderai ensuite d’ajouter des
regles de typage supplémentaire). On verra en TD comment typer T
et F comme défini au chapitre précédent.

Par convention, on notera A — B — C pour A — (B — C).

Définition 17.2. On définit une hypothése de typage comme un
couple variable-type (z, A) noté x : A.

Définition 17.3. Un environnent de typage, noté I', I etc est un
dictionnaire sur (7, Types), c.f. cours de Théorie de la Program-
mation. On notera I'(z) = A lorsque I" associe z a A. On définit
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le domaine de I' comme
dom(T) :={z | 3A, T'(x) = A}.

On note aussi I', x : A extension de I" avec = : A si ¢ dom(T').

Définition 17.4. On définit la relation de typage, notée ' - M : A
(« sous les hypotheses T', le A\-terme M a le type A ») par les régles
d’inférences suivantes :

'-Mm:A—-B TI'FN:A
'Fz: A 'HMN:B
x:A-M:B
'FX.M:A— B

I'(z) = A

z ¢ dom(T")

Dans cette derniere regle, on peut toujours 'appliquer modulo
a-conversion (il suffit d’a-renommer x dans A\z. M).

Exemple 17.1. On peut omettre le « ) » avant « - ».

fX>Xz2: XFf: XX f:X—>5X,z2:XFz:X
[ X—>Xz2: XFf: X—>X [ X—>X2: XFfz: X
[ X=>X,2: XEf(f2):X
[ X=>XEX f(f2): X=X
EXM A f(f2): (X =>X) 2 X > X

Exemple 17.2.

a, X, t: X=>YFrt: X—=Y X t:X—>YFa:X
a,X,t: X —>YFta:Y
a: XFMta: (X —=>Y)=>Y

17.2 Propriétés de la relation de typage.
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Lemme 17.1 (Lemme administratif).

> Sil'F M : A alors V€(M) C dom(I).

> Renforcement : si 'z : BF M : A et x & V€(M) alors
'+ M:A.

> Affaiblissement : siI' = M : A alors, pour tout B et tout x &
dom(T") alors ',z : BF A.

> Contraction : si 'z : B,y : BF M : Aalors ',z : B F
Milz/y] : A O

Proposition 17.1 (Préservation du typage). Si I' F M : A et
M —5 M alors ' M': A.

Preuve. On procéde comme en THPROG [Chapitre 7] avec le
lemme suivant.

Lemme 17.2.Sil'z : A M : BetI' - N : A alors
'F M[N/ : B.

17.3 Normalisation forte.

Définition 17.5. Un A-terme M est dit fortement normalisant
ou terminant si toute suite de S-réductions issue de M conduit
a une forme normale. Autrement dit, il n’y a pas de divergence
issue de M.

Théoreme 17.1. Si M est typage (il existe I'; A tels que I' - M :
A) alors M est fortement normalisant.

Remarque 17.1 (Quelques tentatives de preuves ratées.). >
Par induction sur M ? Non.
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> Par induction sur la relation de typage ' F M : A7 Non
(le cas de I'application pose probléme car deux cas de (-
réductions).

Pour démontrer cela, on utilise une méthode historique : les candidats
de réductibilité.

Définition 17.6 (Candidat de réductibilité). Soit A un type simple.
On associe a A un ensemble de A-termes, noté R 4 appelé candi-
dats de réductibilité (ou simplement candidats) associé a A, défini
par induction sur A de la maniére suivante :

> Rx :={M | M est fortement normalisant} ;
> Rap = {M | VN € Q{A,MN S %B}

L’idée est la suivante :

M typable

TEM:A MeRy ~~ M fortement normalisant.

Remarque 17.2 (Rappel sur le PIBF, c.f. THPROG [Chapitre 10]).
Le principe d’induction bien fondé nous dit qu’une relation R est
terminante ssi pour tout prédicat &P sur E vérifie que si

VxGE((Vy,a:Q{y = P(y)) = 95(56))

alors Vo € E, P (x).

Proposition 17.2. Soit A un type simple. On a :
CR 1. Pour tout M € Ry, M est fortement normalisant.

CR 2. Pour tout M € Ra, si M —5 M’ alors M' € R 4.

CR 3. Pour tout M neutre (c-a-d, M n’est pas une A-abstraction),
siVM',M =g M' = M' € R4 alors M € Ry.
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Preuve. On montre la conjonction de CR1, CR2 et CR 3 par
induction sur A. Il y a deux cas.

> Cas X un type simple.

CR 1. C’est vrai par définition.

CR 2. Si M est fortement normalisant, et M —5 M’ alors
M e Rx.

CR 3. Si M est neutre et si on a que « pour tout M’ tel
que M —3 M’ alors M'" € Rx » alors ¢’est 'induction
bien fondée pour —3 sur Rx.

> Cas A — B un type fleche.
CR 1. Soit M € R 4_,p. Supposons que M diverge :

M—>5M1—>5M2—>g"'.

On a observé que x € R, pour une variable z arbi-
traire (conséquence de CR 3 pour A). Par définition
de Ry, Mz € Rp. Par CR1 pour B, on a que
M z est fortement normalisant. Or, M = —g M, x car
M —5 M,;. On construit ainsi une divergence dans
Rp a partir de M x :

MI—>5M1(L’—>5MQJ]—>5”'.

C’est absurde car cela contredit que M x fortement
normalisant.

CR2. Soit M € Rap et M — M’'. Montrons que M’ €
Ra_p, t.e. pour tout N € Ry alors M' N € Rp.
Soit donc N € R 4. On sait que M N € Rp (car M €
Ra-p). Et comme M —3 M alors M N —3 M'N et,
par CR 2 pour B,ona M'N € Rp. On a donc montré
VN € Ra_p, M'N € Rp autrement dit, M’ € R 4_,p.

CR 3. Soit M neutre tel que VM', M —z M' = M’ €
R a—p. Montrons que M € R 4_,p. On sait que — 4 est

~ 239/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

terminante sur R4 (par CR 1 pour A). On peut donc
montrer que VN € R4, M N € Rp par induction bien
fondée sur — 3. On a les hypotheses suivantes :
— hypothese 1 : pour tout M’ tel que M —z M’
alors M’ € Ru_,p;
— hypothese d’induction bien fondée : pour tout N’
tel que N —3 N’ que M N' € Rp.

On veut montrer M N € Rpg. On s’appuie sur CR 3
pour B et cela nous ramene a montrer que, pour tout
P tel que M N —3 P est P € Rp. On a trois cas
possibles pour M N —3 P.

— Si M = \x. My et P = My[N/z] qui est exclu car
M est neutre.

~ Si P = M'N alors par hypothese 1 M’ € R,_,p
et donc M' N € Rp.

— Si P = M N’ alors, par par hypothese d’induction
bien fondée, M N’ € Rp.

]

Lemme 17.3. Soit M tel que VN € R4, M[N/z] € Rp. Alors
A‘/E. M 6 %A_)B.

Preuve. On procéde comme pour CR 3 pour A — B. [
Lemme 17.4. Supposons z; : Ay, ...,z : Ay F M : A. Alors,
pour tout Ny, ..., Ni tel que N; € Ry, on a

MM - Nifo, .. 2] € Ra.

On note ici la substitution simultanée des x; par des N; dans M.
C’est n’est pas la composition des substitutions.
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Preuve. Par induction sur la relation de typage, il y a trois cas.

> Si on a utilisé la regle de 'axiome, c’est que M est une
variable : M = z; et A = A;. Soit N; € Ry, alors
M[Nl Nk/ml wk] = ]\/vZ € 9‘2,4.

> Si on a utilisé la regle de I'application, c¢’est que M est une
application : M = My My et My : B— Aet My : B.On a :

M[]\h Nk/xl Ik] = Ml[Nl Nk/xl Ik]MQ[Nl Nk/x1 5Ulc]

On conclut en appliquant les hypotheses d’inductions :
Ml[Nl Nk/:vl xk] € Rp_,4 et M2[N1 Nk/ml xk] :Rp.
> Sion a utilisé la regle de 'abstraction, c¢’est que M = A\y. M,
avec y & {xy,..., 2} UTE(Ny) U+ - UVE(N). Supposons
que xq : Ay, ...,z Ag F Ay, My : A — B. Alors nécessai-
rement x; @ Ay, ..., x : Ag,y : A My : B. Par hypothese
d’induction, on a que pour tout N; € Ry, on a

MO[Nl Nk/xl xk][N/y] = MO[Nl NkN/xl mky] € Rp.

Par le lemme précédent, on déduit que

()\y.MO)[Nl Nk/ml mk] = )\y.(MO[Nl Nk/:vl ack]) € Rap.

]

Corollaire 17.1. SiT' - M : A alors M € Ry4.

17.4 Extension : le \-calcul typé avec x et 1.

En ajoutant les couples et unit, il faut modifier quatre points.
Syntaxe. M, N :=Xe. M| M N |z | (M, N) |*|m M |7y M
[-réduction.

M —5 M’ N —5 N’

(M,N) =5 (M',N) (M,N) =5 (M,N")
— 241/266 -




Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

m (M,N) —g M 7 (M,N) =3 N.

Types. AB:=X|A—B|AxB]|1

Typage.
'-M:A T'EFN:B

*x:1 '-(M,N):AxB

I'-P:MxN I'-P:MxN
r-mpP: M I'mP:N .
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18. Introduction a la théorie
de la démonstration.

18.1 Formules et preuves.

Définition 18.1. On se donne un ensemble de variables proposi-
tionnelles, qui seront notées X, Y, Z, etc. L’ensemble des formules
est défini par la grammaire :

A B:=X|A= B.

Cet ensemble de formules s’appelle le « fragment implicatif de la
logique propositionnelle intuitionniste ».

Cela peut sembler inhabituel car, généralement, on commence par
introduire =, V et A, car on a en téte les booléens.

Définition 18.2. Les séquents, notés I' = A, un couple formé de
I' une liste de formules, et A une formule. La liste I" est une liste
d’hypotheses. On notera I', A la notation pour I’extension de la
liste.

Définition 18.3. On prouve (dérive) les séquents a l'aides des
régles de déduction (d’inférence) :

I'NAFB 'YA=B TFA
Aer X | =E

r-A '-A= 1B I'-B

~ 248/266 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Notes de cours de L3

On les appelle, dans 'ordre, regle de 1'axiome, regle de 1'intro-
duction de = et régle de I’élimination de =-. 1l s’agit des regles
de déduction naturelle pour le fragment implicatif de la logique
propositionnelle intuitionniste.

Définition 18.4. Le séquent I' - A est prouvable s’il existe une
prewve (dérivation) ayant I' = A & la racine et des axiomes aux
feuilles. La formule A est prouvable si - A Dest.

Exemple 18.1.

Ax Ax
X=>Y,XFX=>Y X:>Y,XFX:>E
X=Y,XFY
X:YI—X:>Y:|:>
F(X=Y)=(X=Y)

On écrit généralement des « preuves génériques », en utilisant A, B
plutot que X, Y.

Exemple 18.2.

Ax
(A= A)= B,AFA
Ax =
(A=A)=B+-(A=A) =18 (A=A)=BFA=A
=
(A= A)=BF B -
F((A=A)=B)=1B

=
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18.2 Et en Rocq?

En Rocq, un objectif de preuve

Notes de cours de L3

}Ji . 141
]ié : /42
}JS : /43 r
A
correspond au séquent
'+ A.

Chaque tactique correspond a des opérations sur I’arbre de preuve.
On construit « au fur et a mesure » I’arbre de preuve montrant I' - A.
Voici ce que quelques tactiques Rocq font.

Nl
DLABAFA ——— FABAFA
77
DAFB 9
77 FA=B THA__
rec —— T'F B
77 77
77 [FA=B THA__
r-C —— T+ B
o 27
29 'A= B+HA=1B I''A=BFA
TEC A= BF B
77 !
29 rB-C
rrB=C — TrBocC

intro
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18.3 Liens avec le \-calcul simplement typé :
correspondance de Curry-Howard.

Les regles de typage du A-calcul correspondent au regles d’inférences
du fragment implicatif :

'Fa: A — I'FA

[,2:AFM:B LA+ B
rFw i/ A5B + s TrAa=pB
'-M:A—-B TFEN:A I[LAFEB _,

I'-MN:B — I'-A= 1B

En retirant les A-termes en bleu (incluant les « : »), et en changeant —
en =, on obtient exactement les mémes regles.

Si on sait que I' = x: A alors, en effacant les parties en bleu, on
obtient une preuve de I' - A.

Inversement, on se donne une preuve de I'  A. On se donne des va-
riables x; pour transformer I' = A;,..., Ay en [ = T A,y Ag
Par induction sur I' = A, on montre qu’il existe un A-terme tel que
[ M : A. On a trois cas.

> Pour =, par induction, si f,x =AF M : B, on déduit I
Ae. M : A— B.
> Pour =, par induction, si I'FM:A—> BetlF N : A, on
déduit I' - M N : B.
> Pour Ax, on sait A € I' donc il existe z tel que z: A € I, et on
conclut I' - x; : A.
On a les propriétés suivantes pour la relation de déduction :

> affaiblissement : si I' F B (implicitement « est prouvable »)
alors ' A+ B;

> contraction : sil', A, A+ B alors ', A+ B;

> renforcement si I', A + B alors I' = B a condition qu’on n’uti-
lise pas laxiome avec l'hypothése A (celle la uniquement, les A
intermédiaires ne posent pas de problémes) pour déduire B.
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> échange; sul', A, B,I"+ C alors I', B, A,T" - C.
C’est analogue aux propriétés du typage en A-calcul.

En effet, la propriété de renforcement, tres imprécise dans sa formu-
lation logique, est simplement : si 'y : A M : Balors ' M : B
a condition que x & VE€(M).

Si on veut prouver ces propriétés (au lieu d’utiliser la correspondance

de Curry-Howard), on ferait une induction sur la preuve du séquent
qui est donné.

La regle
I'-B

LD
T,AF B

est admissible. En effet, si on sait prouver les prémisses (ici, I' F
B) alors on sait prouver la conclusion (ici, I'y A = B). Ceci dépend
fortement de la logique que 'on utilise.

18.4 Curry-Howard du co6té calcul : les cou-
pures.

Typons un redex :

x:A-M:B N
\e.M:A—B LEN:A
TF(\e. M)N: M

Oui, c’est exactement la méme chose que la tactique assert en
Rocq.

Définition 18.5. Une coupure est un endroit dans la preuve ou
il y a un usage d’une régle d’élimination (=) dont la prémisse
principale est déduite a l'aide d'une regle d’introduction (=)
pour le méme connecteur logique.
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Remarque 18.1. Ici, on n’a qu'un seul connecteur logique, =,
mais cela s’étend aux autres connecteurs que l'on pourrait ajou-
ter. La prémisse principale est, par convention, la premiere.

On peut éliminer une coupure pour =, c’est-a-dire transformer une
preuve (c.f. contracter un S-redex) en passant de

0

T AFB 5
rr =8 " Tri
A= A
IrFB

55" /4]
'+

ou l'on note §[%/4] la preuve obtenue en remplagant dans ¢ chaque
usage de I'axiome avec A par 0.

On a le méme séquent en conclusion (c.f. préservation du typage en
A-calcul simplement typé).

La correspondance de Curry-Howard c’est donc :

Types <— Formules
Programmes <— Preuves
B-réduction <— Elimination d’une coupure
Programmation <— Logique

18.5 Faux, négation, consistance.

On modifie nos formules :
AB:=X|A=B|1l

et on ajoute la regle d’élimination du L (il n’y a pas de regle d’intro-

duction) :
'-_1

THA
~ 2/8/266 -
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La négation = A est une notation pour A = 1. On peut donc prouver
le séquent - A = ——A :

— Ax  ——— Ax
A —AF-A A —AFA
=E
A -AF L
AF--A
FA=—-—A

=
[

Théoréme 18.1 (Elimination des coupures). Si I' - A (est prou-
vable) alors il existe une preuve sans coupure de I' - A.

Preuve. c.f. TD. O

Remarque 18.2 (Lien avec normalisation forte en A-calcul simple-
ment typé). Ici, on veut la normalisation faible (« il existe une
forme normale ... »). On ne peut pas appliquer stricto sensu la
normalisation forte pour le A-calcul simplement typé car le sys-
teme de type contient 1.

Lemme 18.1. Une preuve sans coupure de - A en logique intui-
tionniste se termine (a la racine) nécessairement par une regle
d’introduction.

Preuve. Par induction sur - A. Il y a 4 cas.

> Ax : Absurde car T' = ().

> = OK

> =g : On récupere une preuve de - B = A qui termine (par
induction) par une introduction =. Absurde car c’est une
coupure.

> Lg: Onrécupere une preuve de L qui termine par une regle
d’induction : impossible.

]
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Corollaire 18.1 (Consistance de la logique). Il n’y a pas de preuve
de F en logique propositionnelle intuitionniste dans le fragment
avec = et L.

Preuve. S’il y en avait une, il y en aurait une sans coupure, qui
se termine par une regle d’introduction, impossible. [

18.6 Et en Rocq? (partie 2)

On étend les formules avec V, 4, =, V, A, etc. Les preuves sont des
A-termes. En effet, dans une preuve de - X — X — X on peut
écrire

exact (funxzy -+ x),
pour démontrer le séquent.

Le mot clé Qed prend le A-terme construit par la preuve et calcule
M’ sous forme normale tel que M —% M'. La logique de Rocq est
constructive. C’est-a-dire qu’'une preuve de A = B c’est une fonction
qui transforme une preuve de A en une preuve de B. Apres avoir
appelé Qed, il est possible d’extraire le A-terme construit en un pro-
gramme OCaml, Haskell, etc.

18.7 Logique intuitionniste vs logique clas-
sique.
Dans la logique que 1'on a considérée (TD), on a deux reégles d’intro-
duction pour V :
'-A VE '-A VE
THAvVB ' THAVB .

Lorsqu’on a une preuve de AV B, on a, soit une preuve de A, soit
une preuve de B. Ce n’est pas une preuve « il est impossible de ne
pas avoir A et B ». La logique est constructive.
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On rappelle que =A := A — 1, et que 'on se donne la regle d’élimi-

nation de L :
'L

il
THA
La logique classique est la logique obtenue a l'aide de 'ajout d’une
des regles suivantes :

. ——— tiers exclu
Tiers exclu. ' AV —A

Ce n’est pas constructif : on ne sait pas si 'on a une preuve de
I'FAoudel' - —A.

Absurde. I'+ (——A) = A
C’est mieux : ici, on n’a pas de V.

Loi de Peirce. ' (A= B)=A)= A
C’est encore mieux : ici, on n’a pas de V, ni de |, mais c’est
plus subtil.

absurde

peirce

En choisissant un de ces axiomes, on a la méme notion de prouvabi-
lité.

Exercice 18.1. Montrons que absurde implique tiers exclu (au sens
de « on peut dériver I'un dans le systeme incluant l'autre »).

—_— ax
T,~(Av-A),AF A
[,~(AV-A),AF ~(AV-4) T,~(AV-A),AFAvV-A ;
T,—(AV-A),AF L £
T,-(AV-A)F-4
- —_— V]
T,—(AV —A) F ~(AV-4) T,~(AV-A)FAvV-A
=
T,~(AV-A)F AV -A €
absurde R =
TF (A = —4) = (AV-4) TF——(AV-4)
=
TFAV-A

Théoreme 18.2 (Glivenko). Une formule A est prouvable en lo-
gique classique si et seulement si =—A est prouvable en logique
intuitionniste.

Preuve. Ressemble un peu a la traduction par continuation des
programmes fouine. [
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Corollaire 18.2. La logique classique est consistante ssi la logique
intuitionniste est consistante.

Preuve. Si - | en logique intuitionniste alors = 1 en logique
classique. Si L en logique classique, alors =—_L en intuitionniste,
et on peut en déduire une preuve de - L en intuitionniste :

ax
par hyp. 11

F(L—->1)—-1 F1l—>1
L

[
=E

]

18.8 Logique classique et Curry-Howard : intui-
tion opérationnelle.

On cherche a compléter la correspondance de Curry-Howard :

Types <— Formules
Programmes <— Preuves
B-réduction +— Elimination d’une coupure
Principes classiques <+— 777
Programmation <— Logique

Avec la preuve par 'absurde, on peut « recommencer dans un contexte
différent ».
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////‘\\&PﬁAFA

/

On recommence I, -AF L
a montrer A dans I".~AF B
le contexte IV, = A —_—
au lieu de I', = A.

\—/ F,—\AFA

T, -AF L

'---A4
I'FA

S’autoriser les principes classiques, ¢’est savoir utiliser les exceptions :
si ca explose, je peux le rattraper. En effet, I’élimination du L fait
penser a un opérateur comme raise : exn -> 'a, et la construc-
tion try...with... pour pouvoir « sauter » a des endroits du pro-
gramme, et dévier le flot du programme.
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19. Le )-calcul polymorphe.

On étend la grammaire des types :
AB:=X|A— B|VXA.

Ici, les X ne sont plus les types de base (noté X précédemment), mais
ce sont des variables de types.

Pour mieux refléter les notations de la littérature, on aura plutot :

A,B:=a|A— B|VaA.

Le « Vo A » est une structure qui lie, V est un lieur. Il y a donc
une notion de variables libres d'un type V€ (A), d’a-conversion, et de
substitution. Par exemple,

VE(Vavp(a = =7y —a))={}

et
Vaa — a=,V60— 5.

19.1 Typage, version implicite.

Aux trois regles des types simples, on ajoute les deux regles ci-
dessous :
r=M:A o FI—M:VaAg

agmr ———— Jg i

I'FM:VaA I'F M : A[B/d

Les regles correspondent a la généralisation et a 'instantiation.

Et, on ne change pas les \-termes.
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19.2 Typage, version explicite.
On change les A-termes :
M,N:=x|MN | x:A M| Aa. M | M A.

La construction Aa. M est une abstraction de types, et la construction
M A est application d’un terme a un type. On note explicitement
le type « d’entrée » de I'abstraction.

On change les regles de S-réduction :
M —3 M’
(ACY. M) A —3 M[A/a] Aa. M —3 Aae. M’

M—)BM/
MA—)gM/A.

On change également les regles de typage :

'-M:A—-B THFN:A
'Fx: A 'MN:B
z:A-M:B
'X:AM:A— B
'-M:A 'EM:Va A
"TFAa. M :Ya AT - M B : A[B/a]

I'(z) =A

z & dom(T")

o & V(T

Lemme 19.1. On a I' - M : A dans le systeme explicite ssi il
existe M’ dans le systeme explicite avec I' = M’ : A (explicite) et
M est « l'effacement » de M.

> La représentation implicite est plus utilisée dans les langages
comme OCaml, ou 'on doit inférer les types.

> La représentation explicite correspond plus aux langages comme
Rocq, avec un lien plus naturel avec la logique.
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Exemple 19.1. Soit le A-terme non typé 2 := Af. Az. f (f 2).
Comment le typer en version explicite ?

1.
f:oz—>oz,z:.a|—f(fz):oz
framsakFXzra f(fz2):a—«
DEXNfra—=aXz:a. f(f2):(a—a)—a—a
DA Af:a—aXz:a. f(fz2):Vala—a)—a—a.
2.

fNYaa—a,z:BFfB(fB2):P
f:Yaa—abXz:8.fB(fBz2):8—p
DEN Vaa—=a.Xz:B.fB(fB2): Vaa— a)— 3 — L.

Exemple 19.2. On suppose que 1’on a les couples. Comment com-
pléter le séquent

y:BzivFAr ) Fur2): B

> Pour les types simples, on ne peut pas si 5 # 7.
> Mais, avec polymorphisme, on a :

y:B,z:vE AN VYaa—=0.(fy,fz): (Vaa— ) — §x0.
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Exemple 19.3.

r:akx:a
DXz a— «a
DFAr.xz:Vaoa — a
DFXx.x: (VB B) — (V6 0).

En effet, (V3 3) — (VB B) =a (VB B) — (¥4 J).

Exemple 19.4 (Ouch!).

riakz:a
r:abFx:Vaa

r:abkx:p
X z:a0—f
DXz .z :VaVBa— B.

NON! Ona a € %(x: a)!

19.3 Point de vue logique sur le polymorphisme,
systeme F.

On se place du point de vue Curry-Howard. On ajoute deux regles de
déduction supplémentaire :

A I'FVa A
agaer ——— V) — VE

'EVa A ['F A[B/a]
On a, encore, un possibilité d’éliminer les coupures : si a & VE(T),

1)
TFA
VoA \;E o[ /a]
T+ A[5/a] w T F A[B/d]
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Ceci correspond, par correspondance de Curry-Howard, a une (-
réduction :
(Aa M) B —g M[FP/al.

On a aussi un théoreme de normalisation forte.

Théoreme 19.1. SiI' - M : A en A-calcul polymorphe, alors M
est fortement normalisant.

Pour démontrer ce théoreme, on utilise encore les candidats de ré-
ductibilité (il ne faut définir que Ry, 4), mais la preuve est bien plus
complexe. En effet, les types polymorphes ont un grand pouvoir ex-
pressif (c.f. la section suivante).

Le systéme que l'on a s’appelle systéme F.' C'est de la logique du
second ordre : on peut quantifier sur les variables propositionnelles.
On quantifie donc sur des ensembles de valeurs au lieu de se limiter
uniquement a quantifier sur les valeurs.

19.4 Représentation des connecteurs logiques.

On peut représenter les connecteurs logiques différemment, sans les
ajouter explicitement, mais uniquement avec le fragment contenant
— et V.

> On peut représenter L := Vaa. En effet, on a la correspondance
suivante :

Fl—‘v’aav 'L
ST VA Ay, e

Le
'-A ~ T'FA .

> On peut représenter T := Va a — «.
> On peut représenter AN B:=Va(A— B —a) = a:

1. A ne pas confondre avec
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'EM:A
I''ec:A—-B—abtc:A—-B—a TI,c:A—->B—>akM:A I'EN:B
'ec:A—-B—aktcM:B—« Nc:A—-B—abM:A

I'Nec:A—-B—abkcMNa
F'FdcMN:(A-B—a) —a
'FXc.cMN:Va(A— B—a)—«

d’ou l'introduction du A. Pour I’élimination, si
I'FM:Va(A— B—a)—a,

alors 'H M (Az. A\y.x) : Aet ' M (Az. A\y. y) : B.

19.5 Le M\-calcul polymorphe, c6té programma-
tion.

« Généricité n. On peut avoir plusieurs types en méme temps. Par
exemple, une fonction de tri a un type

Va (o — o — bool) — list o — list .

« Paramétricité n. Lorsque l'on a une fonction f : (Va: a) — A, la
fonction n’inspecte pas son argument. Elle ne fait que le dupli-
quer, le passer a d’autres fonctions, le rejeter, mais elle ne peut
pas voir les données sous-jacentes. (On exclue ici les fonctions
types Obj.magic).

Quelques conséquences sur les formes normales :

> Il n’y a qu'une seule forme normale ayant un type Va o — a.

> Il n’y a que deux formes normales ayant un type Vaa — o — «:
Au. A\v. et Au. \v. v.

On a aussi quelques « théoremes gratuits », comme par exemple :
si f: a — [ est croissante vis a vis de ordre, : @ — a — bool
et ordreg : f — 8 — bool, alors

map f (sort ordre, 1) = sort ordres (map £ 1).
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19.6 Polymorphisme et inférence de types.

Pour l'inférence de types, on se place dans la représentation implicite
du typage polymorphique. On s’intéresse a la question suivante : pour
M un A-terme donné, existe-t-il I" et A tels que ' M : A?

Cependant, il y a un probleme :

Théoreme 19.2 (1992). L’inférence de types pour le typage po-
lymorphique implicite est indécidable.

Ceci conclut I’étude du Systeme F. On va maintenant s’intéresser a
une variant de systeme F développée en 1978, le A-calcul avec schéma
de types. On note p le schéma de types définis par :

Az=a|A—B pu=A|Yap.

Remarque 19.1. Il n’y a pas de types de la forme (Voo — a) —
(VB A). La quantification est prénexe.

Les termes sont donnés par la grammaire :

M:=xz| . M|MN |letz=M in N.

Pour le systeme de types, on considere I' un dictionnaire sur (va-
riables du A-calcul x, schémas de types p). La relation de typage est
notée I' = M : A ou A est un type simple. On la définit par induction
a l'aide des regles :

'-M:A—B TFN:A Mz:AFM:B

'-MN:B 'EXe.M:A— B
'-M:A T,z:V@AFN:B
aNT) =0 I(z) =vd A ———————————
Fletz=M in N: B ['Fz: A[B/4)
Ici, on note V& A pour Vo - - - Va,, A avec possiblement aucun V. De

méme, la substitution A[B/a] se fait simultanément.
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La régle d’instantiation de systeme F se retrouve partiellement dans
la regle de I'axiome. La regle d’généralisation de systeme F se re-
trouve uniquement dans la regle du let... = ... in ..., et unique-
ment apres le in.

Exemple 19.5. Le terme
let f=Az.x in f
a pour type 8 — 3, sans généralisation !
riablFr:a

PFXr.z:a—a f:NYaa—abf:8—=p
fFletf=Ar.xz in f:8— 3

En OCaml, lorsqu’on essaie de typer
(fun z -> z) (fun x -> x)
on se rend compte que 'on n’a pas un type 'a -> 'a, mais

' weakl -> ' weakl.

Théoreme 19.3. Il existe un algorithme correct et complet pour
I'inférence de types pour les schémas de types.

Pour ce faire, on fait comme en THPROG [Chapitre 7], ou l'on part

de M, on génere des contraintes, et a 1'aide de I'algorithme d’unifica-
tion, on trouve le type « le plus général ».
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20. Types linéaires.

Le but des types linéaires est de contréler l’usage des ressources.
Avec un tel systeme de typage, on pourrait :

> désallouer une zone mémoire, fermer un canal/un fichier; on se
limite & un seul usage : les deux termes suivants ne sont pas
typables

— (free z,free x)
— (A\y. \z. (free y,free z)) z x

> l'initialisation d’une zone mémoire ; au moins un usage

> si on sait au plus un usage, alors on peut désallouer aprés un
usage.

On se donne la syntaxe suivante.

> Les booléens sont :

b::=true | false.

> Les termes sont :

M,N ::=nb|n(M,N) | nie. M
| if b then M else N |let(z,y)=M in N| M N
| x| letz =M in N.

> Les usages sont :
n = lin | un.

Les usages représentent une utilisation linéaire (lin) ou non restrictive
(unrestricted). Un usage lin est utilisé exactement une fois.
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On s’autorise le filtrage sur les couples au lieu de fst M et snd M
car, dans le cas linéaire, on ne pourrait utiliser qu'une des deux
composantes. .. zut !

On accepte, par exemple, lin(lintrue, linfalse) ou un(lintrue, unfalse).

Les types sont définis par la grammaire
T,U ::=bool | A— B|AxB A B:=nT.

Les T, U sont des prétypes, les A, B sont les types.

La séparation dans la grammaire permet de rejeter une expression
comme un(lin bool * un bool).

On se donne les reégles de typages pour cette version linéaire du \-
calcul.

Premiere tentative.

On propose la regle pour les couples linéaires :

'-M:A THN:B
I'E(M,N):lin(Ax B).

Cependant, on ne mets pas de restrictions sur A : on peut avoir A =
linT ou A =unT... Zut!

Seconde tentative.

On propose un regle pour les couples

'-M:A TEN:B nlA) nB)
T+ (M,N):n(AxB) ,

ou l'on définit le prédicat n(A) par :
> si n = un alors A ne peut pas étre linT';
> si = lin alors A peut étre quelconque.
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Puis, on se donne une regle pour le filtrage

'EM:n(AyxAy) Tx:ALy: A FN:B
I'Flet(x,y)=M in N: B

Ici, n n’a pas d’importance. On peut donc typer
let(z,y) = un(lintrue,unfalse) in lin(x,z),
mais on ne veut pas pouvoir le faire!

Tentative finale.

Définition 20.1. On définit 'y o I'y est défini comme « I'y U Ty »
a ceci pres que :
> si 'y (x) = linT alors z € dom(I's) ;
> si Io(z) = linT alors z € dom(T'y) ;
> six € dom(I'y) Ndom(I'y) alors il existe T tel que I'y(x) =
[Cy(x) = unT.

Les vraies regles de typage sont :

DFM:A ToFN:B  p(A)  5(B)
IyolsF (M,N):n(AxB)

M :n(AxB) Tox:Ay:BEN:C
I'yol's F1let(x,y)=M in N:C

un(T") un(T")
le:AFxz: A I' = nb : nbool

Fll_M:nbOOl F2|_N12A Fgl_NziA
I'yoI'y b if M then N, else Ny: A
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Fe:AFM:B ()
I'FnAx. M :n(A — B)

MEM:nA—=B) TyFN:A
FloPgl_MNiB

On note ici un(I") (et éventuellement 7(I")) le prédicat disant que T’
le contient des types que de la forme unT.

Dans le cas de I’axiome, on assure que l'on n’a pas de variables inuti-
lisées. Dans le cas de ’abstraction, on controle 1'usage des variables
qui se retrouvent dans la cloture associée a \x. M.

Exercice 20.1. Peut-on trouver un terme ayant pour type
1. un(unbool — linbool)?
2. un(linbool — unbool)?
On ne peut pas proposer :
1. un(Az. x) car on n’a pas de lin
2. un(Az. unfalse) car on n’utilise pas le z.
Oui, on peut :
L. un(Az. linfalse)

2. un(Az. if = then unfalse else untrue)

Remarque 20.1 (Obligation de linéarité). On a des regles de
« bonne formation » : n(A) et n(I'). La décomposition I'; o I'y
correspond a un aiguillage.

Les types linéaires correspondent a des types substructurels. Ceci
est relié a la logique linéaire.

Lemme 20.1. > Affaiblissement. Si I' = M : A alors pour
xZdom(l)onal,z:unT+ M : A.
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> Contraction. Si I'yx : unT,y : unT = M : B alors on a
[z :unT = M|z/y] : B. Ceci n’est pas vrai avec lin.
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