Circuits booléens.

1 Définitions.

" Définition 1. Un circuit booléen est un DAG ' dont les sommets
sont étiquetés et de degré entrant 0, 1 ou 2 :
> les sommets de degré entrant 2 sont étiquetés par A ou V;
> les sommets de degré entrant 1 sont étiquetés par —;
> les sommets de degré 0 sont étiquetés par 0, 1 ou des va-
riables booléennes x4, ..., z,.

Les sommets sont appelés portes, et les sommets de degré 0 sont
des portes d’entrées.

" Définition 2. Soit C un circuit booléen avec des variables d’en-

trée x1,...,2,. BEtant donné une valuation a € {8,1}", pour
chaque porte a de C', on définit la valeur prise par « sur ’en-
trée a par :

> pour les portes d’entrées, on pose
val(z;) :==a;, val(0):=8, wval(l):=1;

> pour les autres portes, on pose
val(a Vv B) = val(a) || val(5),
— val(a A B) = val(«) && val(5),
val(—a) = not val(a).

1. Directed Acyclic Graph, un graphe orienté acyclique
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" Définition 3. Si C' n’a qu’une seule porte a de degré sortant 0,
on dit une « est porte de sortie de C, et on pose val(C') := val(«).

On peut donc dire que C calcule une fonction f : {8,1}" — {@,1}
lorsque f(a) est la valeur prise par C' sur U'entrée a.

Plus généralement, si C' a s portes de sorties, le circuit C' peut
calculer une fonction f:{0,1}" — {8,1}*.

Remarque 1. Toute fonction booléenne peut étre calculée par
un circuit : il suffit de considérer 'arbre de syntaxe de celle-ci.

Exercice 1. Donner une famille de fonctions booléennes « expli-
cites » (f)n>1 qui ne sont pas calculables par des circuits de taille
polynomiale.

Lemme 1. On a VALCIRC € P ou

Entrée. Une circuit booléen C' et a € {8,1}"

VALCIRC Sortie. Est-ce que val(C') = 1 sous 'entrée a7

Preuve. On utilise I'algorithme suivant :

1 : Calculer un tri topologique de C' (pour la boucle ci-dessous).
2 : pour toute porte a de C faire

3:  Evaluer a & I'aide des valeurs déja calculées?

4 : retourner la valeur de la porte de sortie

]

2 Simulation de machines de Turing par les cir-
cuits.

2. Par lordre topologique, on sait que les entrées de o ont déja été évaluées.
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" Proposition 1. Soit M une machine a un ruban fonctionnant en
temps 7T'(n). On peut simuler M sur les entrées de taille n par un
circuit de taille O(7T'(n)?).

Remarque 2. On peut donner la borne de O(T'(n)logT(n)) au
lieu de O(T'(n)?), méme pour des machines & plusieurs rubans.

Définition 4. Un diagramme espace-temps est un diagramme 2D
représentant ’état d’un ruban de M au cours du temps (figure 1)

t
~

4| [afefefe] [ ]

-

3 Malefefs] [ |
~

2| [alzfe]l T 1]

S
i BHAEEN
~
0 Bafefs] [ |

i

Figure 1 | Exemple de diagramme espace-temps

Preuve (Simulation par circuit). Considérons un diagramme de
taille p x p, ot p = T'(n) + 1. Par la localité du calcul, le contenu
de la cellule (i,t) ne dépend que de trois cellules sur le ruban
du dessous : celle directement en dessous, celle en dessous et a
gauche, et celle en dessous et a droite.

Définissons une variable ¢,,, qui dit « a 'instant ¢, la case ¢
contient la lettre a » pour tout a,,t. Définissions aussi ¢, ;; in-
diquant « a l'instant ¢ la machine est dans 1’état r et la téte de
lecture est sur la case 7 ».
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Comme indiqué, on peut déterminer la valeur de ces variables a
partir des valeurs de ces variables avec (1 — 1,¢t — 1), (i,t — 1) et
(i+1,t—1). Ceci nous permet d’en déduire une fonction booléenne

f:{e, 1} — {8,1}".

Cette fonction ne dépendant que des transitions de M, on en
déduit un circuit C' calculant f.

En réalisant O(T(n)?) copies de C, on obtient le circuit final.

(n)

; fo o T
L’entrée est acceptée si V=)’ guccpie,i,T(n) & POUr valeur 1. ]

Définition 5 (Famille de circuits uniforme). Soit (C,)n>1 une fa-
mille de circuits sur n variables. Cette famille est uniforme s’il
existe une machine de Turing qui, sur 'entrée 1", calcule une des-
cription complete de C), en temps polynomial. C’est-a-dire, pour
chaque porte a de C),, elle calcule

> le type de porte;
> si c’est une porte d’entrée, son étiquette;

> si ce n'est pas une porte d’entrée, les numéros des portes
en entrée de a.

Remarque 3. Si (C),),>1 est une famille uniforme, alors C,, est
de taille polynomiale en n car sa description complete est écrite
en temps polynomial.

Théoreme 1. Un langage L C {0,1}* est dans P si et seulement
si L est reconnu par une famille uniforme de circuits booléens de
taille polynomiale.

" Preuve.

> « = ». Soit L € P. Dans la preuve précédente, on
construit une famille de circuits taille polynomiale. Elle est
uniforme car il suffit d’itérer sur 7 et sur ¢, pour calculer les
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valeurs de £, et ¢, Ceci se fait en temps polynomial.

> « <= ». Pour tester si z € {0,1}" est dans L, on construit
C., (en temps polynomial), puis on évalue C,, sur = (qui se
fait en temps polynomial).

]

3 Premiers problemes NP-complets.
" Théoréme 2. Le probléme CIRCUITSAT est NP-complet ou

CIRCUITSAT Entrée. Une circuit booléen C avec n variables
Sortie. Existe-t-il a tel que C(a) =17

" Preuve.

> D’une part, CIRCUITSAT € NP avec a le certificat et VAL-
CIRC le probleme de vérification.

> D’autre part, soit L € NP. Il existe une machine de Turing
non-déterministe M fonctionnant en temps polynomial et
qui reconnait L. Soit z € {@,1}". On doit construire en
temps polynomial un circuit C, qui est satisfiable ssi z € L.

On peut simuler M sur l'entrée x par un circuit de
taille O(T'(n)?). .. mais ce n’est pas suffisant : il faut mo-
déliser le non-déterminisme.

On ajoute des variables d’entrée supplémentaires yi, . . ., yr(n)
qui modélisent les choix non-déterministes de la ma-
chine M.

On en déduit C, (construit en temps polynomial) qui si-
mule M sur Uentrée x avec les (y;); pour les choix non-
déterministes.

On a que C, est satisfiable si et seulement s’il existe une
suite de choix non-déterministes (les valeurs des y;) telle
que M accepte 'entrée z, c’est-a-dire ssi x € L.

]
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" Théoreme 3 (Cook-Levin). Le probleme 3-SAT est NP-complet

ou
3 QA Entrée. Une formule booléenne ¢ sous 3-CNF
AT gortie. La formule ¢ est-elle satisfiable 7
" Preuve.

> On a que 3-SAT € NP car on peut utiliser la valuation
comme certificat.

> On fait une réduction de CIRCUITSAT a 3-SAT. Soit C' un
circuit booléen avec des variables xz1,...,z,. Pour chaque
porte «, on crée une variable z, qui représente la valeur
prise par le porte .. On utilise I'identité (P = Q) < PV Q
pour construire les clauses qui contraignent les variables z,
a respecter le fonctionnement des portes. Par exemple :

— si @ = [ A7, on ajoute les clauses

———— —_———
BAy=a a=03 y=a

(ZgV 2y Vza), (28VZy) et (24VZy);
~— ——

— si a = BV, on ajoute les clauses

(26V 2y VZa), (Z8V2a) et (ZyV24);
—_—— N — ———

a=LVy B=a Y=o
— si @ = =3, on ajoute les clauses
(ZsV Zy) et (28V2) -
~—— —_——
a=f a=f

Enfin, on ajoute la clause z,_,. pour forcer la porte de
sortie a étre vraie.

]
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