Hiérarchie polynomiale.

" Définition 1. Etant donnée une classe de langages €, on définit

G:={ACT |T*\AcB)

" Remarque 1. Si € C €’ pour deux classes de langages 6, €',
alors on a 'inclusion co6 C co€’. De plus, on a que co(coB) = 6.

" Définition 2. Les classes >, pour i > 0, sont définies par in-
duction :
> X :=P;
> XP = NP,
On pose PH := U;»o XF.
On définit aussi |1 = coX! et = P,

" Exemple 1. On a
> XP = NPP = NP,

> TI7 = coNP,
> AP = pNP,
> 25 = NPNP,
> etc.
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En général, on a les inclusions suivantes :

>P = NP P sP
& QN < ¢
P AP AP
S S ¢ O
" = NP I I

que AL = PNP = peollP,

inclusion Al C %7

Complexité Algorithmique

@

- C PHC PSPACE

r > P P
Remarque 2. On a que A = P¥-1 = P'""1 Par exemple, on a

Les classes Al sont closes par complément. Par exemple, I'in-
clusion A C TI]" découle de la cloture par complément et de

On omet parfois I'exposant « P », mais attention, il existe une
hiérarchie similaire (avec X;, IT; et A;) en calculabilité.

Il ne reste que l'inclusion PH C PSPACE a démontrer.

" Proposition 1. On a PH C PSPACE.

> On a XF = P C PSPACE.

car NPQBY = PSPACE.
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> Supposons ©!" | € PSPACE. On a

" Preuve. On montre par récurrence sur i que Y7 C PSPACE.

NP = NP¥1 C NPPSPACE — PSPACE,
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" Proposition 2. Si P = NP alors PH = P.

Plus généralement, pour tout ¢ > 0, si

P _ P
Ei - ZiJrla

alors PH = ¥, On dit alors que « la hiérarchie polynomiale s’ef-
fondre au i-éme niveau ».

" Preuve. Supposons ¥} =XV .
On montre par récurrence que ¥} = X} pour tout j > i+ 1.
L’initialisation est vraie par hypothese. L’étape de récurrence est :

P _yP
supposons ;| = > alors

SP = NP¥-1 = NPE = 3F, = 2P

1 Caractérisation par quantificateurs.

" Théoréme 1. Un langage A est dans Y si, et seulement si, il
existe B € P et un polyndme p tel que, pour tout = € {0,1}*,

Jy, € {8, 1}
Vys € {8, 1}7™
Jys € {0, 1}P(™

r €A = :
Qiy: € {8,1}P™
<J;7y17y2; L) 7y7,> 6 B
avec une alternance de V et de 3, commencant par un 3. O

1. On note ici Q; := 3 si 7 est impair et Q; :=V si ¢ est pair.
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" Remarque 3.

1. Cette caractérisation est similaire (c¢’est une généralisation)
a la caractérisation de NP avec des certificats.

2. On peut quantifier sur des blocs de taille variables (des
chaines de tailles p;(n),p2(n),...,p;(n)). On peut aussi en-
chainer plusieurs blocs existentiels sans augmenter le ¢ (il
suffit de concaténer les chaines).

3. On pourrait aussi quantifier sur y; € {8,1}=P(.
4. On a une caractérisation similaire pour la classe I} ot on

commence par « Vy; € {8,1}P™) .
" Proposition 3. Si X' =TIV alors on a que ¥ = PH.
" Preuve. Montrons X! = 37, ;. Soit A € ¥,,. On a
r€A <= JyVys...Qir1¥iv1 (T, Y1, .-, Yiz1) € B,
avec B € P. Et, le langage
C:={(x,y1) | Yya... Qur1Yix1(z,y1,...,Yix1) € B}
est dans 117, donc dans ©I'. D’ofl, par caractérisation,

r€A <— Elyl dzy Vzy ... szz <l’,y1,Z1,...,Zi> €D,

J/

<zyy1 > eC

avec D € P. Et ainsi A est un probléeme de ! en combinant les
deux « 3 » (avec la remarque précédente). ]

" Remarque 4 (Propriétés supplémentaires).

1. La classe >! est close par réduction polynomiale, c’est-a-
dire si B € ¥ et A <p B alors A € 3V,

2. Le probléme de décision QBF-%! est ¥:-complet, ott
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Entrée. Une formule booléenne quantifiée F' avec 1
QBF-2!" | quantificateurs et commengant par un bloc existentiel
Sortie. Est-ce que F est vraie?

3. De méme, le probléme de décision QBF-II est TI}-
complet, ou

Entrée. Une formule booléenne quantifiée F' avec i
QBF-I1!" | quantificateurs et commengant par un bloc universel
Sortie. Est-ce que F' est vraie?

2 Théoreme de Karp-Lipton.
" Théoréme 2 (Karp-Lipton). Si NP C P/poly, alors ¥:5 = TIY.
" Définition 3. Un circuit booléen a s entrées décide SAT si, étant

donnée une formule booléenne F' de taille s, le circuit C' décide
si I est satisfiable.

La preuve de ce théoréme repose sur deux lemmes.

" Lemme 1. L’ensemble des (codages de) circuits qui décident SAT
est dans coNP.

" Preuve. On utilise le fait que SAT est auto-réductible’ : une
formule booléenne F'(vq,...,v,) est satisfiable si et seulement si
I'une des deux formules booléennes

F(vi,...,v,-1,8) ou F(vy,...,vp-1,1)

est satisfiable.

Un circuit C' décide SAT ssi pour toute formule F' de taille s
1. si F' n’a pas de variable, alors C(F) =1ssi F =1;
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2. si F' dépend de n > 1 variables vq,...,v, alors C(F) =1
ssi

Etant donnée F, les conditions ci-dessous peuvent étre vérifiées
en temps polynomial (car VALCIRC est dans P).

Cette caractérisation commence par un « pour toute formule » et

on considere ensuite un probleme dans P, d’ou le langage est bien
dans coNP. ]

Lemme 2. Si NP C P/poly, alors SAT peut étre décidé par une
famille de circuits booléens de taille polynomiale. O

Preuve (du théoréeme de Karp-Lipton). On suppose avoir 'inclu-
sion des classes NP C P/poly. Il suffit de montrer que T, C 3%,
En effet, avec ¢a on a que

»F = colly C coXy = II5.

Il suffit de montrer que le probleme de décision QBF-I1 est dans
Y5, Soit F' une formule booléen de taille s, alors

YuJv  F(u,v),
est équivalente a
ACVu C(F(u,-))=1 et C décide SAT,

ou C' est un circuit booléen avec s entrées. Il suffit de quantifier
sur des circuits de taille polynomiale d’apres le lemme 2. Ceci

2. self-reductible en anglais.
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est équivalent a
ICVu C(F(u,")) =1 et Vye{o,1}*®(C,y) € A,

avec A € P d’apres le lemme 1 et la caractérisation de coNP. On
en déduit que ceci est équivalent a

ACVuYy C(F(u,’))=1 e (Ciy €A

9
J/

~
vérifiable en temps polynomial

et est donc vérifiable dans 33} grace a la caractérisation par quan-
tificateurs. O
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