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Correspondance de

Curry-Howard-Lambek.
Hugo SALOU

Le format est un peu différent cette fois, mais j'espere que
caira. Ala fin de ce document, il y a des exercices qui per-
mettent de manipuler les (co)produits catégoriques. Au pro-
chain « cours », on verra la suite de cette correspondance
avec les exponentielles. Plus tard encore, on verra les pull-
backs (homotopiques), qui sont des outils importants pour
la preuve de la correspondance de Galois en HoTT.

N’hésitez pas a me dire si vous préférez ce format ou non.

1 Etendre Curry-Howard.

En partie #3, on a vu une correspondance entre types et
propositions, et entre preuves et termes (ou expressions,
ou programmes). La correspondance de Curry-Howard-
Lambek est une équivalence entre :

Logique <« Typage < Catégories
Propositions <> Types <« Objets
Preuves < Termes <> Morphismes



La premiere idée est tres formelle. On crée une catégorie
nommée Logique définie par
> objets : propositions logiques;
> morphismes : on a un morphisme de ¢ a 1 pour toute
preuve (au sens d’arbre de preuve) de ¢ + ;

> composition : si on a une preuve M de ¢ + et N de
Y + 3 alors on définit leur composée par :

N

o, P+ N M

pryY =79 wub:}E
(ONE ;

> identité : on a une preuve de @ F ¢ donnée par la
regle Ax.

Pour étre trés exact, il faudrait « simplifier » des étapes de
la preuve, cela s’appelle I'élimination des coupures (vu en Pro-
jet Fonctionnel).

Modulo des équivalences simples, on a :
M : @ —rogique ¥ ssi Mpreuvede ¢ = 1.

En général, on peut associer a une preuve de I' + @ a un
morphisme (AT) — ¢ de Logique. Par abus de nota-
tions, je noterai I' — .

Dans la suite, on va montrer que notre modele catégorique



est sympathique : on peut représenter des A et des V dans
cette catégorie.

2 Produit catégorique.

Dans Set, un produit de deux ensembles A et B est I'en-
semble

AXB=1{@ab)|acA,be B}

Cette construction a deux propriétés trés importantes :

> on peut extraire a et b d’'un élément de A X B, c’est-
a-dire, on a des fonctions

fst:AXB—>A e snd:AXB—>B;

> la construction est «la plus simple possible », dans
lesensou,silonaf:C — Aetg:C — B,alorson
a une unique fonction (f, g) : C — A X B telle que
le diagramme commute :

f C g
/ i<f,g>

Question! Pourquoi complexifier comme ¢a, avec des «il
existe un unique [..] tel que le diagramme commute »?

La réponse, c’est que 'on veut généraliser a d’autres caté-



gories, et que 'on ne parle pas d’éléments dans une catégo-
rie mais de morphismes.

Définition 1. Fixons une catégorie C, et trois objets A, B, P
de la catégorie C.

On dit que P est un produit (catégorique) de A et B si

> il existefst: P — Aetsnd: P — BdansC;

> pour tout objet Qde Cmunide f : Q — Aetg:
Q — B, ilexiste un unique morphisme(f, g) : Q —

P tel que
f 0
|
/ \L(ﬁg)
A « P
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commute.

Ici, on définit le produit, non pas par ces éléments, mais
par ces propriétés. Il est important de préciser que :le pro-
duit de A et B rlexiste pas forcément, et s’il existe, il nest
pas nécessairement unique mais...

Exercice1. Leproduitde A et B, s'il existe, est unique aisomorphisme
pres. On s'autorisera donc a écrire A X B.

Dans la catégorie Logique, le produit a un sens impor-
tant : c’est le « ET » logique! En effet, pour ¢ et ¢ deux for-
mules :

> onaunepreuvedep AV F@etdep A+ Y;



> c’estla«plus petite » proposition vraie ssi @ et ¢ sont
vraies, c'est-a-diresid F petd F Yalors S F p A Y
et cette preuve est unique.

Maintenant, dans une catégorie posétale (P, <), le produit
est exactement le maximum de deux éléments.

Dailleurs, I'unicité du morphisme (f, g) est vraie, en consi-
dérant les deux objets comme des « boites noires ». En ef-
fet, dans des cas particuliers, on peut construire plusieurs
morphismes.

Quelques exercices pour manipuler un peu plus les pro-
duits...

Exercice 2. Montrer que, si le produit A X (B X C) existe, alors
(A X B) X C aussi, et les deux sont canoniquement isomorphes.

Exercice 3. Montrer quesi A X Cet B X D existent, et que l'on a
f:A— Betg:C — D,alorsilexiste un unique

fxg:AXC—-BxD

tel que le diagramme suivant commute

A —— A><C C
l i l
B «—— BXD—)D

snd



Montrer que, si C posseéde tous les produits de deux éléments, alors
-xg:C->C et fx-:C->C
sont des foncteurs.

Ensuite, on peut s'intéresser a des exemples dans certaines
catégories.

Exercice 4 (Programmes OCaml). On définit OCaml, la caté-
gorie des programmes OCam| par :

> objets: typesOCaml A, B, . . .;

> morphismes : fonctions (pures) calculables A — B;

> composition : composition usuelle;

> fdentité : fonction identite.

Montrer que OCaml possede tout produit de deux types. Refaire,
dans le cas particulier de cette catégorie, une preuve de ['exercice 2.

Exercice 5 (Monoides, Croupes). On considere Group, la caté-
gorie des groupes, et Monoid la catégorie des monoides. Montrer
que le produit de deux groupes (resp. de deux monoides) existe et
correspond au produit catégorique dans Group (resp. Monoid).

3 Coproduit catégorique.

Le coproduit est le dual du produit, on'obtient en inversant
le sens des fleches dans la définition du produit.

Définition 2. Fixons une catégorie C, et trois objets A, B, C



de la catégorie C.

On dit que C est un coproduit (catégorique) de A et B si
> il existeinl : A — Cetinr: B — Cdans C;
> pour tout objet Dde Cmunide f : A —» Detg:
B — D, il existe un unique morphisme [f,g] : C —
D tel que

A inl C
K y

Dans la catégorie OCaml, le coproduit de deux types A et
B existe toujours et est donné par le type :

commute.

type A+ B = Left of A | Right of B,

avec quelques abus de notations (il s’agit du type Either. t).
Le morphisme [ f, g] correspond, dans OCaml, a :

let [f,g] = function Left a — f(a) | Right b — g(b).

Parfois onI'appelle le type somme (et par extension la somme
catégorique).

Sans surprise, dans le cas d'une catégorie posétale, il s’agit
du minimum de deux éléments.



Exercice 6. Montrer que dans Logique le coproduit de deux for-
mules existe toujours et correspond a l'opération «V ».

Comme pour le produit, on peut montrer les résultats sui-
vants :

> §'il existe, le coproduit est unique a isomorphisme
pres, on le note donc A + B;

> si A+ (B+C)existe, alors (A + B) + C aussi et il sont
canoniquement isomorphes;

> si C posséde tous les coproduits, alors —+ get f +—
sont des foncteurs C — C.

Un cas plus intéressant est le cas des coproduits de groupes
et de monoides.

Exercice 7. Pour deux groupes G et H que l'on écrit comme

G=(g1,---,8n ...y et H=<hy,..., hy,...),

(finis ou infinis), en supposant que G N H = 0, on définit G + H
comme le groupe engendré

<g1/ hl/ g2, hZ/ e s 8ny hn/ .- >

Ceest I'ensemble des mots finis sur G U H sans relations entre élé-
mentsde G et élémentsde H. Onl'appelle le produitlibre de G et H.

1. Montrer que G = H est le coproduit de G et H dans Group.
2. Définir, de la méme maniere, le coproduit dans Monoid.



4 Retour sur la fn-conversion.

Dans cette section, on se place dansla catégorie OCaml.

On définit 1, un type avec un unique élément noté { ) (par
exempleunitavec () : unitsonuniqueélément). Un mor-
phisme 1 — A correspond a un élément du type A (en ef-
fet, on identifie { ) > aeta).

Considérons le diagramme suivant :

Le triangle de gauche nous dit que fst {a,b) = a, et ce-
lui de droite que snd {a,b) = b. Ce sont les reégles de la -
réduction!

Ensuite, on peut appliquer ['unicité de {a, b) :

Onadoncquep = (a,byssifstp =aetsndp = b. Cestla
regle de I'n-conversion! Cette régle nous permet d'identi-
fier (fst p, snd p) avec p.



Pour le coproduit, on considere le diagramme

A inl s C < inr B
|
\ lw/ |
f D 3

On a que [f,gl(inl a) = f(a) et [f, gl(inr D) = g(b), qui
sont exactement les regles de la f-réduction (il faut imagi-
ner la construction [—, —'] comme une version tres simple

dumatch, on a donc comment évaluer ce match).

En considérant le diagramme

onaqueh = [f, g]ssih(inla) = f(a) et h(inr b) = g(b),
en appliquant 'unicité de [f, g]. C’est I'n-conversion! On
peut donc identifier [inl, inr] avec I'identité.

5 Récap’ de Curry-Howard-Lambek.

Au prochain « cours », on verra les éléments de la table ci-
apres dont je n'ai pas encore parlé.



LOGIQUE TYPAGE CATEGORIES
M preuve | M termetel | M morphisme
del'FA |queT+M:A| M:T—- A
ANB A=*B AXB
AVB A+B A+B
A=B A — B BA
T 1 1
1 0 0

Table 1 | Correspondance de Curry-Howard-Lambek
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