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Correspondance de
Curry-Howard-Lambek.

Hugo SALOU

Le format est un peu différent cette fois,mais j’espère que
ça ira. À la fin de ce document, il y a des exercices qui per-
mettentdemanipuler les (co)produits catégoriques.Aupro-
chain « cours », on verra la suite de cette correspondance
avec les exponentielles. Plus tard encore, on verra les pull-
backs (homotopiques), qui sont des outils importants pour
la preuve de la correspondance de Galois en HoTT.

N’hésitez pas àme dire si vous préférez ce format ou non.

1 Étendre Curry-Howard.
En partie #3, on a vu une correspondance entre types et
propositions, et entre preuves et termes (ou expressions,
ou programmes). La correspondance de Curry-Howard-
Lambek est une équivalence entre :

Logique ↔ Typage ↔ Catégories
Propositions ↔ Types ↔ Objets
Preuves ↔ Termes ↔ Morphismes



La première idée est très formelle. On crée une catégorie
nommée Logique définie par
. objets : propositions logiques;
. morphismes : on a unmorphisme deϕ àψ pour toute
preuve (au sens d’arbre de preuve) deϕ ` ψ ;

. composition : si on a une preuveM de ϕ ` ψ etN de
ψ ` ϑ alors on définit leur composée par :

N
ϕ,ψ ` ϑ

⇒I
ϕ ` ψ⇒ ϑ

M
ϕ ` ψ

⇒E
ϕ ` ϑ ;

. identité : on a une preuve de ϕ ` ϕ donnée par la
règle Ax.

Pour être très exact, il faudrait « simplifier » des étapes de
la preuve, cela s’appelle l’élimination des coupures (vu en Pro-
jet Fonctionnel).

Modulo des équivalences simples, on a :

M : ϕ→Logique ψ ssi M preuve de ` ϕ⇒ ψ.

En général, on peut associer à une preuve de Γ ` ϕ à un
morphisme (

∧
Γ) → ϕ de Logique. Par abus de nota-

tions, je noterai Γ→ ϕ.

Dans la suite, on vamontrer quenotremodèle catégorique



est sympathique : on peut représenter des∧ et des∨ dans
cette catégorie.

2 Produit catégorique.
Dans Set, un produit de deux ensembles A et B est l’en-
semble

A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Cette construction a deux propriétés très importantes :
. on peut extraire a et b d’un élément deA × B, c’est-
à-dire, on a des fonctions

fst : A × B→ A et snd : A × B→ B ;

. la construction est « la plus simple possible », dans
le sens où, si l’on a f : C→ A et g : C→ B, alors on
a une unique fonction 〈 f , g〉 : C → A × B telle que
le diagramme commute :

C

A A × B B

←

→

g←

→

f

←→ 〈 f ,g〉

←

→

fst

←

→
snd

.

Question! Pourquoi complexifier comme ça, avec des « il
existe un unique […] tel que le diagramme commute »?

La réponse, c’est que l’on veut généraliser à d’autres caté-



gories, et que l’on ne parle pas d’éléments dans une catégo-
rie mais demorphismes.

Définition 1. Fixons une catégorieC, et trois objetsA,B,P
de la catégorieC.

On dit que P est un produit (catégorique) deA et B si
. il existe fst : P→ A et snd : P→ B dansC ;
. pour tout objet Q de C muni de f : Q → A et g :

Q→ B, il existeununiquemorphisme 〈 f , g〉 : Q→
P tel que

Q

A P B

←

→

g←
→

f
←→ 〈 f ,g〉

←
→

fst
←

→
snd

commute.

Ici, on définit le produit, non pas par ces éléments, mais
par ces propriétés. Il est important de préciser que : le pro-
duit de A et B n’existe pas forcément, et s’il existe, il n’est
pas nécessairement unique mais…

Exercice 1. Le produit deAetB,s’il existe,est unique à isomorphisme
près. On s’autorisera donc à écrire A × B.

Dans la catégorie Logique, le produit a un sens impor-
tant : c’est le « et » logique! En effet, pourϕ etψ deux for-
mules :
. on a une preuve deϕ ∧ ψ ` ϕ et deϕ ∧ ψ ` ψ ;



. c’est la «pluspetite »propositionvraie ssiϕetψ sont
vraies, c’est-à-dire siϑ ` ϕ etϑ ` ψ alorsϑ ` ϕ∧ψ
et cette preuve est unique.

Maintenant, dans une catégorie posétale (P,≤), le produit
est exactement le maximum de deux éléments.

D’ailleurs, l’unicité dumorphisme 〈 f , g〉 est vraie, en consi-
dérant les deux objets comme des « boîtes noires ». En ef-
fet, dans des cas particuliers, on peut construire plusieurs
morphismes.

Quelques exercices pour manipuler un peu plus les pro-
duits…

Exercice 2. Montrer que, si le produit A × (B × C) existe, alors
(A × B) × C aussi, et les deux sont canoniquement isomorphes.

Exercice 3. Montrer que si A × C et B × D existent, et que l’on a
f : A→ B et g : C→ D, alors il existe un unique

f × g : A × C→ B ×D

tel que le diagramme suivant commute

A A × C C

B B ×D D

←→f

←

→fst

←→ f×g

←

→
snd

←→ g

←

→

fst

←

→
snd

.



Montrer que, si C possède tous les produits de deux éléments, alors

− × g : C→ C et f × − : C→ C

sont des foncteurs.

Ensuite,onpeut s’intéresser àdes exemplesdans certaines
catégories.

Exercice 4 (Programmes OCaml). On définit OCaml, la caté-
gorie des programmes OCaml par :

. objets : types OCaml A,B, . . . ;

. morphismes : fonctions (pures) calculables A→ B ;

. composition : composition usuelle;

. identité : fonction identité.
Montrer que OCaml possède tout produit de deux types. Refaire,
dans le cas particulier de cette catégorie, une preuve de l’exercice 2.

Exercice 5 (Monoïdes, Groupes). On considère Group, la caté-
gorie des groupes, et Monoid la catégorie des monoïdes. Montrer
que le produit de deux groupes (resp. de deux monoïdes) existe et
correspond au produit catégorique dansGroup (resp.Monoid).

3 Coproduit catégorique.
Le coproduit est le dual duproduit, on l’obtient en inversant
le sens des flèches dans la définition du produit.

Définition 2. Fixons une catégorieC, et trois objetsA,B,C



de la catégorieC.

On dit queC est un coproduit (catégorique) deA et B si
. il existe inl : A→ C et inr : B→ C dansC ;
. pour tout objet D de C muni de f : A → D et g :

B→ D, il existe un uniquemorphisme [ f , g] : C→
D tel que

A C B

D

←

→f

←

→
inl

←→ [ f ,g]

←

→inr

←

→ g

commute.

Dans la catégorieOCaml, le coproduit de deux typesA et
B existe toujours et est donné par le type :

type A + B = Left of A | Right of B,

avecquelques abusdenotations (il s’agit du type Either.t).
Le morphisme [ f , g] correspond, dansOCaml, à :

let [ f , g] = function Left a -> f (a) | Right b -> g(b).

Parfois on l’appelle le type somme (et par extension la somme
catégorique).

Sans surprise, dans le cas d’une catégorie posétale, il s’agit
duminimum de deux éléments.



Exercice 6. Montrer que dans Logique le coproduit de deux for-
mules existe toujours et correspond à l’opération «∨».

Commepour le produit, on peutmontrer les résultats sui-
vants :
. s’il existe, le coproduit est unique à isomorphisme
près, on le note doncA + B ;

. siA+ (B+C) existe, alors (A+B)+C aussi et il sont
canoniquement isomorphes;

. siC possède tous les coproduits, alors−+ g et f +−
sont des foncteursC→ C.

Uncasplus intéressant est le casdes coproduitsdegroupes
et de monoïdes.

Exercice 7. Pour deux groupes G et H que l’on écrit comme

G = 〈g1, . . . , gn, . . .〉 et H = 〈h1, . . . , hn, . . .〉,

(finis ou infinis), en supposant que G ∩ H = ∅, on définit G ∗ H
comme le groupe engendré

〈g1, h1, g2, h2, . . . , gn, hn, . . .〉.

C’est l’ensemble des mots finis sur G ∪ H sans relations entre élé-
ments deGet éléments deH.On l’appelle le produit libre deGetH.

1. Montrer que G ∗H est le coproduit de G et H dans Group.
2. Définir, de la même manière, le coproduit dans Monoid.



4 Retour sur laβη-conversion.
Danscette section,onseplacedans la catégorieOCaml.

On définit 1, un type avec un unique élément noté 〈 〉 (par
exemple unit avec () : unit sonuniqueélément).Unmor-
phisme 1→ A correspond à un élément du typeA (en ef-
fet, on identifie 〈 〉 7→ a et a).

Considérons le diagramme suivant :

1

A A × B B

←

→

b←

→

a
←→ 〈a,b〉

←

→

fst

←

→
snd

.

Le triangle de gauche nous dit que fst 〈a, b〉 = a, et ce-
lui de droite que snd 〈a, b〉 = b. Ce sont les règles de la β-
réduction!

Ensuite, on peut appliquer l’unicité de 〈a, b〉 :

1

A A × B B

←

→

b←

→

a

←→〈a,b〉←→

p

←

→

fst

←

→
snd

.

On a donc que p = 〈a, b〉 ssi fst p = a et snd p = b. C’est la
règle de l’η-conversion! Cette règle nous permet d’identi-
fier 〈fst p, snd p〉 avec p.



Pour le coproduit, on considère le diagramme

A C B

D

←

→f

←

→
inl

←→ [ f ,g]

←

→inr

←

→ g

.

On a que [ f , g](inl a) = f (a) et [ f , g](inr b) = g(b), qui
sont exactement les règles de la β-réduction (il faut imagi-
ner la construction [−,−′] comme une version très simple
du match, on a donc comment évaluer ce match).

En considérant le diagramme

A C B

D

←

→f

←

→
inl

←→h

←→[ f ,g]

←

→inr
←

→ g

,

on a que h = [ f , g] ssi h(inl a) = f (a) et h(inr b) = g(b),
en appliquant l’unicité de [ f , g]. C’est l’η-conversion! On
peut donc identifier [inl, inr] avec l’identité.

5 Récap’ de Curry-Howard-Lambek.
Au prochain « cours », on verra les éléments de la table ci-
après dont je n’ai pas encore parlé.



logique typage catégories
M preuve M terme tel Mmorphisme
de Γ ` A que Γ `M : A M : Γ→ A

A ∧ B A ∗ B A × B
A ∨ B A + B A + B
A⇒ B A→ B BA

> 1 1
⊥ 0 0

Table 1 Correspondance de Curry-Howard-Lambek


	Étendre Curry-Howard.
	Produit catégorique.
	Coproduit catégorique.
	Retour sur la βη-conversion.
	Récap' de Curry-Howard-Lambek.

