Propriétés « observables ».

La terminologie « propriété observable » n’est pas utilisée dans la lit-
térature, mais c’est en réalité la compacité.

Remarque 1 (Rappel). Si f: X — Y alors

hATp(X) = p(Y),
ou fy est 'image directe, et f*® est 'image réciproque.

Ainsi, f* : p(Y) — o(X) préserve les intersections (i.e. si § C
o(Y) alors on a quef*(NS) = Nges [°(9))-

De plus, f* préserve les unions car f* - f, : p(Y) — p(X) ou

forp(X) — oY)
Ar— B CY | f(B) C A}

Définition 1. Soient (X,QX) et (Y,QY) deux espaces topolo-
giques. Une fonction f : X — Y est continuesi f* : p(Y) — p(X)
se restreint en une fonction f*: QY — QX autrement dit

YV e QY, feV)y={zeX| f(x) e V} € QX).

On définie ainsi une catégorie d’espaces topologiques.

Un homéomorphisme f : X — Y est une bijection continue telle
que
Ly - X

_1/6'_



Hugo SALOU — M1 ENS LYON Semantics and Verifications

est continue.'

Lemme 1. Une fonction f : 3¥ — I'“ est continue si et seulement
si

Va € X%, Vn € N, dk € N,V[ € 3¢,
B(0)...5(k) = a(0)...a(k)

Autrement dit, f est continue ssi on peut déterminer une partie
finie de sa sortie a partir d'une partie finie de son entrée.

Soit P C ¥¥, et on définit la fonction caractéristique de P :
xp: 2 —2={0,1}

1 siaeP
o +— .
0 siagP

Avec Q2 = p(2) = {0,{0},{1},{0,1}} (ce qui est cohérent avec 'idée
que 2 représente les booléens), on a que yp est continue ssi

> xp{0} = X“\ P est un ouvert;
> xp{1} = P est un ouvert.
On arrive donc a la notion de clopen.
Définition 2. Soit (X,Q2X) un espace topologique. Une par-

tie P C X est clopen (ouvert fermé en frangais) si P et X \ P
sont ouverts.

LCe n’est pas évident : par exemple, il y a une bijection [0,1] — $! (ou $! est le
cercle unité de IR2) continue mais la réciproque ne ’est pas.
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Remarque 2. 1. On a 0 est clopen, et que, si A et B sont
clopen alors AU B est clopen.

2. On a X est clopen, et que, si A et B sont clopen alors AN B
est clopen (dual du point précédent).

3. Si A est clopen alors X \ A est clopen.

Exemple 1. Soit u € ¥*, on a que ext(u) est ouvert. Mais, on a
aussi que X¢ \ ext(u) est ouvert :

3¢\ ext(u) = | J{ext(v) | v # u et length(v) = length(u)}.

Remarque 3. Sur (X¢,Q%%), tous les ext(W) ou W C ¥* est
fini sont clopen. La réciproque est fausse, comme le montre le
lemme suivant.

Lemme 2. Si X est infini et a € X, alors

¥\ ext(a) = |J ext(b)

¥3b#a

est clopen mais pas de la forme ext(W') avec W fini.

1 Compacité.

Définition 3. Soit (X, QX) un espace topologique.

1. Une partie A C X est compacte si, pour toute famille
(Vi)ier € QX! telle que A C U;e; Vi, il existe J C 1 fi-
ni tel que A C U;es V.

2. On dit que (X,QX) est compact si X est une partie com-
pacte.
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Remarque 4 (Non-exemple). Si ¥ est infini alors ¥* n’est pas

compact :
3¢ = | ext(a).
acx

Proposition 1. Si ¥ est fini alors X est compact.

Preuve. On procede a I'aide du lemme de K6nig. Supposons que
¥ = Uier U; ou U; € Q%% On a que U; = ext(V;) pour un
V; C ¥* (en général, V; est infini). Soit V' = U;c; Vi C ¥*, et on
vérifie que ext(V') = X¢. Pour chaque n € N, on définit W,, C X"
par récurrence :

> On pose Wy :={e} sie € V et W := () sinon.

> On pose

Wit = {u eV } u n’a pas de préfixe dans Uy<,, Wi }

On pose enfin W = ey Wy On a que ext(W) = ext(V) (car,
pour tout v € V, il existe w € W tel que w C v), et W est
« prefix-free » (c’est-a-dire que, pour w,w’ € W, on a w € w' ssi
w #£w).

Si W est fini alors on s’arréte.

Par I’absurde, supposons W infini, et posons 1" = Pref(W) qui
est un arbre par définition. L’arbre T est & branchement fini (car
¥ est fini), et 7" est infini (car W l'est) Par le lemme de Kénig,
il existe un chemin infini 7 € 3¢ dans 7. Comme %% = ext(WV),
il existe u € W tel que u C m. De plus, il existe a € ¥ tel que
ua C 7 et donc ua € T = Pref(W).

On arrive a une contradiction car u € W et W est prefix-free. [

Corollaire 1. On a que X* est compact ssi X fini. [
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Lemme 3. Si (X,XX) est compact et C C X est fermé alors C'

est compact.

Preuve. L’idée est que si C C U;e; Vi alors X C (X \C)UU;e; Vi
[]

Corollaire 2. Si X est fini alors A C ¥ est clopen ss’il existe
W C ¥* fini tel que A = ext(IV). O

2 Espace Hausdorff.

Définition 4. On dit que (X, QX)) est Hausdorff (ou Ts) lorsque,
pour tout x # y € X, alors il existe U,V € QX tels que

unv=>0 relU e yeV.

Exemple 2. L’espace (3¢, Q¥%) est Hausdorff. Soient o # . 1l
existe u C av et v C 3 tels que ext(u) N ext(v).

(On peut choisir u = pa(length(p)) et v = pB(length(p)) ol p est
le plus long préfixe commun & « et 3.)

Proposition 2. Si (X,Q) est compact Hausdorff et C C X est
compact alors C' est fermé.

Preuve. Soit C' C X est compact et x € C. Pour tout y € C, il
existe Uy, V,, tels que U, NV, =0 et € U, et y € V,.. Donc, on
a C C UyecVy. Comme C' est compact, il existe yi,...,y, € C
tels que C C V,,, UV, U---UV,, . Onaquez € U, U---UU,, =:
UeQX.Et,UCX\Ccar,UN(V,U---UV,)=0. O

Corollaire 3. Si (X, QX) est compact Hausdorff et C' C X,

C compact <= (' fermé.
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