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|l.Introduction.

Let us give precisions on the terms in the name of the course, and in the broader space
of semantics and verifications.

Verification. Formal techniques to ensure the correctness software or hardware of sys-
tems.

Model Checking. “Automatic” checking of the correctness by means of exhaustive ex-
ploration.

Exemple 1.1. Consider a program that is 10 lines long, contains 3 booleans variables
and 5 integers variables in the range {0,...,9}. The number of states for this program
is:

10 x 2° x 10° = 8000 000.

The real issue with the state exploration problem is the factor 10°, coming from the use
of 5 integers.

Exemple 1.2. Consider a server and n clients. Clients can make requests to the server
and the server can answer a client. The specification of this server should include the
following:

> Each client which makes a request is eventually answered.
> We abstract away from precise quantitative constraints.

We will sometimes reason about an infinite amount of executions. For example, if some
client makes infinitely-many requests (then it’ll have infinitely-many answers). Infinite
sequences are represented by w-words, i.e. infinite words indexed by IN. Thus, w-words
on some alphabet ¥ are functions IN — . We will denote ¥ the set of those infinite
words on the alphabet 3.

If |3| > 2, then the set 3 is uncountable.

This course will cover the following;:

> Transition systems;

> Linear-time properties;

> Topology;

> Orders and Lattices;

> Linear Temporal Logic (LTL);

> Biichi automata;

> Stone duality (mostly in homework);
> Bisimilarity /bisimulation;

> Modal Logic.
- 4/59 -
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Ressources from this course include:

> the course notes (available online, non-exhaustive);

> Baier, C. and Katoen, J.-P., Principles of Model Checking, MIT Press, 2008.
Prerequisites for this course include:

> First-order logic (see my course notes for the “Logique” L3 course, in french);

> Finite automata (“FDI” L3 course).

Evaluation for this course will be in two parts: the final exam (50 %) and the homework,
in two parts (25 % each).
The tutorials will be done by Lison Blondeau-Patissier.

Il. Transition systems.

2.1 Transition systems.

Définition 2.1. A transition system is a tuple
TS = (S, Act,—,I,AP, L)

where

> S is the set of states;

> Act is the set of actions;

> — C S X Act x S the transition relation;

> I C S the set of initial states;

> AP is the set of atomic propositions;

> L: S — p(AP) = 24F s the state labelling function.

We will write s = s’ when (s, s') € —.

Exemple 2.1 (Beverage Vending Machine, BVM). We can model a beverage vending ma-
chine using a diagram like in figure 2.1. Here we have that:

> S = {pay, select, soda, beer},
> I = {pay},

> Act = {ic, 7, gb,gs}."
- 5/59 -
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Figure 2.1 | Transition system for the BVM

We can define the labels:
L(pay) =0 L(soda) = L(beer) = {paid, drink} L(select) = {paid},
with AP = {paid, drink}.

2.2 Program graphs.
The goal is to represent the evaluation of a program.

Définition 2.2 (Typed variables). > A set Var of variables.
> For each variable « € Var, consider a set Dom(z).
> Given TV = (Var, (Dom(z))zevar), we define
Eval(TV) = H Dom(z),
z€Var

the set of valuations of the form 7 : € Var — n(z) € Dom(z) (in the sense of a
dependent function type).

Définition 2.3 (Program graph). A program graph is a tuple
PG = (Loc, Act, Effect, <, Loco, go),
where
> Loc is the set of locations (lines of codes);
> Act is the set of actions;
> Effect : Act X Eval(TV) — Eval(T'V);

> — C Loc x Conditions x Act X Loc where conditions are propositional formula built
from atoms of the forms “z € D” for some variable z and some set D C Dom(z);

> Locy C Loc the set of initial locations;

> go is the initial condition.

We will write £ <2 ¢ for b, g,0,0") € —.

!The meaning of the actions are the following: ic means insert coin, gb means get beer and gs for
get soda.
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Figure 2.2 | BVM as a program graph

Exemple 2.2 (BVM as a program graph). In figure 2.2, we use
> Loc = {start, select};
> Var = {ns,nb};

> Act = {ic,nt,gs, gb,refill};

v

Loco = {start};

> go = ns € {max} Anb € {max}

>
Effect : Act x Eval(TV) — Eval(T'V)
(refill,n) — [ns — max,nb > max|
(gs,n) — nlns — n(ns) — 1]
(gb,n) — nlnb — 7 (nb) — 1]

2.3 Transition system of a program graph.
Définition 2.4. Given TV and PG a program graph, we define

TS(PG) := (S, Act,—,I,AP,L)
where
> S = Loc x Eval(T'V);
> AP = Loc U Conditions ;

> I ={(fo,n) | €o € Loco,n = go};
> — is defined by:
(S50 kg
(6,m) = (¢, Effect(av, 7)),
- /59 -
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> and L(£,n) = {£} U{g | 7 g}.

Exemple 2.3. The BVM program graph example seen in the previous example can be
transformed as a transition system thanks to the previous definition; it is shown in
figure 2.3. To simplify, we assume max = 1.

lll.Linear Time Properties.

Definition 3.1. Let ¥ be an alphabet (i.e. a set).

1. A w-word on ¥ is a function o : IN — 3. We denote X for the set of w-words on
3.

2. We define £*° := ¥ U X* the set of finite or infinite words.
3. Given 6 € ¥* and 0 € ¥°°, we say that & is a prefix of o, written 6 C o, whenever
Vi < length(6), &(i) = o(3).
4. Given o € X°°, we define
Pref(c) :={6€X" |6 Co},
which we extend to sets of words: for £ C X*°,

Pref(E) := U Pref(o).

o€l

Remark 3.1. > The prefix order C on £* is generally' a partial order: there are
u,v € X" such that u € v and v Z w.

> Given o € ¥*°, the prefix order C on Prefix(o) is a linear (or total order).

3.1 Linear-time properties.

Let AP be a set of atomic propositions.

Definition 3.2. A linear-time property (sometimes written LT property) on AP is a set
P g (2AP)w.

The idea is that a linear-time property A : N — specifies, for each i € IN, a set
o(i) C AP of all atomic propositions are assumed at time 7.

2AP

Example 3.1. For the Beverage vending machine (shown in figure 3.1), we can have the
following linear-time properties:

L As long as the alphabet has at least two letters.
- 8/59 -
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refill

start,ns = 1,nb =1

refill refill

select,ns =1,nb=1

start,ns = 1,nb =0

refill start,ns = 0,nb =1

ic ic

select,ns = 0,nb = 1 select,ns = 1,nb =0

start,ns = 0,nb =0

Figure 2.3 | Transition system of the BVM program graph

=

{paid, drink } {paid} {paid, drink}

Figure 3.1 | Transition system for the BVM with labels
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{paid, drink} {paid} {paid} {paid, drink}

Figure 3.2 | Transition system for the alternative BVM

> {o € (227)¥ | Vn € N, drink € o(n) = 3k < n,paid € o(k)},

> {o € (2*7)¥ | Vn € N, #{k < n | drink € o(k)} < #{k < n | paid € o(k)}},
> {o € (287)¥ | (3%, paid € o(i)) = (3¢, drink € o(t))},

> {o € (287)¥ | (V°t, paid € o(t)) = (V*°t,drink & o(t))}.

Remark 3.2. The notations 3°° and V*° are “infinitely many” and “ultimately all” quan-
tifiers:

> 3°°t, P(t) is, by definition, VN € IN,3¢t > N, P(t);
> V°°t, P(t) is, by definition, 3N € IN,V¢ > N, P(t).

Definition 3.3. A (finite or infinite) path in T'S is a finite or infinite sequence ™ = (s;); €
5 which respects transitions: for all i, we have s; = s,41 for some a € Act.

A path 7 = (s;); is initial if so € 1.

Definition 3.4 (Trace). 1. The trace of a path m = (s;); is the (finite or infinite) word

L(m) := (L(s:)), € L™.

2. We define
> Tr(TS) := {L(x) | 7 is a finite or infinite path in T'S};
> Tr*(T'S) := {L(x) | 7 is a infinite path in T'S};
> Tran(T'S) := {L(w) | 7 is a finite path in T'S}.

Definition 3.5 (Satisfaction of a LT property). We say that a transition system 7'S over
AP satisfies a LT property P on AP, written T'S & P, when Tr*(T'S) C P.

Example 3.2. The BVM satisfies all the properties from example 3.1.

Example 3.3. We use a different transition system BVM’ to model the beverage vending
machine, as seen in figure 3.2. The two transition systems are equivalent in the sense

that:
T (BVM') = Tr* (BVM),

so, for any LT Property P C (2F)%,
BVM' kP iff BVMR P

We have a very simple result, which we will (probably) prove in the tutorials.
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Proposition 3.1. Given two transition systems 7'S1 and T'Sz over AP, then the following
are equivalent:

> Tr‘“(TSl) - TI‘L‘}(T'SQ)7
> VP C (28, TS k P = TS: K P.

3.2 Decomposition of a linear-time property.

In this section, we introduce the notions of a “safety property” and a “liveness property”
such that, for any LT property P,

1. there exists a safety property Psafe and a liveness property Pliveness such that
P= Psafe N P]iveness;

2. P is a liveness and a safety property if and only if P = (24F)«.

3.2.1 Safety properties.
The idea of a safety property is to ensure that “nothing bad is going to happen.”

Definition 3.6. We say that P C (24T7)“ is a safety property if there exists a set Ppaqa C
(247)* such that
o € P < Pref(c) N Poaa = 0.

Example 3.4. Considering the examples of LT-properties from example 3.1,
> Property (1) is a safety property: we can consider
P = {6 € £* | drink € 6(n) AVi < n, paid & 6(i)},
where n is the length of 4.
> Property (2) is a safety property: we can consider

P2 = {6 € 5" | #{t | paid € 5(t)} < #{t | drink € 6(t)}}.

> Properties (3) and (4) are not safety properties: for any finite word 6 € (2F)“,
there exists o € (2*F)“ such that 4 C o and o € P.

Example 3.5 (Traffic Light). We consider a traffic light as a transition system over AP =
{G,Y,R}, as shown in figure 3.3. An example of a safety property is

Vn,Re€o(n) = n>0andY €o(n—1).

Figure 3.3 | Transition system for the traffic light
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{a} {b}

W

Figure 3.4 | Another transition system

{a}

9

Figure 3.5 | One-state transition system

3.2.2 Safety properties and trace equivalences.

Example 3.6. Consider the transition system shown in figure 3.4, a safety property P
with Phaqa = {a}*{b} is satisfied: T'S & P. This is true since Tr*(T'S) = {a}*. However,
when we consider finite (instead of infinites) traces, we have that Tran(7'S) N Poaa # 0.

Definition 3.7 (Terminal state). A state s € S of a transition system T'S is terminal if
Vs’ €S, VaeAct, s-bs.

Proposition 3.2. Let T'S be a transition system without terminal states, and a safety
property P with Pyaaq the set of “bad behaviours”. Then,

TS kP if and only if Tran (T'S) N Poaa = 0.

Proof. See the course notes in §3.2.3. |

Lemma 3.1. Let T'S and T'S’ be two transition systems over AP without terminal states.
Then, the following are equivalent:

> Tran(T'S) C Tran(T'S");
> for any safety property P, T'S’ & P implies T'S | P.
Proof. > ¢ == ". This is true by the last proposition.
> “ <=". Let P be a safety property with
Phaa = (2*7)"\ Tran (T'S").

So, T'S" & P hence T'S | P by assumption. Therefore, Tran(T'S) C Tran(T'S") by
the last proposition.
O
Example 3.7. Consider the transition system T'S from figure 3.4 (example 3.6, which
has a terminal state), and the transition system T'S’ from figure 3.5. Safety properties
satisfied in T'S” are satisfied in T'S. However, Tran(T'S) € Tran(T'S’) (even though the
sets of infinite traces are equal).
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{a} {b}

TN

Figure 3.6 | A transition system with no terminal state

Example 3.8. Consider the transition system 7'S’ shown in figure 3.7 (page 14) and T'S
the transition system shown in figure 3.6. The transition system 7'S’ has terminal states
and T'S does not. However, we have that

Tran(T'S) = Tran(T'S").
We also have that
Tr¥(TS") = {a}* and Tr*(TS)={a}*U{a}" - {b}*.

Thus giving a counter example to the previous lemma if one of the transition system
has terminal states: consider a linear-time property P with the set of “bad behaviors”
as Poaa = {a} ' - {b}, then T'S" = P but T'S p& P.

The rest of the course will be done in french.
L’objectif est de trouver des conditions sur T'S et T'S’ telles que I'on ait I’équivalence
entre :

> Tr*(T'S) C Te* (T'S");
> pour toute propriété de stireté P, T'S’ | P implique T'S k= P.
On commence par trouver des conditions sur T'S et T'S” telles que 1’on ait I’équivalence :
Te?(TS) C Tr*(TS") <= Tran(TS) C Tran(TS").

Pour que lon ait « = », il est nécessaire que T'S soit sans état terminal. En effet, si
TS est sans état terminal, alors pour tout 6 € Tran (T'S), il existe o € Tr* (T'S) tel que
g Co.

Dans l'autre sens, supposons que Trn (T'S) C Tran (T°S"). Soit o € Tr¥(T'S). Alors, pour
tout 6 C o, on a & € Tran(TS) C Tran(TS'). Ainsi, pour tout n € IN, on a qu’il existe
un chemin 7" := (7}");<n initial dans T'S’ tel que L(7™) = o(0)...o(n).

Exemple 3.1. On considére T'S comme celui représenté en figure 3.6 et TS’ comme
représenté en figure 3.8. On a que

Tran(TS) = Tran(TS") = {a}* U {a} T {b}*,

et
T (TS) = {a}* U{a} " {b}* # {a} "{b}* = Tt*(T'S").
Dans notre cas, on a {a}" C Tran(7'S’) mais on n’a pas {a}* C Tr*(T'S").

Définition 3.1 (Branchement fini). Un systéme de transition T'S = (S, Act,—, I, AP, L)
est & branchement fini si

1. I est fini;

2. pour tout s € S, I'ensemble {s’ | 3o € Act, s = s’} est fini.
~ 18/59 -
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{a} H&{a} H&{a} H%{a} H&{a} H(%{a}

w Oy Oy Omr Oy Ofb

Ofb} Ofb} Ofb} Ofb} Ofb}

Ofb} Ofb} Ofb} Ofb}

Ot} Oty Ofby

Oty Oto}

Otp}

Figure 3.7 | An infinite transition system
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{a} =0t =0 =0 =0 —0Ofa

w O O O Oy Of

?{b} O O Oy Ot

%{b} Ofa} Ofa} Ofay

%P{b} Ofa} Ofay

%?{b} Ofa}

%?{b}

Fig. 3.8 | Un systéme de transition infini
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Fig. 3.9 | Arbre {e} UN sur N

Interlude. Le lemme de Konig.
Définition 3.2. Soit A un ensemble.

1. Un arbre sur A est un ensemble T' C A* clos par préfixe, c’est-a-dire que si u € T’
alors pour tout préfixe v Cu,onav e T.

2. Un chemin infini dans un arbre ' C A* est un mot m € A“ tel que, pour tout
neN, 7(0)...7(n) €T.

3. Un arbre est & branchement fini si, pour tout u € T, ’ensemble {ua | a € A et ua €
T} est fini.

Remarque 3.1. Si A est fini, alors tout arbre sur A est & branchement fini.
Aussi, si T est fini alors T' n’as pas de chemin infini.

Exemple 3.2. Avec T C IN* défini par T = {e} UNN alors T est sans chemin infini et a
branchement infini (figure 3.9).

Lemme 3.1 (Lemme de Kénig). Si T' est un arbre infini et & branchement fini alors T" a
un chemin infini.

Preuve. Soit T'C A* un arbre infini & branchement fini. Si w € T on note T [ u 'arbre
{veT|uCvouv Cu}

Onremarqueque T'=T [eet T [u= UaeA waer I T ua. Alors, comme que T est infini
et T = UaeAnT T | a, par e lemme des tiroirs infini, il existe a € ANT tel que T [ a est
infini. On a donc
Tia= |J Tlab
bEA abeT
Par induction sur n € IN, on définit ao, ...,an € A (en étendant) tel que ag...an € T et
T | ao...an est infini. On obtient donc m = (a;):en qui est un chemin infini dans 7. O

Remarque 3.2 (Attention!). On doit manipuler un arbre!
En considérant A = {0,1} avec Tp = {0}*{1} C A*, on a que :

> Ty est infini;
> Ty est a branchement fini;
> MAIS, ce n’est pas un arbre.

On considére donc T' = Pref(Tp) qui est un arbre infini et & branchement fini. Alors, par
le lemme de Kénig, on a que T' a un chemin infini 7 € {0} (il n’y a qu’un seul choix
possible). Et, on a Pref(w) C T sauf que Pref(w) NTy = (.
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{c}

9

Fig. 3.10 | Un feu tricolore un peu dangereux

On peut maintenant revenir & notre objectif de caractériser les propriétés de stireté par
les traces.

Proposition 3.1. Si T'S est sans état terminal et T'S” est & branchement fini, on a que
Te¥(TS) C Tr*(TS) <= Tran(TS) C Tran(TS").
Preuve. > « = ». On l'a déja vu précédemment.

> « <= ». Supposons Trgn(T'S) C Tran(T'S"). Considérons un mot o € Tr¥(T'S).
Soit 77 C (S")* (ou S’ est 'ensemble des états de T'S’) défini par

T' = {u € (S")* | u chemin initial fini de T'S" et L'(u) C o}.

On a que T” est un arbre, qui est infini (car Tran(7'S) C Tran(7°S”). Aussi, on a que
T’ est & branchement fini car T'S” est & branchement fini. Par le lemme de Kénig,

on a que 7" a un chemin infini 7. On a aussi L'(7) = o et donc o € Tr*(T'S").
0

Corollaire 3.1. Si T'S et T'S” sont deux systémes de transitions sans états terminaux et
& branchement fini alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

> Tr*(TS) = Te¥(T'S') ;

> pour toute propriété de stireté P, T'S" | P ssi T'S | P. |

3.2.3 Propriétés de vivacité.

L’idée est de s’assurer que « quelque chose de bon peut toujours arriver ».

Exemple 3.3. Avec AP = {G,Y,R} et T'S défini comme en figure 3.10. On a que T'S
satisfait « si R & un instant donné alors Y & I'instant précédent » (on note cette propriété
Piate). Cependant T'S ne satisfait pas Pive := {o | 3°t,R € o(t)}.

Définition 3.3 (Vivacité). On dit que P C (24F)* est une propriété de vivacité si, pour
tout mot fini & € (247)*, il existe o € (27)“ tel que 6 C o et o € P.

Exemple 3.4. Avec I'exemple de la BVM, les propriétés (3) et (4) sont des propriétés de
vivacité.

Dans la suite, on montrera le théoréeme de décomposition suivant en passant au point

de vue topologique.

Théoréme 3.1. Pour toute propriété P C (24F), il existe
> Prsafe Une propriété de stireté,
> Pive une propriété de vivacité,

tels que P = Psate N Plive-
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Proposition 3.2. La propriété True := (247) C (24F)* est 'unique LT-property sur
AP qui est une propriété de siireté et de vivacité.
Preuve. > On a que True est une propriété de streté en posant I’ensemble des « mau-

vais comportements » comme Truepad := 0.

> On a que True est une propriété de vivacité car, pour tout mot fini 6 € (ZAP)*, il
existe o € (24T7)* tel que 6 C 0.

> Unicité. Soit P C (24F)* de stireté pour Poaa C (24F)*. Si P est une propriété
de vivacité alors pour tout & € Pyaq alors il existe o € P tel que 6 C o. Donc, on

a que Phaq = 00 et donc P = True.
O

IV.L’approche topologique.

Définition 4.1. Un espace topologique est une paire (X,Q2X) ot X est un ensemble et
QX C p(X) que 'on appelle ensemble des ouverts telle que

> si S Can QX alors (8 =,V € QX;
> si 8§ C QX alors US:UVESVGQX.

Remarque 4.1. On a toujours 0, X € QX avec § = J0 et X =(0.

Exemple 4.1 (Topologie sur 3 et intuition). On peut voir les ouverts comme « analogues »
aux ensembles récursivement énumérables.
On définit une topologie sur X* ou les ouverts sont ext(W) ou W C X* et ext(W) =

Uvpew ext(u) et

ext(u) ={oc € Z¥ |uC o}.
Ainsi, si on a une maniére d’énumérer W, on peut tester si u € ext(W) en temps fini,
mais il n’est pas forcément possible de vérifier que u & ext(W).

Définition 4.2. Soit (X,QX) un espace topologique. Alors, on appelle fermé un sous-
ensemble C C X tel que X \ C € QX.

Remarque 4.2. On a donc que @) et X sont toujours fermés.
Remarque 4.3. L’ensemble des fermés sur (X, QX) est stable par
> intersections arbitraire;

> unions finies.

Ce sont les « duales » des propriétés de stabilité des ouverts.

Avec quelques manipulations « simples », on peut arriver a la caractérisation suivante.
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Lemme 4.1. Soit (X,QX) un espace topologique.
> On a que A C X est un ouvert ssi Vo € X on a ’équivalence suivante

r€EA < WVeQX, ze€UCA.

> On a que A C X est un fermé ssi Vx € X on a I’équivalence suivante
€A = VUENX, (zeU = ANU#0).
Lemme 4.2 (Avec 3¢). > Sur ¥, on a que A C X est ouvert ssi Vo € X, on a
I’équivalence suivante

o€ A < 36 Coext(6) C A

> Sur X*, on a que A C X¢ est fermé ssi Vo € ¥, on a I’équivalence suivante
cEA & V6 Coext(6)NA#£0,
autrement dit,
ext(c(0)...o(n))NA#0
c€A < VYneN, ﬁ
V6 Co,368 26,8 € A.

Exemple 4.2. L’ensemble {a}* est un fermé mais pas un ouvert. En effet, si 6 C a* alors
6 = a", mais, si |3] > 2,
ext(a”) € {a“}.

Corollaire 4.1. Une propriété P C (ZAP)“’ est de stireté ssi P est un fermé.

Preuve. L’idée est que ext(Ppad) est un ouvert et que
P = (2*F)“\ ext(Poaa).
|
Proposition 4.1 (Cléture). Soit A C X ot (X, QX) est un espace topologique. Alors,

A= ﬂ C

ACC ot C fermé
est un fermé.
Remarque 4.4. On a que A est un fermé ssi A = A.
4.1 Théoreme de décomposition.
Définition 4.3. Pour (X, QX) un espace topologique, on dit que A C X est dense si

YVUeNX, U#0) = UNA#0.
Exemple 4.3. Une partie A C X% est dense ssi
Yu € 8% ext(u)NA#0,

autrement dit, pour tout mot fini v € ¥*, il existe o € 3“ qui étend u (i.e. u C o) et
tel que o € A.
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Lemme 4.3. On a que P C (2AP)“’ est une propriété de vivacité ssi P est dense.

Théoreme 4.1 (Décomposition). Soit (X, 2X) un espace et A C X. Alors il existe C C X
un fermé et D C X dense tel que
A=CnD.

Preuve. On pose C' := A et D := AU (X \ A). Ainsi, on a bien que A =CnND. On a
aussi que C est fermé. Montrons que D est dense.

Soit U € QX non vide. SiUNA = @ alors A C X \ U, qui est un fermé. Donc A C X \U
et UC X\ A O

4.2 Bases.

Définition 4.4. Soit X un ensemble et B C p(X) tel que B est stable par intersections
finies. Alors,

Q= UBi VieI,Bi€RB
el

est une topologie sur X et 9B est appelée base de €. Autrement dit, on a défini

Q::{U@(gg%}.

Lemme 4.4 (Quelques propriétés). > Siu C v alors ext(v) C ext(u).

> Si|X]| > 2 et ext(v) C ext(u) alors u C v.
(Attention & la contravariance!)

> Pour u,v € ¥*, on a

ext(v) siuCw
ext(u) Next(v) = < ext(u) sivCu

0 sinon.

Remarque 4.5. Sur X*, on a que pour tout ouvert U, il existe W C ¥* tel que U =
UveW ext(v). Avec le lemme précédent, on a que 23 a pour base

{ext(u) | u € T} U {0}.

Remarque 4.6. On a ext(e) = Z¢.

Remarque 4.7. L’ensemble X% est un espace métrique complet pour la distance
d: 3 x 2 —[0,1]

0 sia=p
o, f— .
g {1/2"‘1""‘“(”#‘3(") sinon.

On a que d(«,v) < max (d(a,,@’)7 d(ﬂ,'y)).
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V.Ordres partiels et treillis.

5.1 Ordres partiels.

Définition 5.1. Un ordre partiel (ou poset en anglais) est une paire (P, <) ot < est une
relation binaire sur P telle que

> (reflexivité) Vo € Px < x;
> (transitivité) Vo, y e Pa <y = y<z = x < z;
> (antisymétrie) Ve, y e Pr <y — y<zx = z=y.

Un préodre est une relation binaire reflexive et transitive.

Exemple 5.1. On donne quelques exemples de poset :
1. (p(X), C), 'inclusion dans les parties de X
2. (X, C), l'inclusion dans les ouverts de X
3. (X%, Q), la relation préfixe dans les mots sur ¥
Attention, dans les trois exemples, il existe deux éléments u, v ou
udv et vLu.
Définition 5.2 (Dual). Soit (P, <) un poset. Le dual de P est (P, <) := (P,>) ou
a>b <= b<a.

Définition 5.3 (Fonction (anti)monotone). Soit (P, <p) et (L, <) deux posets. Une fonc-
tion f: P — L est monotone si pour tout a,b € P on a

a<p b = f(a) <r f(b)

On dit que f: (P, <) — (L, <) est antimonotone si f : (P,a>) = (P,<p)°® — (L,<r)
est monotone, autrement dit pour tout a,b € P on a

a<pb = fla) 2L f(b).
5.2 Treillis complet.
Définition 5.4. Soit (4, <) un poset et S C A.
> Un upper bound de S est un élément a € A tel que Vs € S, s < a.

> Un least upper bound (lub, join ou sup) de S est un upper bound a € A de S tel
que, pour tout upper bound b € A de S, on a a <b.

Par dualité, on a les définitions suivantes.

> Un élément a € A est un lower bound de S ssi a est un upper bound de S dans
A°P,
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> Un élément a € A est un greatest lower bound (glb, meet, inf) de S ssi a est un
least upper bound de S dans A°P.

On note \/ S le least upper bound de S. On note A\ S le greatest lower bound de S.

Exemple 5.2. Soit S C p(X) alors le least upper bound de S dans (p(X),C) est |JS €
©(X). Le greatest lower bound de S dans (p(X), C) est (]S € p(X).

Exemple 5.3. Soit S C QX alors le least upper bound dans (QX,C) est [ JS € QX. Le
greatest lower bound dans (X, C) n’est pas évident. En effet,

{ext(a™) | n € N} C Q%
mais [,y ext(a”) = {a¥} € QZ“.

Exemple 5.4. Dans (X*, C) (la relation « préfixe de »), une partie S C 3* n’a pas forcé-
ment de sup.

Définition 5.5. Un poset (L, <) est un treillis complet si
> tout SC Launsup \/S€EL;
> tout SC Launinf AS€L.

Remarque 5.1 (Unicité du lub/glb). Par antisymétrie, si a et b sont deux least upper
bound (ou greatest lower bound) alors a = b.

En conséquence on a que tout treillis complet a
> un plus petit élément L :=\/0 € L;
> un plus grand élément T := A0 € L.

Remarque 5.2 (Non-exemple). Le poset (X*, C) (avec la relation « préfixe de ») n’est pas
un treillis complet, car il n’a pas de plus grand élément T.

Exemple 5.5. Le poset (p(X), C) (avec la relation d’inclusion ensembliste) est un treillis
complet.

Lemme 5.1. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un poset (L, <) :
1. (L, <) est un treillis complet ;
2. tout SC Launsup\/SeL;
3. tout SC Launinf AS€L;

Preuve. Pour montrer 'implication « 2. = 3.», on peut définir

vscr, A\S=\/{b|vseSb<s),

et montrer que c’est bien un inf. |
Exemple 5.6. En revenant sur (2X, C), c’est un treillis complet dont I'inf de S C QX

est
As=veax|vensy

1l s’agit de (S qui est Iintérieur de [ S.
Par exemple, dans (2X“,C), on a

Nfext(@) [ n e N} = f;T} =0.
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5.3 Opérateur de cloture.

Définition 5.6. Soit (A, <) un poset. Un opérateur de cloture suer (A, <) est une fonction
c:A— A

telle que
> ¢ est monotone;
> ¢ est « expansive » : pour tout a € A, a < ¢(a);
> ¢ est idempotent : c(c(a)) = ¢(a) pour tout a € A.
Exemple 5.7. Soit (X, QX) un espace topologique. Alors
P(X)2 A A€ p(X)

est un opérateur de cloture sur (p(X), C).

Lemme 5.2. Soit ¢ un opérateur de cloture sur (L, <). On pose

L°:={a€ L|c(a) =a}.

acimc

Si (L, <) est un treillis complet alors (L¢, <) est un treillis complet avec

L¢ L
VS C L¢, /\S:/\S.

Exemple 5.8. Pour (—) : p(X) = p(X) ol (X, QX) est un espace topologique, on a

(p(X))) = {F € p(X) | F fermé}.

Dans ce treillis complet :

AF=(F e \/ 7=

ou F est un ensemble de fermés.

=

5.4 Connexion de Galois.
Définition 5.7. Considérons deux posets (A, <4) et (B,<p). Une connezion de Galois
g - f:A— B est une paire (f,g) de fonctions :
f:B—= A et g:A— B
telle que
g(a) < b <= a <a f(b).

Exemple 5.9. Soit f : X — Y une fonction. On possede deux «lifts» de f sur les
powersets :

p(X) — p(
A — Af
- 28/59
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pY) — oX)
B {xeX\f(x)eB}

> le lift contravariant f° :
On a que fi - f*. En effet, pour tout A € p(X) et B € p(Y),
fillA)CB <= Vze X, (e € A = f(z)€B)
<~ AC f*(B).
Exemple 5.10. Soit ¥ un alphabet. On a, d’une part,

Pref : p(2%) — ()
Ar—{6e€X" |Jo € A6 Co}.

UO‘EA Pref(o)

D’autre part, on a
cl: p(E7) — p()
W+ {o € ¥ | Pref(c) C W}.
Attention, ce n’est pas le cl vu en TD. On a que
Pref(—) 4 cl(—).
Lemme 5.3. > Sig-dfetg - falorsg=g.
>Sig-fetgf alors f=f.

> Si g f alors g et f sont monotones.
Preuve. Vu en TD. O
Dans g - f, on dit que

> g est un adjoint d gauche de f;
> f est un adjoint da droite de g.

Lemme 5.4. Si g f: (A, <a) — (B, <p) alors
fog: AL B LA

est un opérateur de cloture sur (A, <4).”

Preuve. Vu en TD. O
Exemple 5.11. Pour Pref(—) d cl(—) : p(£) — p(£¥), le lemme précédent nous donne
l'opérateur de cléture
clo Pref : p(3%) — (=)
A+— {o € ¥ | Pref(o) C Pref(A)}

(c’est le cl(—) vu en TD) est la cldture topologique pour (X%, QX).

1On note habituellement f* et non f®, mais vu qu’on utilise souvent « * » dans le cours, on change
de notation.
2 Attention & ne pas se tromper sur le sens de la composition !
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Remarque 5.3. En particulier, A C X% est un fermé si et seulement s’il existe un arbre
T C ¥* tel que
A ={r € ¥ | 7 chemin infini dans T}.

On a que cl o Pref(A) qui est un arbre sur 3.

Corollaire 5.1. > Une propriété P C (24F)% est de stireté si et seulement si on a

P = cl(Pref(P)).

2AP)w —

> Une propriété P C (22T)% est de vivacité si et seulement si on a (
cl(Pref(P)).

Preuve. (Déja) vu en TD. Ceci correspond exactement au fait que

> P est de siireté ssi P est fermé dans (X%, QX%);

> P est de vivacité ssi P est dense dans (X%, Q¥%);

> clo Pref est exactement (—) dans (3¢, QX%).

O
Proposition 5.1. Une propriété P C (24F)* est de vivacité si et seulement si Pref(P) =
(2AP)*.
Preuve. En effet, par adjonction (connexion de Galois), on a
(2%7)* = Pref((2%7)¥) C Pref(P) <= (2*7)* C cl(Pref(P)).
O

Quelques propriétés des connexions de Galois.
Lemme 5.5. Soit g 4 f : A — B une connexion de Galois.

1. pour tout S C A tel que \/ S € A alors g(\/ S) =\ 9:(9);
2. pour tout S C B tel que A\ S € B alors f(AS) = A £i(S).

Remarque 5.4. Dans le lemme précédent, il est important de remarquer que 1’on a une
implication « cachée » : \/ S existe dans A implique \/ ¢1(S) existe dans B (et idem pour

A et ).

Lemme 5.6. Soient (A, <a) et (B, <p) deux treillis complets.

1. Si g: A — B préserve les sups (i.e. g(\/S) =\ 91(9)) alors il existe une fonction
f: B — Atelle que g - f. Cette fonction est :

F0) = \/{ae Al g(a) <5 b}.

2. 8i f: B — A préserve les infs alors il existe une fonction g : A — B telle que
g - f. Cette fonction est :

g(a) = \{be B|a<a f(O)}.
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Exemple 5.12 (Algebres de Heyting compleétes). Soit (L, <) un treillis complet. Soit a € L.
On a une fonction

—ANa:L— 1L
br—>b/\a:/\{a,b}.

On dit que (L, <) est une algébre de Heyting compléte si, pour tout a € A, la fonction
— A a a un adjoint & gauche. Si cet adjoint existe, on le note a = —. Ceci nous donne
que

Va,b,c € L, bha<c <= b<a=c

On a I’équivalence entre :
> (L, <) est une algeébre de Heyting compleéte ;

> pour tout a € L, — Aa: L — L préserve les sups, autrement dit pour tout S C L,

(\/S)/\az\/{s/\a\sES}.

C’est une sorte de distributivité.

Dans ce cas, on a que
a:>cz\/{b|b/\a§c}.

VI.Propriétés « observables ».

La terminologie « propriété observable » n’est pas utilisée dans la littérature, mais c’est
en réalité la compacité.

Remarque 6.1 (Rappel). Si f: X — Y alors

[ p(X) = p(Y),

ou fi est 'image directe, et f*® est I'image réciproque.
Ainsi, f* @ p(Y) — @(X) préserve les intersections (i.e. si § C p(Y) alors on a

quef'(ﬂS) = ﬂses 12(S)).
De plus, f* préserve les unions car f* - fo : p(Y) = p(X) ou

fo i p(X) — p(Y)
A | JBCY | (B)C A}

- 26/59 -




Hugo SALOU — M1 ENS LYON Semantics and Verifications

Définition 6.1. Soient (X,QX) et (Y,QY) deux espaces topologiques. Une fonction f :
X =Y est continue si f*: p(Y) — p(X) se restreint en une fonction f*: QY — QX,
autrement dit

YV € QY, fFV)y={zeX]|f(x)eV}eQX).

On définie ainsi une catégorie d’espaces topologiques.
Un homéomorphisme f : X — Y est une bijection continue telle que

iy s x
est continue.'
Lemme 6.1. Une fonction f: 3% — I'” est continue si et seulement si
VYo € X% Vn € N,dk € N,VB € =,
B(0)... (k) = a(0).....a(k)

F(3)0) ... f(B)(n) = f(a)(0) ... f(e)(n).
Autrement dit, f est continue ssi on peut déterminer une partie finie de sa sortie a partir

d’une partie finie de son entrée.

Soit P C ¥ et on définit la fonction caractéristique de P :
xp: XY —2=1{0,1}

1 sia€eP
o — .
0 siagP

Avec Q2 = p(2) = {0,{0}, {1},{0,1}} (ce qui est cohérent avec Iidée que 2 représente
les booléens), on a que xp est continue ssi

> xp{0} = X%\ P est un ouvert;
> xp{1} = P est un ouvert.

On arrive donc a la notion de clopen.

Définition 6.2. Soit (X, QX)) un espace topologique. Une partie P C X est clopen (ouvert

fermé en frangais) si P et X \ P sont ouverts.

Remarque 6.2. 1. On a ) est clopen, et que, si A et B sont clopen alors AU B est
clopen.

2. On a X est clopen, et que, si A et B sont clopen alors AN B est clopen (dual du
point précédent).
3. Si A est clopen alors X \ A est clopen.
Exemple 6.1. Soit u € ¥*, on a que ext(u) est ouvert. Mais, on a aussi que X“ \ ext(u)
est ouvert :
2\ ext(u U{ext | v # u et length(v) = length(u)}.

LCe n’est pas évident : par exemple, il y a une bijection [0,1] — S* (ot $! est le cercle unité de R2)
continue mais la réciproque ne l'est pas.
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Remarque 6.3. Sur (X¢¥,QX%), tous les ext(WW) ot W C X¥* est fini sont clopen. La
réciproque est fausse, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 6.2. Si ¥ est infini et a € X, alors

¥\ ext(a) = U ext(b)

Yob#a

est clopen mais pas de la forme ext(W) avec W fini.
6.1 Compacité.
Définition 6.3. Soit (X,QX) un espace topologique.

1. Une partie A C X est compacte si, pour toute famille (V;)ier € QX7 telle que

AcClY, e Vi, il existe J C I find tel queACUJgJ

2. On dit que (X,QX) est compact si X est une partie compacte.

Remarque 6.4 (Non-exemple). Si ¥ est infini alors £ n’est pas compact :

Y= U ext(a).

a€ex

Proposition 6.1. Si ¥ est fini alors X“ est compact.

Preuve. On procede a l'aide du lemme de Kénig. Supposons que ¥ = U U; ou
U; € Q3“. On a que U; = ext(V;) pour un V; C £* (en général, V; est 1nﬁn1) Soit
V = UieIVi C ¥, et on vérifie que ext(V) = . Pour chaque n € N, on définit
W, C X" par récurrence :

> On pose Wy := {e} sie € V et Wy := () sinon.

> On pose

Wit = {u eV ‘ u n’a pas de préfixe dans | J, ., Wi }

On pose enfin W = J, . Wa. On a que ext(W) = ext(V) (car, pour tout v € V, il
existe w € W tel que w C v), et W est « prefix-free » (c’est-a-dire que, pour w,w’ € W,
onawZw ssiw#uw).

Si W est fini alors on s’arréte.

Par l'absurde, supposons W infini, et posons T' = Pref (W) qui est un arbre par définition.
L’arbre T est & branchement fini (car X est fini), et T" est infini (car W l'est) Par le lemme
de Kénig, il existe un chemin infini 7 € £* dans 7. Comme X¢ = ext(W), il existe u € W
tel que u C 7. De plus, il existe a € ¥ tel que ua C 7 et donc ua € T = Pref(W).

On arrive a une contradiction car u € W et W est prefix-free. ]

Corollaire 6.1. On a que X est compact ssi X fini. ]

Lemme 6.3. Si (X,XX) est compact et C C X est fermé alors C' est compact.

Preuve. L’idée est que si C C | J,, Vi alors X C (X \C)UJ,., Vi O

Corollaire 6.2. Si X est fini alors A C X* est clopen ss’il existe W C X* fini tel que

A = ext(W). O
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6.2 Espace HausdorfF.
Définition 6.4. On dit que (X, QX) est Hausdorff (ou T2) lorsque, pour tout z # y € X,
alors il existe U,V € QX tels que

Unv=>0 zelU et yeV.

Exemple 6.2. L’espace (2, QX%) est Hausdorff. Soient a # . 1l existe u C o et v C 3
tels que ext(u) N ext(v).

(On peut choisir u = pa(length(p)) et v = pB(length(p)) ol p est le plus long préfixe
commun & « et j3.)

Proposition 6.2. Si (X, Q) est compact Hausdorff et C' C X est compact alors C' est
fermé.

Preuve. Soit C' C X est compact et * ¢ C. Pour tout y € C, il existe Uy, V,, tels que
U,NVy,=0etzeUyetye V, Donc,onaC C UyEC Vy. Comme C' est compact, il
existe y1,...,yn € C telsque C C V,; UV, U---UV,, . Onaquex € Uy, U---UU,, =:
UeQX. Et,UCX\Ccar,UN(V,, U---UV,, ) =0. O

Corollaire 6.3. Si (X,QX) est compact Hausdorff et C C X,

C compact <= C fermé.

Vil.Logique temporelle linéaire.

7.1 La logique LML.

Remarque 7.1 (ldée). La signification de LML est linear-time modal logic. L’idée est
de définir une logique pour une propriété LT P C (2AP)“ telle que, pour AP fini, les
formules correspondent aux clopens.

Soit AP un ensemble de proposition atomiques.
Définition 7.1. Les formules de LML sont
¢, i=a a€ AP

| True (parfois notée T)
| False (parfois notée L)
oA
lo Ve
| ~¢
og

La modalité o est appelée later ou next.
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Définition 7.2. L’ interprétation [¢] C (27)* est définie par :

> [a] :={c|a€c(0)};

> [True] := (247)«;

> o Ayl = Tel N [9];

> [False] :==0;

> o vyl = el Ulvl;

> ¢l = 247\ [¢];

> [od] :={o | o ]1€][d]} ol, pour o € (2*F)“, on note

oli:IN— 24F
k+— o | o(k+1),
(c’est un décalage d’indices).

Exemple 7.1. Quelques exemples de mots tels que o € [aVob] :

> o = {a}p”,
> o = {b}{a,b}",
> o = 0{a,b}0*.

Proposition 7.1. Pour ¢ une formule de LML, on a que [¢] est clopen dans (24F)«.

Preuve. Par induction sur ¢, on a les cas suivants.

> On a que [a] = UaeAgAP
ext(B) est un ouvert.

ext(A)" est un ouvert. De plus, on a que (247)¥ \ [a] =

UangAP

> On a que
~ Jod] = UueW,AgAP ext(Au)

= 2"\ [0¢] = U,ev,acap &xt(Av)

ol par hypothése d’induction, il existe V, W C £* tels que [¢] = ext(W) et (2A47)<\
[4] = ext(V).

> De méme pour les autres cas.
|

Proposition 7.2. Si AP est fini et P C (2*T)“ est clopen alors il existe ¢ une formule
LML telle que P = [¢].

Preuve. On a que P = ext(W) ot W C (2*F)* est fini. On a montrer par récurrence
sur la taille du mot u que :

vu € (2*F)*, 3¢, une formule LML, [¢.] = ext(u).

10n rappelle que ext(A) = {0 | 0(0) = A C AP}.
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> Cas de base. Soit A C AP, on peut prendre

ga:=(\a)r(/\-b)

acA bg A

> Récurrence. Soit u = Av ot A C AP et v € (2°F)*. On peut poser
¢Av = ¢A A ng)v.

On peut aussi faire le cas de base pour €, en posant ¢. := True. |
Corollaire 7.1. Si AP est fini et P C (2T7)“ alors

P clopen <= il existe ¢ telle que [¢] = P.

|
7.1.1 Equivalences logiques.

Définition 7.3. On note ¢ = 1 lorsque [¢] = [¢]. On dit que ¢ et 3 sont (logiquement)
équivalentes.

On a les équivalences suivantes :
> O=pNo
> ¢ =True A ¢
> True=¢V ¢
> False = ¢ A —¢
> P =g
> 0(¢ Vi) =0gVoy
> O False = False
> 0(¢AY) =0 A0Y
> O True = True

d’autres équivalences sont possibles (c.f. figure 6 des notes de cours).
7.1.2 Homework : Dualité de Stone.

L’idée est de motiver le DM, et de donner quelques bases sur ce que I’on va montrer.
On se place dans le cas ot AP est un ensemble fini. Considérons un mot o € (2*F)%,
pose

on
Fo :={[¢]=| o € [¢]},
ou [@]= est la classe d’équivalence de =. Par les résultats précédents, on a que
Fs =2 {C | o € C clopen}.
On a o #  implique F» # Fg. De plus, on a les propriétés suivantes :

1. siC € F, et C C D clopen alors D € &, ;
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2.siC,D €F,alorsCND € Fy;

3. (2 e F, ;

4. si C, D sont clopen tels que CUD € %, alors C € F, ou D € F, ;

5. 0€%F,.

Ces cinq propriétés caractérisent totalement les mots infinis, comme le montre le théo-
réme suivant.

Théoreme 7.1. Si F est un ensemble de clopens dans (ZAP)“’ vérifiant les cinqg propriétés,
alors il existe o € (24F7)% tel que F = F,.

Ce théoréme est une spécialisation de la dualité de Stone.

Définition 7.4. On dit que (X,QX) est un espace de Stone s’il est compact, Hausdorff
et qu’il admet une base de clopens.

Théoreme 7.2. Si (X, QX) est un espace de Stone alors
(X,0X) 2 Sp({C | C clopen}, Q).
— —————
algebre de Boole

On va définir le spectre Sp(B) o B est une algebre de Boole, a 'aide des ultrafiltres
sur B et les filtres premiers (c.f. les cingq propriétés ci-dessus).

Remarque 7.2 (Idée). Si & C B alors c’est une « théorie consistante et compléte » ou
> théorie : stable par implication, c.f. 1.-3.
> consistante : sans contradiction, 5.
> compléte : 4., YC clopen, si C ¢ F, alors (27)\ C € F,.

7.1.3 Extension de LML avec o et ¢.

Remarque 7.3. Avec LML, on ne définit que des clopens. Ainsi, les propriétés de sécurité
ne sont que « finitaires » et il n’y a que (ZAP)“’ comme propriété de vivacité.

Définition 7.5. On ajoute & LML les modalités
> O¢ qui signifie « always» (notée parfois A¢);

> 0 ¢ qui signifie « eventually » (notée parfois E¢) ;

> [0g]:={ce @) |VneNcine[¢]};
> [0¢]:={c|IneN,o[nel¢]}

Dans la suite, les preuves se termineront par « QED » au lieu du symbole usuel « [ »,
pour enlever 'ambigiiité avec la modalité.

Notation. On note o IF ¢ pour o € [¢].

Exemple 7.2. On a
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1. oIk ¢assi 3n € N,a € o(n), ensemble [0 a] est ouvert mais pas compact, donc
pas un clopen car

[oa] = U ext(ud);

u€(2AP)* acA
2. ol-oassi Vn € IN,a € o(n) (ensemble [Oa] est un fermé non clopen);
3. olFo¢assi 3%°n,a € o(n) (c’est une propriété de vivacité) ;
4. olF 0Dassi V¥n,a € o(n) (c’est une propriété de vivacité).

Lemme 7.1. On a que :

1. 0¢p=—0-¢;
2. 0p=—0-6;
3.0¢p=¢pN0D0p;
4. 0p=¢pVOoo.

Avec des A et des V infinis, on aurait :

Op=¢ AOPAOOPA--- = /\on¢

neN

et
0p=VOPVOOPV -+ = \/o"¢.
nelN

Définition 7.6. On étend ensuite LML par variables :
b= X e,
ou X,Y,... € X. Une valuation de X est une fonction
P = p((2°")Y),
ou la sémantique [¢], est définie de maniére trés similaire & [¢] en ajoutant
[X], == p(X).

Notation. Soient ¢, p, X, on pose

[61,(X) : p((2%7)%) — o((2*7)%)
A [¢l[A/X],

ot plA/X](X) =Aet p[A/X](Y)=p(Y)siY # X.
Lemme 7.2. Soit ¢ et X n’apparaissant pas dans ¢. On pose

66 (X)i=NOX g (X)i=AOX.
Alors, pour tout p,

> [0 @], est le plus petit point fixe de [¢o [,(X);
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> [oé], est le plus grand point fixe de [¢g ],(X).

Preuve. Pour le premier point, on doit montrer les deux propriétés suivantes :

L [o¢l, = [¢0 1[0 ¢D)

2. YP C (2*7), P =[¢01,(P) = [09], C P.
Pour la premiere propriété, c’est la loi d’expansion de ¢ . Pour la seconde, soit P tel
que P = [[¢p VOX](P) et 0 € [0¢], et montrons que o € P. Soit n € IN tel que
olne[¢]. Alors,onaqueo [n € [¢pVOoX](P)etdonco [ne P.Donco [ (n—1)¢€
[¢ vV og](P) = P, donc pour tout i < n, o | i € [¢ VOX](P) = P et en particulier
c=0c]0€P. QED

Définition 7.7. On dit qu’une variable X est positive dans ¢ si toutes les occurrences de
X dans ¢ sont sous un nombre pair de . (On peut donner une définition inductive de
« X est positive dans ¢ » et de « ¢ est négative dans ¢ ».)

Exemple 7.3. Dans les exemples ci-dessous, on a que X est positive dans ¢ :
aNoX avoX et 7(-aAo—-X),
mais, dans les exemples ci-dessous, X n’est pas positive dans ¢ :
X et -XV(anoX).
Lemme 7.3. Si X est positive dans ¢ alors
[61(X) = (0((2°7)%),C) — (p((2*")*),C)
est monotone. QED

7.1.4 Théoréme de Knaster-Tarski.
Définition 7.8. Soient (L, <) un poset et f: L — L.

1. On dit que a € L est un pré-pointfize de f si f(a) < a.
2. On dit que a € L est un post-pointfize de f si a < f(a).

Théoreme 7.3 (Knaster-Tarski). Soit f : L — L une fonction monotone ot (L, <) est un
treillis complet. Alors

u(f) = N\la€L]|fla)<a}

est le plus petit point fixe de f, et

v(f) ::\/{aEL|a§f(a)}

est le plus grand point fixe de f.
Preuve. Vu en TD. QED
Lemme 7.4. Soit f : (p(X),C) — (p(X), C) monotone. On pose

9:p(X) — p(X)
Ar—g(A) = X\ f(X\ A).

On a alors que

u(f) = X \v(g)

v(f) =X\ u(g)-
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Preuve.

X\w(g)=x\|J{AACg(a)}
=({X\A|ACg(A)}
= X\A|AC X\ f(X\A4)}
=X \A|F(X\A4)C X\ A4}
=({BIfB)CB}
=v(f).

QED

7.2 La logique LTL.

La logique LTL est une extension de LML par certains points fixes. Soit 6(X) avec X
positive dans 6. On peut écrire

9(X) =V (/\ (¢>i W\ o"m'X)),

i€l jed;

ou X n’apparait pas dans ¢ ni dans ¢; pour tout ¢ € I.
Dans LTL, on va avoir les points fixes de 6 si n;,; = 1. Dans ce cas, on pourra écrire

8(X) =9V (§ AOX),

ou X n’apparait pas dans v ni dans ¢.
Définition 7.9. On définit la syntaxe de LTL par

¢, n=a a€AP

[¢AY

[V

| False

| True

| —o

[o¢

| ¢ Until ¢

La modalité ¢ Until ¢ est notée ¢ U ¢ dans les notes de cours.
La sémantique pour LTL est définie de maniere identique & la sémantique de LML en

ajoutant
JieN oli€lv] }

[¢ Until 3] = {a € () P Vi <iolj€ ]

7.2.1 Points fixes dans LTL.
On étend, dans cette sous-section uniquement, LTL avec des variables (comme pour
LML).
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Lemme 7.5. Soit X n’apparaissant pas dans ¢ ni ¥. Alors, on a que [¢ Until 1] est le
plus petit point fixe de [0](X).
Preuve. On a

& Until 9 = ¥ V (6 A0 (¢ Until ).
Soit P tel que P = [@](P). Soit o € [¢ Until ¥]. Soit ¢ € IN tel que o | i € [¢] et
c10,...,0](i—1)€[¢]. Onaoc i€ [0](P) =P, et comme o | (i —1) € [¢], on a
que o [ (i—1) € [0](P) = P. Ainsi, pour tout k € {i—1,...,0},onaoc | k € [0](P) =P,
donco =0 [0¢€P. QED
Remarque 7.4. Si X est (positive et) sous exactement un © dans 0(X) alors c’est le cas
aussi dans =0[-X/X].

On a
—0[-X/X] = (¢ V (¥ Ao (—X)))
=-9YA(-pVoX)
= (~¢ A=d) V (- A0 X)
donc

HI01-X/XJ(X) = [~ Until (=6 A —)].

Lemme 7.6. Soit X n’apparaissant pas dans ¢,. Alors

[~(=¢ Until (=) A =¢))]
qui est un plus petit point fixe de [0](X) pour 6(X) =9 V (¢ A0 X).
Notation. On note

¢ WUntil ¢ := =(—¢ Until (- A —¢)),
pour weak until.
Notation. On note
¢ ¢ := True Until ¢ 0 ¢ := ¢ WUntil False,

et ont la méme sémantique que pour LML.
Remarque 7.5. On peut montrer que le plus grand point fixe de §(X) =a A 00X n’est
pas définissable dans LTL.

7.2.2 Equivalences logiques pour LTL.

On note, comme avant, ¢ = v si [¢] = [¢]. On a des lois, comme pour LML, c.f. figure
8 dans les notes de cours (section 7.3.3).

Exemple 7.4. On a

¢ False = False
0(pVY) =00V o

O True = True
o(¢AY)=DpADY

o (¢ Until ) =0 ¢ Until 09
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Lemme 7.7. On a
1. =(¢ WUntil ¢) = = Until (- A —¢) ;
2. =(¢ Until ) = =) WUntil (=) A =¢).
QED
Lemme 7.8. On a
¢ WUntil ¢ = (¢ Until ) V o ¢.

Preuve. Soit P = [(¢ Until ¢) vV 0¢]. On va montrer que P = v([0](X)) ot § =
PV (pAN0X). On a que P = [0](P) (c’est «facilen). Soit Q tel que Q = [0](Q) et on
va montrer que Q C P. Soit 0 € Q.

> Si o € [o¢] alors o € P par définition de P.

> Sinon soit ¢ le plus petit tel que o | ¢ & [¢]. Ainsi, par définition, o [ j € ¢ pour
j < i. On montre qu’il existe un certain k < i tel que o | k € [¢]. Par Pabsurde,
supposons que o | k & [¢] pour tout £ < i. On voit que pour tout k < ¢, on a
ol kelflQ = Qdonco | (i—1) ¢ [l(Q) = Q et donc o | (i —1) ¢ [¥],
ce qui implique o | i € Q, ce qui contredit la définition de ¢ (car o | ¢ & [¢] et

o i &[])-
QED

Vill.Langages w-réguliers.

Cette partie du cours n’est pas dans les notes de cours mais la source est

Baier, C. and Katoen, J.-P., Principles of Model Checking, MIT Press, 2008.

8.1 Expressions w-réguliéres.
L’objet de cette section est ’analogue des expressions réguliéres pour les w-mots.
Soit ¥ un alphabet non vide et fini.

Définition 8.1 (Quelques opérations). Soit F' une expression réguliere sur ¥ telle que
e € Z(F). On pose

oc=wv -V3-V3-... }

£(F)" = {‘762 Vi>1,v; € 2(F)

Soit, de plus, E une expression réguliére sur ¥. On pose

ueZ(E) }

L(E)- ()" = {u-ae g o € B(F)*

Attention. On peut avoir u = ¢ € Z(E).
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Définition 8.2. Une expression w-réguliére sur ¥ est de la forme
G:=E\ -F+---+E.F;,

ott les E;, F; soin des expressions réguliéres (classiques) sur 3," avec ¢ € £(F;) C X*.
Le langage de G est

Lu(G):=2L(Er) - (Z(F))° U UL(En) - (Z(Fn))” C =¥
Exemple 8.1. Avec ¥ = {a, b}, on a
Pi= (t"0)*(= {e} - ("a)* = (°a) - (b a)"),

ol l'on note G = G’ quand £,(G) = £, (G").
On a que
Lu(P)={c €X¥| 3%, 0(t) =a}.

Exemple 8.2. Avec ¥ = {a,b} et S:= (a+b)* - b, on a
Zu(S) = {0 € ¥ |Vt 0(t) = b}.
8.2 Automates de Biichi non-déterministes (NBA).

Avec ces NBA, on va définir une classe de langages équivalents aux expressions w-
réguliéres.
Définition 8.3. Un NBA est de la forme

d= (Q72767Q07F)7

> @ est un ensemble fini d’états;

> 3 est alphabet d’entrée (non vide et fini) ;

>d:Q XX — p(Q) est la fonction de transition (non-déterministe) ;
> Qo C Q est Pensemble des états initiauz ;

> F C Q est 'ensemble des états acceptant.

(C’est la méme définition que les automates finis non-déterministes (NFA) mais la dif-
férence est que 'on va exécuter ces automates sur des w-mots, et on va donc modifier la
définition d’acception.)

Définition 8.4. Une ezécution de o sur o € 3% est un p € Q tel que
p(0) € Qo et VneN p(n+1) € d(p(n),o(n)).
Remarque 8.1. L’ensemble
{p € Q¥ | p est une exécution de o sur o}

peut étre non-dénombrable (par non déterminisme), et peut étre vide.

1 y a plusieurs grammaires pour décrire ces expressions mais elles sont toutes (généralement) équi-
valentes.
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Définition 8.5. Une exécution p de o sur o est acceptante si
300t7 p(t) € F7

on visite infiniment souvent un état acceptant.
Remarque 8.2. Par le principe des tiroirs infinis (I’ensemble @ est fini), une exécution p
est acceptante ssi il existe un état acceptant ¢ € F' que I'on visite une infinité de fois :

dgeF, 37t p(t)=gq.

Définition 8.6. Le langage Z.,(#)” C £ est défini par
Loo(dl) = {a €y p est une exécution }

w
e, acceptante de o sur o

Remarque 8.3. La fonction caractéristique de £, (d) :
XL () * Y — {07 1}

{1 si o € Lu(dl)
o —
0 sinon.

Proposition 8.1. Etant donné un NBA ¢, on peut tester si £, () = 0 en temps O(|Q| +
[transitions|).

Preuve. Il suffit de faire un DFS (c’est Tarjan-approved). |
Exemple 8.3. Avec ¥ = {a, b}, on considére le NBA % défini comme

b a

b

Fig. 8.1 | Automate de Biichi non-déterministe %
ou 'on note avec une fleche entrante les états initiaux et avec un double cercle les états

acceptants. On a £, (P) = Lo (P).
Exemple 8.4. On considére le NBA § défini comme

a,b b

Fig. 8.2 | Automate de Biichi non-déterministe S

On a %, (8) = Zu(9).

21’indice w est trés important ici.
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Remarque 8.4. On note I13 I'ensemble des intersections dénombrables d’ouverts. On peut
montrer que tout langage dans II3 peut s’écrire comme combinaison booléenne (union,
intersection, complément) de langages comme £, (P).

On note X9 P’ensemble des unions dénombrables de fermés. On peut montrer que tout
langage dans X3 peut s’écrire comme combinaison booléenne (union, intersection, com-
plément) de langages comme £, (.5).

Théoréme 8.1. Soit X un alphabet non vide et fini.

1. Pour tout NBA of sur X, il existe une expression w-réguliere G sur ¥ telle que
Zu(G) = Lo (d).

2. Pour toute expression w-réguliere G sur ¥, il existe un NBA o tel que &, (o) =
Zu(G).
De plus, ces deux « il existe » sont constructifs.

Preuve. 1. Soit o = (Q,X%,0,Qo, F') un NBA. Pour tout p,q € @, on note dp 4 =
(@,%,6,{p},{g}), et on a

Lol) = |J (o) (L) \ {e})”.

PEQo,EF

2. On montre que :
a) Soient o, B deux NBAs sur X. Il existe (constructif) un NBA € sur X tel que

Lu(B) = Lo () U Lo (B).

b) Soit o un NFA sur X tel que € € £(d), il existe (constructif) un NBA & sur
Y tel que
w
Lu(B) = (L(s1))”.

¢) Soit o un NFA sur ¥ et 9 un NBA sur X, il existe € un NBA sur 3 tel que
ZLw(B) = Lu(d) - Lo (B).
On ne détaillera pas toute la preuve.

a) Il suffit de mettre les deux automates en paralléle (comme pour 1'union dis-
jointe de deux NFAs).

Soit o = (Q,X,0,Qo, F) un NFA tel que € ¢ £(s). On peut supposer qu’il
n’y a pas de transition vers Qo et que Qo N F = (. On définit

B = (Q, %, %, Qo, Qo).

b

=

ou
d(q,a) sid(g,a)NF =0
6(g,a) UQo  sinon.

0z (g, a) = {

(Ce deuxiéme cas est important car on ne sais pas toujours le découpage du
mot avant d’avoir considéré le mot en entier, ce qui demande de continuer
Pexécution dans o.)

¢}
~

11 suffit de « mettre en série» o puis % en connectant les acceptants de %A
avec les finaux de o (quitte & prendre %, ).
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O
Définition 8.7. Un langage L C X% est w-régulier s'il existe un NBA o tel que L =
Lo ().
Corollaire 8.1. Si L, K C ¥“ deux langages w-réguliers alors L U K est w-régulier.

Dans la suite, on va voir la stabilité par intersections finies, mais on ne va pas voir de
preuve du théoreme ci-dessous.

Théoreme 8.2 (Biichi). Si L C X est w-régulier alors 3 \ L est w-régulier.

Preuve. On l'admet (il n’est pas nécessaire pour le lien avec les formules LTL). |

8.3 Automates de Biichi déterministes (DBA).
Définition 8.8. Un NBA o = (Q, X, §, Qo, F) est déterministe si

> Qo] <1
> Vg € Q,Va € 3,|6(q,a)| < 1.

Proposition 8.2. Il n’existe pas de DBA @ sur ¥ tel que
Z0o(D) =% ((a+b)" - b“).

(C’est le langage du NBA § vu précédemment.)

Preuve. Par labsurde, soit @ un DBA tel que Z£,(D) = Zu((a + b)* - ). On peut
supposer D complet :

Qo] =1 et Vq€Q,Vac€x,|i(ga)=1

(11 suffit d’ajouter un état puits.)
On notera donc § : Q x ¥ — @ et Qo = {¢.}. On définit

Y —Q
e—q
u-a— 6(6"(u),a).

On a que b* € 2L, (D), il existe donc ng > 0 tel que §*(b"°) € F. Puis, on a que
b"0ab” € L, (D), il existe donc n1 > 0 tel que §*(b"°ab™) € F. En itérant, il existe
(n:)ien tel que

vie N, §(b"ab" ab™?a---ab™) € F.

Considérons o = b™ab™ ab™?a--- € ¥*. Comme D est déterministe, on a que o €
Zu(D), ce qui est absurde. O

On ne peut donc pas déterminiser un automate de Biichi (ce qui explique que le théoréme
de Biichi n’est pas aussi simple que pour les NFA).

1l existe plusieurs familles d’automates déterministes sur les w-mots équivalents aux
NBAs.

Pour faire un DBA équivalent a §, on doit changer le formalisme.

30n peut prendre o, := (QU{:},%,d,,{t}, F) avec §,(¢,a) = U
q# 1. Ona2(d,)=2(d) car e € dl.

2€@s 6(q,a) et 8,(q,a) = 6(g, a) pour
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a,b b
OO
Fig. 8.3 | Automate de Biichi non-déterministe 8

On peut par exemple considérer le DBA suivant et dire que 'on ne peut voire I’état 1
au plus un nombre fini de fois.

b a

a

oW 0

b

Fig. 8.4 | Automate de Biichi non-déterministe §

11 existe plusieurs familles de conditions d’acceptation : Muller, Rabin, Street, Parité, etc.
Par exemple, pour Muller, un DBA est défini comme (Q, 3,9, ¢., ) ol § est déterministe
et I C p(Q), et o p € Q“ est acceptant ssi {¢ | 3°t, p(t) = ¢} € T.

8.4 Automates de Biichi généralisés (GNBA).

L’objectif des GNBAs est pour la stabilité par intersection finies des expression w-
régulieres, et seront utiles pour passer de LTL & un NBA.

Définition 8.9. Un GNBA est de la forme
€= 021215J20A¥)

ou Q, X, 4, Qo sont définis comme pour les NBAs et ou F C p(Q).
Une exécution de € sur o € ¢ est acceptante si

VFe%F, 3%t pt)€F.
Le langage 2., (6) est

il existe une exécution }

w
{a €x acceptante de € sur o

Remarque 8.5. Soit o = (Q,X,0,Qo, F) un NBA alors ¢ = (Q,X%,0,Qo, {F}) est un
GNBA tel que 2., (€) = Lo (o).
Lemme 8.1. Soient €, 6> deux GNBAs avec G; = (Qi, 2, di, Qo,i, Fi). Alors, £, (61) N
Zu(€2) = L (6) on

€ =(Q1%xQ2,0,Q0,1 X Qoz2,F)

avec

> (o a2),0) = { (¢l

P F={FxQ| FEF}IU{Q1 x F|F e}
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O
Théoreme 8.3. Soit € = (Q, 3,5, Qo, F) ot F = {Fo, ..., Fh_1}. Alors ZL.,(6) = L (sf)

- d=(Q xA{0,...,k—1},%,04,Qo0 x {0}, Fo x {0}),
oo @) 14 €d(q,a)} siq¢ F;

9a((9,1),0) = {{(q’,z’—i— 1 modk)|¢& €6(q,a)} sinon

)

Preuve. > Montrons %, (d) C £, (€). Soit o € L., (d4) et p une exécution acceptante
de o par 4. Soit p € Q“ une exécution de € sur o telle que p = w1 o p’. Soit
t < t' tels que p'(t) = p'(¥') € Fo x {0}. Alors, p'(t +1) € Q x {1} donc, il existe
ti, ... tp—1 tels que p/(;) € Fy x {i} et t <t1 <ta < -+ < tp_1 < t'. Comme il
existe une infinité de ¢ tels que p(t) € Fo x {0}, on voit que p est acceptante.

> Montrons £.,(€) C £ (o). Soit 0 € L, (€) et p € Q¥ une exécution de o ac-
ceptante. Soit p’ une exécution de o sur o telle que m o p’ = p. Supposons,
par labsurde, que pour un ¢ € {0,...,k — 1} tel que V*°t, m2(p(t)) = 4. Alors
V¥t ma(p'(t)) ¢ Fi. Cest impossible car 3%t p(t) € F;. Il s’en suit que p’ est
acceptante.

O
Corollaire 8.2. Si L et K sont deux langages w-réguliers alors L N K est w-régulier.
8.5 Traduction de LTL en (G)NBA.

Soit AP fini et ¢ une formule LTL sur AP. On veut montrer que [¢] C (24F)“ est
w-régulier. Pour cela, on va construire un GNBA € tel que Z.,(6) = [¢].

Remarque 8.6 (Idée). Soit o € (2A7)“. On « voudrait » € tel que les exécutions p de €
sur o sont de la forme

i {yloliey]}

Ceci n’est pas possible car on aurait une infinité d’états pour €, ce que 'on ne peut pas
avoir.

On suppose que LTL est défini par
Yu=a|True | Y Ay | —p |0 |4 Until ¢

(on retire les redondances du LTL «habituel »).
Définition 8.10. On pose

cl(¢) = {4, = | ¥ sous formule de ¢>}/w

identifié avec ~—)-

Les états de € vont étre certains B C cl(¢).
Définition 8.11. On dit que B C cl(¢) est mazimal-consistant si :

> Si 1 A € cl(¢) alors 11 A € B ssi 91,12 € B.
> Si True € cl(¢) alors True € B.
> Sie € cl(¢), alors ~ € B ssi ¢ € B.

On dit que B C cl(¢) est localement consistant pour Until si
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> 2 € B implique ¥1 Until ¢2 € B}
> 11 Until Y2 € B et ¢2 € B implique 91 € B.
Définition 8.12. On pose
G =(Q,2"7,5,Q0,%),
ou

B maximal-consistant } )
B localement consistant pour Until ]’

I>Q={B£cl(¢)‘

> Qo={BeQ|¢e B};

> 6:Q x 247 5 o(Q) est tel que B’ € §(B, a) avec
1. BNAP = Ancl(¢),
2. si 0y € cl(¢) alors 0p € B < ¢ € B,
3. si 1 Until ¢2 € cl(¢) alors

Y2 € B
11 Until ¢ € B <—> ou ;
Y1 € B et 1 Until ¢ € B’

> F = {Fyumig, | ¥1 Until 4z € cl(¢)} ot

Fyyuntitp, = {B € Q| 1 Until o € B => 12 € B}.

Théoreme 8.4. Avec cette définition, on a Z.,(%6) = [¢].

Preuve. > Montrons que [¢] C %, (). Soit o € [¢] un mot. On définit p € p(cl(¢))“
telle que
p(i)={¢ecl(¢)|olicy]}

On voit que, pour tout ¢ € IN, p(i) € Q. On a que p(0) € Qo car o [ 0 = o € [¢].
De plus, on a que p(i + 1) € 6(p(é),0(¢)) (on vérifie aisément les trois propriétés
sur 4). On montre que p € Q“ est acceptante. Soit ¢ Until ¢2 € cl(¢). Si V¢, 0 |
t & [1b1 Until 92], alors V°t, (11 Until ¢2) & p(t). Sinon, 3°°t, o | ¢t € [¢h1 Until ¥2].
Soit N € IN. Il existe un certain ¢t > N tel que o | ¢ € [1 Until 2]. Ainsi, il existe
i tel que o | (t+1) € [2] et pour tout j € {0,...,5—1}, o | (t+J) € [¥1]. Donc
2,91 Until 2 € p(t + ¢) et donc p(t + i) € Fy,untiy,- On en conclut que p est
acceptante.

> Montrons que %, (€) C [¢]. Soit 0 € 2L (€) et p une exécution acceptante de €
sur o. (On ne donne que 'idée pour cette partie de la preuve.) On va montrer que,
pour tout i € N,
p(i) ={ ecl(¢) | o [ic[g]}.

On peut montrer par induction sur ¢ € cl(¢) que, pour tout p € Q¥ et pour tout
o € (247)* tel que

= Vi, p(i+ 1) € 6(p(i), o (i) ;

- VF € F,3%t,p(t) € F;
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alors ¢ € p(0) < o € [¢¥].
O

Remarque 8.7. Le GNFA € a O(2/¢!) états et |F| = O(|¢|). Donc, on a un NBA o tel
que L, () = [¢] et |Qu| = O(21#I+leelely,

Remarque 8.8. Supposons que |AP| > 1. Pour n € N, le langage
L, = {AlAnAlAnU' ‘ (RS (2AP)w}

est la sémantique de la formule

bn = /\ /\ (0'a < 0™ta),

a€AP 1<i<n
et on a que |¢,| = O(n?). Or, tout NBA o pour L, a |Qq| = O(2").
Remarque 8.9. Soit [AP| > 1 et a € AP. Soit
L:={o € (2*")* | Vi,a € o(2i)}.
On peut construire un NBA o tel que L = Z,,(d).

a

-0 0O

True

Fig. 8.5 | NBA sur l'alphabet 2%

Le langage L est le plus grand point fixe de X =a A00 X qui n’est pas définissable en

LTL (le X doit étre sous exactement un O pour étre définissable dans LTL). Il n’existe

donc pas de formule ¢ LTL telle que [¢] = L.

8.6 Théoréme de Biichi : complémentation pour les langages
w-réguliers.

Soit ¥ un alphabet fini. L’objectif de cette section est de montrer le théoréme suivant.

Théoreme 8.2 (Biichi). Si L C ¢ est w-régulier alors 3 \ L est w-régulier.

Notation. Pour o € £* et n < k, on note on : k] = o(n) - --o(k—1) avec la convention

on:n]=e.

Notation. Pour ¥ € £*, on note ¥“ est 'ensemble ds o € ¢ tels qu’il existe (kn)nen

strictement croissante avec o[ky, : knt1] € ¥ pour tout n € IN.

Soit o = (Q, %, d, Qo, F) un NBA. On va construire une expression w-réguliére dont le
langage est ¢ \ L., (o).

Notation. Soient q,¢ € Q w € ¥*. On note
> g q siweL(dgq);

b g -5pq sig- ¢ en passant par F (possiblement en ¢ et/ou en ¢').
~ }5/59 -
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Définition 8.13. On définit la relation ~g sur X* par :
u / v /
q—q < q—(q
u~gv = VYq,¢ €Q, ET

qord <= q>rd
Lemme 8.2. La relation ~y est une congruence. C’est-a-dire, une relation d’équivalence
qui vérifie

U ~vg ) = vuw ~g vu'w.

Lemme 8.3. La congruence ~g est d’indez fini (i.e. a un nombre fini de classes d’équi-
valences). Ses classes d’équivalences ¥ C ¥* sont des langages réguliers.

Preuve. (Idée) La classe d’équivalence de u € X* est exactement

() {S(a.q) lue Sta.a)}
a,4'€Q
n () (8"(.d) [ue S (gd)}
a,4'€Q
n ) S@d) | ugSa,d)}
a,9'¢Q
n () (5"@d) [ug S (a0}

4,q'¢Q

ou 'on note
> S(g,q) ={weX |qg=q};
> S7(q,q") ={w e [ ¢ >rd};

O

Lemme 8.4. La congruence ~g sature 2., (d) : si U,V C X* sont des classes d’équiva-
lences telles que UVY N &, (o) # O alors UVY C L, (o).

Preuve. (Idée) Soit o € UVY N L., (o). Soit p une exécution acceptante de o sur o. Soit
(kn)nen strictement croissante telle que o[0 : ko] € U et olkn : knt1] € V pour tout
n > 0.

On remarque que o[ky : knt1] € S(p(kn), p(kn+1)) et il existe une infinité de n tels que
olkn : knia] € SF(p(kn),p(kn+1)).

Soit B € UV et soit (¢n)nen strictement croissante telle que B[0: 4o] € U et B[ty :
lny1] € V pour tout n € IN. Donc B[0: o] ~a [0 : ko] € S(p(0), p(ko)) et B[l :
lny1] ~a Olkn : knt1]. En particulier, on a B[y : lny1] € S(p(kn), p(kns1) et il existe
une infinité de n tels que B[y : lni1] € SF(p(kn),p(k”Jrl). O
Proposition 8.3. Soit ~ une congruence d’index fini sur ¥*. Si o € X¢ alors il existe
U,V C ¥* des classes d’équivalences telles que o € UV¥.

Preuve. Fixons ~ et 0 € X“. Pour k,¢ € N et n > k, ¢, on note k =} £ ssi o[k : n] ~

o[ : n]. Puis, on note k =, ¢ s'il existe un certain n > k, ¢ tel que k =} ¢.
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o

I I I
| | |
| | |
I~ i~ ~sl
| | |
I I I

Fig. 8.6 | Visuel de la preuve du lemme 8.4

Lemme 8.5. La relation =, est une relation d’équivalence d’index fini.

Preuve. Pour la transitivité, si k1 =, k2 et k2 =, ks, on peut regarder la figure ci-
dessous.

k1 ko n k3 m

O

La relation =, est d’index fini donc par le principe des tiroirs infinis, il existe (kn)nen
strictement croissante telle que k, =, k,, pour toute paire n, m. Quitte & prendre une
sous séquence, on peut supposer que, pour n > 1, on a o[k : kn] ~a o[kn : knt1].

g

I
k

ko kn m ‘n+1

Par le principe des tiroirs infinis, on peut supposer, pour tout n,m > 1 que olko : kn| ~
olko, km] et on a donc, pour tout n,m > 0, on ait olkn : knt1] ~ o[km : km+1]-

11 suffit donc de prendre U la classe d’équivalence de o0 : ko] et V' la classe des o[k, :
knt1]. O
Remarque 8.10. Dans la preuve, on a VV C V, i.e. si u,v € V alors wv € V.

Corollaire 8.3. Soit ~ une congruence d’index fini sur X* et soit L C 3 saturé par ~.

Alors
L= U{ uve

Théoreme 8.2 (Biichi). Si L C 3 est w-régulier alors 3 \ L est w-régulier.

UV NL#0 }

U,V classes pour ~

Preuve. Avec L = £, (d), on a que 3¢ \ L est saturé par ~g. Si U et V sont des
classes d’équivalences pour ~g, alors UV¥ N (Z¥ \ L) # 0 et donc UV¥ N L = @ donc
U,V C ¥\ L. Donc,

E“\L:U{UV“

et donc X\ L est w-régulier car

UvenL=0 }

U,V classes pour ~
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> U,V C X% sont des ~g-classes donc réguliers ;
> ~g est d’index fini.

De plus, on peut décider si UV¥ N L = () donc on peut construire une expression w-
réguliére. |

IX.Bisimulation.

L’idée de ce chapitre est d’identifier les systémes de transitions avec une « méme structure
de branchement ». Par exemple, on identifie les deux systémes suivants (le premier est
un « dépliement » du second).

TS —e—e—be—3e ..

TS> —

U

Fig. 9.1 | Deux systémes de transitions identifiés par bisimulation

Définition 9.1. Soient T'Sy et T'S; ol
TS; = (Si, Act, —>i, Ii, AP7 Li),

oft ’on note s; = s} ot a € Act et s;,5; € S;, et L; : Si — p(AP).
Une bisimulation entre T'Sy et T'S1 est une relation R C Sy x S1 telle que
1. si so R s1 alors Lo(so) = Li(s1);
2. siso R s1 et so — sp, alors il existe s € 51 tel que s1 — 57 et sh R ).
3. de méme symétriquement.
Ces deux derniéres conditions peuvent étre visualisées comme les deux diagrammes ci-

dessous.

S0 S1 So S1
| |
[ A
- -
R 3
so —-2-- s1 sp —=7-- sh

Exemple 9.1. Avec les deux systémes de transitions suivants, on peut construire une
bisimulation R avec

G- { (coing, coiny ), (selecto, selecty ), (beero, beery ), }
~ | (beerg, beer}), (sodao, soday) ’
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Définition 9.2. Soient T'Sp et T'S1 deux systémes de transitions. La relation de bisimi-
larité entre T'Sy et T'S1 est donnée par

So ~ §1 <= IR une bisimulation, so R si1.

On dit alors que sg est bisimilaire & s1.

Lemme 9.1. 1. Etant donné T'S, on a que s est bisimilaire & s (car {(s,s) | s € S}
est une bisimulation entre T'S et lui-méme).

2. Si R est une bisimulation entre T'S;1 et T'Ss, alors
R = {(s2,51) | (s1,52) € R}
est une bisimulation entre 7'Ss et T'S;.

3. Si R est une bisimulation entre T'S; et T'S3, et S est une bisimulation entre T'Ss
et T'Ss, alors
(81, 52) ER }

Sodk = {(81’83) (s2,83) €8

352’

est une bisimulation entre T'S; et T'Ss.
|

Lemme 9.2. 1. La relation de bisimilarité ~ entre T'S7 et T'S2 est une bisimulation.
2. Si R est une bisimulation entre T'S; et T'S2 alors R C ~.

3. La relation ~ entre T'S et lui-méme est une relation d’équivalence.
Preuve. (Idée)

1. Soient s1 ~ s2, et soit donc R telle que s1 R s2. Donc,
> L1(s1) = La(s2);

> comme s] R sh, on a s; ~ sh ol

S0 s1
|
l“ o
v
%
80 --2-- 81
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> et symétriquement pour le cas dual.
2. Si s1 R sz alors s; ~ sg par définition de ~.

3. On a les points suivants.
Réflexivité. On a s ~ s.

Symétrie. Sis ~ s’ alors s R s’ pour une certaine bisimulation &, et donc s’ 2! s
et donc s ~ s.

Transitivité. Si s ~ s’ et s’ ~ s” alors s R s’ et s’ § s/, et donc s (SoR) s” d’ou
1"
s~ s’

O

9.1 Quotient par bisimulation.

Définition 9.3 (Quotient par bisimulation.). Soit un systéme de transitions 'S = (S, Act, —, I, AP,
On définit T'S~ par :

S~ i={ls]~ | s € S};

> Act~ := Act;

v

[s]~ =5 [8]~ ssis 5 8,
I ={lsl~ | s e 1};

> AP. := AP;

Lo([s]~) = L(s).

v

v

v

Lemme 9.3. Pour tout s € I et s ~ [s]~.

Définition 9.4. Soient T'S1 = (S1, Act, —1,I1, AP, L1) et T'Sy = (S2, Act, —2, [2, AP, L2)
deux systémes de transitions.
On note T'S1 =~ T'S> s’il existe une bisimulation R entre T'S; et T'Ss telle que

1. pour tout s1 € I, il existe s € I3 tel que s1 R s2;

2. pour tout sz € I, il existe s1 € I tel que s1 R sa.

9.2 Bisimilarité et équivalence de traces.

Proposition 9.1. Soient T'S7, T'S2 sur un méme ensemble d’actions Act et de propositions
atomiques AP. Si T'S; ~ TS alors

’I‘I“w (TSl) = Tl‘w (TSz)
Corollaire 9.1. Si T'Sy ~ T'S> alors, pour toute propriété LT P C (2AP)“’, on a
TS P < TS:RkP

Exemple 9.2. Pour un systéme de transitions 7'S, on a T'S =~ T'S~, on peut donc se
ramener au quotient par bisimilarité, pour tester si T'S ke P.

Exemple 9.3. Le quotient par bisimilarité du systéme de transitions
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{a} {a} {a} {a} {a}
O M) M) M) M)
U/ U/ U/ (Y

est le systéme de transitions

{a}

9

car tous les états sont bisimilaires dans le systéme de transitions original.

X.Logique modale pour systemes de
transitions.

10.1 Modéle de Kripke.

Dans un systéme de transition 7'S = (S, Act, —, I, AP, L), on différencie
> la partie transitions K = (S, Act, —);
> la partie logique M = (K,AP,L);
> la partie structure « pointée » (M,I).

Définition 10.1. Une structure de Kripke (sur AP) est de la forme

K = (S, Act, —).
Un modéle de Kripke sur Act et AP est de la forme
M = (K,AP,L)

ou K est une structure de Kripke sur Act.

10.2 Logique de Hennessy-Milner.
Fixons Act et AP.
Définition 10.2. On définit les formules de la logique HML par :

¢, u=a ac AP
[ony | T
lovy|L
| ¢
| (@) o] o] ¢ a € Act.
T
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Définition 10.3. Pour M = (S, Act, —, AP, L), on définit [¢] € p(S) par induction sur

b :
> [a] . ={seS|aeL(s)};
o [T]:=S;
> [L] == 0;

> ¢ Av] =8l NI
> o vyl :=[s] UYl;
> [¢] == S\ [¢];
> [a)p] :={s€ S|3s'€8,5s s et s €[p]};
> [[oo] :={s € S|Vs' € S,s = s implique s’ € [¢]};
Notation. On note s |- ¢ si s € [¢].
Définition 10.4. Soient Act, AP et soit ¢ une formule HML.
1. Pour M = (S, Act,—, AP, L), on dit que s € S satisfait ¢ si s - ¢.
2. On dit que ¢ est valide dans M = (S, Act,—, AP, L), que l'on note M |= ¢, si

VseS, slkg.

3. On dit que ¢ est valide, que I'on note |= ¢, si ¢ est valide dans tout modele M.
Exemple 10.1 (Logique LML.). Soit Act =1 = {e}. Soit
M((2%7)*) := (5,1, =, AP, L)
ou
> §= (287,
> pour tout o, onaqueaQa [1;
> L(o) = 0(0).

On a
oclb(e)¢ < o 1lF¢p < ¢l [e]o,

donc (e) et [o] correspondent ainsi & la modalité © « next ».
De plus, sur ce systéme, on a o ~ ¢’ ssi o0 = o’.
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10.3 Equivalences logiques.

10.3.1 Equivalences logiques pour les formules.
Définition 10.5. Soient AP, Act, et soient ¢, des formules. On note ¢ = 1 ssi

VM = (S, Act,—, AP, L), [¢ =],
autrement dit VM,Vs € S, sl-¢ < sl-.
Lemme 10.1. On a que [a]— et (a)— sont duaux par De Morgan :
[a]¢ = ~()=¢ et ()¢ = —[a]-¢.
De plus, comme (a)— est défini comme quantification existentielle, on a
(a)(oVY) = () V() et (a)l =L
De méme, comme [a]— est défini comme quantification universelle, on a
[al(@AY) =[a]p Alely et [a] T=T.

10.3.2 Equivalences logiques pour les états.
Définition 10.6. Soient Act et AP. On se donne M, et M> deux modeles de Kripke.
Pour s1 € S1 et s2 € Sz, on note

$1 = S2 ssi Vo, s1lF¢ <= salF .

Remarque 10.1. On aurait pu définir une telle équivalence pour LML, mais on aurait
que o1 = 02 ssi 01 = 02, ce qui n’est pas trés intéressant. Avec des modeles de Kripke
et la logique HML, on a des états différents qui sont équivalents.

Théoréeme 10.1. Si s1 ~ s2 alors s1 = sa.

Preuve. Par induction sur ¢, on montre que
S1 ~ S — (81 ‘Fd) <~ 82|F¢)
Cas de a € AP. Si sy ~ sz alors Li(s1) = La(s2) donc s1 I a ssi s2 I a.

Casde —AN—, —V —, T, L, et =—. On applique ’hypotheése d’induction et/ou I’hypo-
theése s1 ~ s2, et on conclut.

Cas de (a)—. Supposons s1 ~ s2. Supposons 51 IF {(a)é. Il existe donc s} tel que s1 = s}
et s} IF ¢. Par bisimulation

S1 S2
|
[
v
8] --%-- sh

il existe donc sb tel que sz — s et si ~ sh. Donc, par hypothése d’induction, on
a que sh IF ¢. On a donc sz I (a@)¢. On procédant de méme dans lautre cas, on a
bien que

s1lF{a)p <= szl {a)d.

Cas de [a]—. On a que [o]¢ = ~(a)—¢.
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10.4 Propriété de Hennessy-Milner.

Remarque 10.2 (Question). Est-ce que s1 = s2 implique s1 ~ s2 7 Autrement dit, est-ce
que = est une bisimulation ?
La réponse est non en général.

Exemple 10.2. Considérons les systéme de transitions suivants.

On remarque que s1 = $2 mais s1 = s2 (la logique HML ne peut «voir» qu’a une
profondeur finie).

Définition 10.7. Une classe 9t de modeéles a la propriété de Hennessy-Milner si, dans
M, ’équivalence = entre états est une bisimulation.

Définition 10.8. Soit K = (S, Act, —) alors, pour « € Act et s € S, on note
Succ®(s) :={s' € S| s s’}

Définition 10.9. Un modele de Kripke M est dit @ iémage finie si, pour tout s € S et
o € Act, 'ensemble Succ®(s) des successeurs de s par une action « fixée est finie.
Proposition 10.1 (Hennessy-Milner). La classe des modeles & image finie a la propriété
de Hennessy-Milner.
10.5 Saturation modale.
Définition 10.10. Soit M = (S, Act, —, AP, L).

1. Soient 7' C S et & C HML. On dit que P est satisfiable dans T 8’il existe s € T' tel

que pour tout ¢ € ®, on a s - ¢.
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2. Soient T' C S et & C HML. On dit que ¢ est finiement satisfiable dans T si, tout
U Ca, P est satisfiable dans T', autrement dit

VU Cpn® 3seT s\l—/\\Il.

3. On dit que M est modalement saturée si, pour tout s € S, tout a € Act et tout
® C HML tel que @ est finiement satisfiable dans Succ®(s) alors ® est satisfiable
dans Succ®(s), autrement dit

Vs € S,Va € Act, V& C HML,
VU Can® 35’5 SIFAT

I

I < s Voped SIFo
Proposition 10.2. Si M; et M> sont modalement saturés alors = entre S; et Sz est une
bisimulation.
Preuve. Soient s1 = s».
1. On a bien Li(s1) = La(s2).
2. Supposons s; — s;. On pose & = {$ ] s} IF ¢}. Soit ¥ Cg, @ quelconque. On a
s1 I (@) AW donc sz IF (@) A\ U. 1l existe donc sh <= s2 telle que sy I A ¥. Par

saturation modale (de Mo), il existe sh <= s tel que, pour tout ¢ € @, sh IF ¢.
Autrement dit, on a bien :

s1 S2
|

[
hd

/ = /
s —-=-- Sy

3. Symétriquement.
O
Proposition 10.3. Si M est a image finie alors M est modalement saturé.
Preuve. Soit s € S, a € Act, et & C HML. Supposons que ¢ finiement satisfiable dans
Succ®(s). Par ’absurde, supposons

Vt 5 s 3pe e ® LI

On pose
U= {¢ | t € Succ®(s)} Chin .

1l existe donc ¢ <= s tel que ¢ I+ AV, donc t I ¢;. Absurde. |

10.6 Algebres de Boole avec opérateurs.
Soit £(HML) = {[¢]= | ¢ € HML}. On notera dans la suite ¢ pour [¢]=. Comme pour le
Homework, on a que (£(HML), <) est une algebre de Boole ot ¢ < ) ssi ¢ Ap = ¢.
Pour un modele de Kripke M, on a que (p(M), C) est une algebre de Boole et
[-]: £(HML) — p(5)
[¢]= — [¢]

est un morphisme d’algebres de Boole.
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Lemme 10.2. Soit M un modele de Kripke. On a que
[{e)] : p(5) — p(S5)
Ar—{s|3 <& s €A}

est un morphisme de V-semi-treillis, et on a [{(a)@] = [(a)]([¢]).
De méme, on a que

[ledl : 9(S) — ©(S)
Ar—{s|Vs' & s s €A}
est un morphisme de A-semi-treillis, et on a [[a]¢] = [[a]]([¢])- O
Lemme 10.3. On a que
(o) : £HML) — £(HML)
[¢l= — [()¢]=
est un morphisme de V-semi-treillis et
[a] : £(HML) — £(HML)
[¢]= — [[elél=
est un morphisme de A-semi-treillis
On a [[o]] = [()]? et [a] = (a)? avec la notation définie ci-aprés.
Définition 10.11. Pour f : B — B’ ou B, B’ sont deux algébres de Boole, on note
f°:B— B
a+— = f(—a).
C’est le dual par De Morgan de f.
Lemme 10.4. Pour f : B — B’ ou B, B’ sont deux algébres de Boole,
1. ona (f9)? = f;
2. si f est un morphisme de V-semi-treillis alors f° est un morphisme de A-semi-
treillis ;
3. si f est un morphisme de A-semi-treillis alors f© est un morphisme de V-semi-
treillis ;
4. si f est un morphisme de treillis alors f = f.

Remarque 10.3. Dans LML, on a une modalité 0 qui est auto duale car morphisme de
treillis.

Définition 10.12 (BAO). Une algébre de Boole avec opérateurs (BAO) est de la forme

(B7 Sv (foz)aEAcL)
ou (B, <) est une algeébre de Boole et fo : B — B est un morphisme de V-semi-treillis
pour tout o € Act.

Exemple 10.3. On a que £(HML)" := (£(HML), <, ((a))acact) est une algebre de Boole
avec opérateurs.

Exemple 10.4. Pour L = (S, Act, —) une structure de Kripke, alors
Kt = (p(s)v G, (|[<O‘>]])045A0t)

est une algebre de Boole avec opérateurs.
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10.7 Structures ultrafiltres.
Définition 10.13. Soit (B, <, (fa)acAct) une algebre de Boole avec opérateurs. On définit

Uf(B) := (Sp(B), Act, —),
ot F 2 ¥ ssi pour tout b € B, b € ¥ implique fo(b) € F.

Lemme 10.5. On a & 2 % ssi pour tout b € B, f2(b) € F implique b € %.

Preuve. (Idée) Supposons F 2 9¢. Soit b € B. Par contraposée, supposons b &€ . On a
donc —b € # et donc fo(—b) € F. Mais, fo(—b) = ~fJ(b) et donc f2(b) ¢ F.

Réciproquement, supposons F £+ %. 1l existe donc b € B tel que b € ¥ et fa(b) € F.
Donc —fo(b) = fo(=b) € F et ~b g %. O

10.7.1 Extensions d’ultrafiltres aux modéles de Kripke.
Soit M = (S, Act,—, AP, L).
Remarque 10.4. Soit X un ensemble.
> Un filtre (propre) sur X est un filtre (propre) sur (p(X), C).
> Un wltrafiltre sur X est un ultrafiltre sur (p(X), C).

> Si G C p(X) qui a la propriété des intersections finies (finite intersection property)
alors
ﬂ{E | E filtre propre et E D G}

est un filtre propre.

> Si G C p(X) a la propriété des intersections finies alors il existe un ultrafiltre &F
sur X tel que G C &F.

> Pour tout z € X, on définit
n(z) == {A € p(X) |z € A}
est 'ultrafiltre principal induit par z. On a que
7 X — 4(X) = Sp(p(X), )
Remarque 10.5. La fonction de labelling L : S — 2P peut étre décrite par V : AP — 25,

Définition 10.14. Soit M = (S, Act,—, AP, L) un modéle de Kripke. L’extension ultra-
filtre de M est
UF(M) = (45(S), Act, —, AP, L),
—_—————

(8,Act,—)+
ott L' : 4f(S) — 2T est générée par
V' AP — 249
ar— {F | V(a) € F}.
Remarque 10.6. Dans Uf(M) les propriétés suivantes sont équivalentes :

>FSH
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> pour tout A € p(S5), A € # implique [{(®)](A) € F;
> pour tout A € p(S), [[a]](A) € F implique A € %.
Remarque 10.7. Si M est fini alors
> S — 4Uf(S) est une bijection;
> ow(s) < w(t) ssis <> t;
> L(n(s) = L(s).
Proposition 10.4. Pour tout F € 4f(S), et tout ¢ une formule HML, on a
¢l € F — w
dans M dans (M)
Preuve. On proceéde par induction sur ¢.
Cas a € AP. Par définition de Uf(M), on a F I+ a ssi [a] € F.
Cas —V—, —A—, o—, T, L. Vu dans le Homework, partie II.
Cas (a)—. On montre que F I (a)¢ <= [(@)]([¢]) € F.

b« = » SiF S # tel que ¥ IF ¢ alors, par hypothése d’induction [¢] € #
et donc [()]([¢]) € F.

> « <= ». Supposons [(@)]([¢]) € F. On va montrer qu'il existe # tel que
F 5 K et [¢] € #. On va utiliser le lemme de 1'ultrafiltre. Soit

A€ p(S)
H:= (¢ An[4] et
[[e](A) € F

1. Remarquons que H est stable par intersections binaires : si A1 N[[¢], A2N
[¢] € H alors (A1 N A2) N [@] € H car [[o]] (A1), [[@]](A2) € F et donc

[[ed](Ax N A2) = [[a]](A1) N[a]](A2) € F.
2. De plus, on a que ) ¢ H. En effet, soit AN [¢] € H alors

[()o] N [[d](A) # 0

(intersection de deux éléments de F), il existe donc s € S tel que s I (@) d
et pour tout s’ <= s, on a s’ € A. Donc A # () (car il existe s’ <= ).

3. OnaSnN[¢] € H car [[o]](S) =S € F.

Donc H a la propriété des intersections finies, et par le lemme de 1'ultrafiltre,
il existe # € 4Uf(S) tel que ¥ D H. De plus, on a F = ¥ car, pour tout
A € p(9), [[a]l(A) € F implique AN [¢] € H qui implique A € #. On a
aussi [¢] € # car SN[¢] € #. Ainsi, par hypothése d’induction, on a # I+ ¢
et donc F I ().

Cas [a]—. Par dualité.
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O
Corollaire 10.1. Soit ¢ une formule HML. Pour tout s € S, on a

slk¢ <= seo] < [¢] € n(s).

De plus,
ME¢ < [¢] =5 < U(M) ¢

Proposition 10.5. L’extension ultrafiltre Uf(AM) de M est modalement saturée. En par-
ticulier, étant donnés M; et M2 deux modeles de Kripke, on a

S1 = S < 71'(81) = 71'(82) <~ 7'((81) (M) 71'(82).
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