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Exercice 1
Cours : #(E™) = (#E)"

On peut représenter un octet par un élément de {0, 1}8‘ Il y a donc 28 = 256 octets.

Exercice 2



0.

On peut représenter un nombre de 4 chiffres comme un élément de [0, 9ﬂ4; il y en a
donc 10% = 10 000.

On peut aussi représenter un tel nombre par un entier de [0,9999]; il y en a donc
10 000.

On représente un tel nombre par un élément de [1,9] x [0,9]%; il y en a 9x 10° = 9.000.

1.
%
Cours :
hp=#{(x1,...,Tn) € E" |Vi# j,z # 2} = (H#E)H#E—-1)--- (#E —n+1)
__(#B)
(#E —n)!
9
) {@1,22,23,24) | (v2,73,24) € #5([0,9] \ {z1})}
avq =1l B
&
9
On a #F = Z #Fz,
1=

Doty Foy  — 5([0,9] \ {z1})

(x1,22,23,24) +——> (x2,23,24),

- . (0,9 \ {z1}) — Foy
et sa reciproque ’IZ} 5 ($2,$3,J}4) —_ ($1,$2,$3,J}4).
Donc o
#F1:A3:6—;:7><8><9
et donc
9
#F =) 504 =9x504=4536.
apq =1l

3. MEtHODE 1 On note

F1 = {(z1, 22,23, 24) € [1,9]x][0,9]* | parmi (1,22, x3,24), il y a 2 valeurs identiques exactement}
Py = {(x1, 22,23, 24) € [1,9]x[0,9]* | parmi (z1,22,x3,24), il y a 3 valeurs identiques exactement}
Py = {(z1, 22,23, 24) € [1,9]x[0,9]% | parmi (z1,x2,x3,x4), il y a 4 valeurs identiques exactement}.
F3 [1,9]
(z1,%2,%3,4) z1

est une bijection donc #F3 = 9.
—>

Fy = {(z1,z1,z1,24) | z1 € [1,9] et x4 € [0,9] avec 1 # x4}

WU {(z1,21,23,21) | z1 € [1,9] et
W {(z1,22,71,21) | 1 € [1,9] et
U{(z1, 22, 2, 22) | 21 € [1,9] et

On a

z3 € [0,9] avec z1 # z3}
z2 € [0,9] avec z1 # z2}
z2 € [0,9] avec z1 # za2}

#Fo=9x94+9%x9+9%x94+9x%x9
=4 x9x9=2324.

De méme,

#F] =6X9Xx9x8+3x9x%x9

=41317

Il y en a 4464.



METHODE 2 On passe au complémentaire :
9000 — 4536 = 4464.

METHODE 3 (fausse)
6 x 9 x 10 x 10 = 5400 # 4464.

7TXT7x6x5=1470.

Exercice 4

simultanément = on ne tient pas compte de 'ordre

1. lyena

(32)2 32!
5 5127!
23 x29 x 30 X 31 x 32
2x3x4x5
=14 x29x2x31x8

= 201 376.

2. (a) Onen a8 x 28 = 224.

(b) Onena (S) x (3) x (;‘) X 6 x 4 = 24192.

(©) Onenan(g)><7><<;1):8><4><7><6:1344.

4
(d) Onena8><(3

(¢) Onen a4 x4=16.

)x(;)><4><4:8><4><21><16:10752.

Exercice 8
A={X,Y)e Z(E)? | X CY}.

n
METHODE 1 A = U Ay ou
y=0

vy € [0,n], 4y = {(X,Y) € P(E)> | X CY et #Y =y}.
Soit y € [0,n].
On note Cy I’ensemble

Cy = {Y € 2(B) | #Y = y}.
On a #Cy = (n) Soit Y € Cy. On pose
Yy

By ={XeZE)| X CY}



Donc,

Ay = | By.
YeC,

By — @(Y)

Soit f: (xy) — x.
Donc,

4B, = #P(V) = 2V.
D’ou,

#a=3 3 o

y=0Y€C,

_n e — 3",
-3 ()=

METHODE 2

A= | {x,V)|Yy>X}.
xer®m) o
B YeZE)|YDX}=C
On pose f : (XYX) : ){/ (E) | ¥ 2

. Cx — Z(E\X)
9° v +— Y\X,
PE\X) — Cx
Z — ZUX.
Les applications g et h sont réciproques donc

#Ox = #Z(E\ X)
— g#(E\X)
= gn—#X,

et h:

Donc

4A= 3 on#X

XeP(E)

k=0 Xc 2 (E)
#X=k

n
= Do = e,
k=0 k
METrHODE 3 On note z1,...,2n les élements de E. Soit (X,Y) € A. On pose

0 siz; €X,
1 siz; €Y \X,
2 siz; €Y.

Vi € [1,n] 7al(-X’Y> =
On dispose donc de
f:A—1J0,2]"
(X,Y) — (ar(X,Y),a2(X,Y),...,an(X,Y)).
Soit
g:[0,2]" — A

(a1,...,an) — ({zi | i € [1,n] et a; =0}, {z; | i € [1,n] et a; #2})

Les applications f et g sont réciproques donc

#A=#([0,2])" =3



Exercice 13

1. fof=idgpwg).

2 . Py — P
9 X f(X)

3. On en déduit que si n > 0

bijective donc # Py = #H;.

#@0:%#9u3=4§=2m¢
On a
#= 5 ()
0<i<n
7 pair
et
#2= 5 ()
DSINR
i impair
I WED SN WEND D C )
k=0 0<k<n 0<k<n
k pair k impair
=#P0 — #1

=0

Exercice 10

CAS PARTICULIER : p = 2, n = 15 donc z1 + z2 = 15.

0 + 15
1 + 14

16
15 + 0

Avec p = 3 et n = 15, on a donc z1 + x2 + x3 = 15.

15=14+14+1+1+1414+14+1+1+1+14+141+1+1
=5+7+3

—1
Avec (z1,x2,...,2p) € (IN*)P, on en a (n 1).
p—

15=124+0+3

4
18=13+1+14



On a donc <n+p—1>'

p—1

Exercice 14

Partie I. Les nombres de Bell
1. Onab3=1+3+1=5.
2. (a) par définition d’une partition !
(b) On pose B(E) I’ensemble des partitions de E. Donc,

B([1,n+1]) = ) ({{P1,...,P.} € Bn | 3i,P = P;})
Pe2([1,n+1]) R
n+l1eP Ap

Artt —  B([1,n+1]\P)

(Pi,....P,} +—> {P;|P#P} est une bijection.

L’application

On a donc

bnt1 = Z brt1—#P
Pe2([1,n+1])
n+l1leP

n+1

=Y Y b

i=1 Pe2([1,n+1])
n+1€eP
#P=i



2

b= (i)bk

k=0
= bo + 2b1 + b2
=14+2%x1+4+2=5

3
3
ba= " () bi = bo +3b1 +3ba + b3
k=0
=1+3+3x2+5
—15

44
55=Z<k)bk
k=0
= bo + 4b1 + 6ba + 4b3 + ba
=1+4+12+20+15

= 52.

b= 32 (o> (" Jons =

b3j11 > bakbaky1 > (2Kk)!
bar+1 = V/(2k)!

Exercice 3

13! 11! 9! 7! 6! 5! 4! 3! 1! 13!
XX —— X ——— X —— X —— X —— X —— X —— = —.
211! 219! 217! 1!6! 1!5! 114! 1!3! 211! 11! 24
A R N e e Ve e Ve
M A T H I Q U E S

Coefficient multinomial :
klle!kT:! o _ <:1) (n ;2]“) (n — 1213— kz) (ZZ)

avec ky + ko + -+ kp =n.

!
n. k k k
(a1 +az+---+ap)" = E ———a;' ay? o ap-
k1, kp . .

Exercice 5



L (425>
2. 11 x 34

* (324>

Exercice 6
On numérote les pays de 1 & N. On pose

f:[1,N] — [0,N —1]

p — le nombre de voisins du pays numéro p

On suppose f injective. Alors f est surjective : Ip, f(p) = 0 et g, f(¢) = N — 1. Donc p est
isolé est g est voisin de tous les pays. Donc p et g sont voisins. 4.

Donc f n’est pas injective donc

Ip #q, f(p) = f(q)-

Exercice 7

n

Y HBE)=) > #X

XeP(E) k=0 X € 2 (E)
#X=k

|

[
=
>

|
N
=&
3

|
&

k=1
no 1
2
= k—1
n—1
n— 1
=n
> (")
k=0
=n2" !



Yo #XnY)= > Y. #XnY)

X,YeP(E) Xe®(E) YeP(E)

> > #Z

XeP(BE) (2,T)eP(X)x P(E\X)

> > > #Z

XeP(E) TeP(E\X) ZeP(X)
)N DI <
XeP(E) TeP(E)

Z #XQ#X712"7#X
XeP(E)

> #xe!

XeP(E)

=n(21)?

— n22n72

D #XUY)= Y (#X+#HY -#XNY))

X,YeP(E) X,Ye2(E)
= Y X #x- Y #xav)
YeP(E) XeP(E) X,Ye2(E)
=2x 2" x n2" "1 —p22n—2
= 3n22n—2

Exercice 11
1. S} =1,8" =n!et p>n donc S? = 0.
2. pS2_ +pS£:i. En effet, on note
A={f: E — F surjective | f|p\{a} surjective}
et
p:A— Fx{f:E\{a} — F surjective}
I — fiE\{a}
est bijective car
Y : F x {E\ {a} — F surjective} — A
E — F

wo— . ., v siz=a
g(z) sinon

est la réciproque de ¢ et donc

#A = #F x #{E\ {a} — F surjective} = pS? .



3. On pose
P

Vn € N*, P(n) : “Yp e N*,SP = I;)(—l)fﬂ*k (Z)k:”

— Avecn=1etp=1,0na Sl =1et

go(—l)l—’f(;)kl =0+1=

Avec n =1 et p > 2, montrons que

— Soit n > 1. On suppose Z(n). Soit p € IN*.
Spi1=p(Sh+ sE7h)

- (e Qe S e)

k=0
p—1 -
= <I;)(—1)p_k ((Z) . (p k 1)) k" +p")
= (p” +p§(—1)p”“(p - 1)k”>
P k—1
R pz::(*”p_k T
prtl +Z ( )kn+1

P

RIS

k=0

Exercice 12

1. Déja faite dans le TD du chapitre 8.

10



2. On prends X = [1,p], Y =[p+1,p+¢q]. On a #E =p+q.
Ona X WY = [1,p+q] et on pose

Ar={Z € P(B) | #7Z =r}.

et
fiAr — P(X)x 2(Y)
Z— (ZNX,ZNY)
H(X V) € PX) x POV) | #X +#Y =r} = > 1
X'e?(X)
#Y'€eP(Y)
#X #Y =r
- X o
X'eP(X) Y'ez(Y)
H#Y =r—#X'

p

> > > 1

k=0 X'e2(X) Y'e2(Y)
#X'=k #Y ' =r—k

Il

(]
/N
>3
N——
N
&

|
E
N——

11
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