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Cardinal d’un ensemble

Lemme: Soitn € N*, n>2,et X C [1,n] avec X # & (C signifie inclus et différent).

Alors
F0<p<n,3f: X — [1,p] bijective .

Preuve (par récurrence sur n):
On pose, pour n > 2,

P(n): VX C[1,n] tel que X # 2,30<p < n,3f: X — [1,p] bijective”
— Soit X C [1,2] avec X # @. Par définition d’une inclusion,
X ={1} ou X = {2}.

On pose p = 1.
Si X = {1}, alors on pose

fiX —[1,1] = {1}

1—1
f est bien bijective.
Si X = {2}, alors on pose
f: X —{1}
2—1

De nouveau, f est bijective.
Ainsi, Z(2) est vraie.
— Soit n > 2. On suppose Z(n) vraie. Soit X C [1,n + 1] avex X # @.
Cas 1 On suppose que n+ 1 ¢ X.
Alors X C [1,n].
N o X — [Lpl=X
— Si X =[1,n], alorson pose p=n<n-+1let f: P
est bijective.
— Si X C [1,n], daprés £ (n), il existe p € [1,n — 1] et une bijection
X —=[1,p]
On a bien p < n + 1.
Cas2 n+1€X.OnposeY =X\ {n+1}. Ainsi Y C [1,n+ 1].
— SiY =[1,n], alors X = [I,n]U{n+1} : 4
— SiY = g, alors X = {n+1}. On pose donc p =1 < n+1let f:
X 5 [Lpl={1}
n+1l +— 1
— On suppose Y # @. D’aprés Z(n), il existe ¢ € [1,n — 1] et g: Y — [1,4]
bijective.

est bijective.

On pose f : . g(z) sTx;énJrl,

qg+1 siz=n+41.
On pose aussi p=qg+ 1< n <n+ 1. f est bijective.
On pose

h:[l,g+1] — X

—1/- UL
i 09 () sii<yg,
n+1 sit=q+ 1.



Cardinal d’un ensemble

16 i<
WeﬂLq+w,ﬂh@)—{;g+j?) ;iiz+1

g(97' (@) sii<q
q+1 sii=q+1

=L

h(g siz#n+1
h(q +1) siz=n+1

vz € X, h(f(z)) {
g(:r siz#n+1
n+1
a5

six=n+1

Lemme: Soient n,p deux entiers non-nuls et f : [1,p] — [1,n] une surjection. Alors
p=n.

Preuve (par récurrence sur n):
Pour n € IN*, on pose

P(n): “Vpe N*Vf:[1,p] = [1,n], f surjective — p=>n.”

— Soit p € N* et f: [1,p] — [1,1] = {1}. On suppose f surjetive. Nécessairement,
p=1.

— Soit n € IN*. On suppose #(n) vraie. Soit p € N* et f : [1,p] — [1,n+ 1]. On
suppose f surjective. On veut montrer que p > n + 1.

On pose
“L([,n]) = {i € [L,] | £G) #n+ 1},

Commme [ est surjective, X # @ et X # [1,p]. D’aprés le lemme précédent, il
existe 0 < ¢ < pet g: X — [1,q] bijective.

Ainsi fog™1:[1,q] — [1,n] est surjective.

D’aprés Z(n), q > n.

Sip<n,alorsg<p<n:/y

Donc p > n et donc p > n + 1.

Lemme: Soientn >1letp>1, f:[1,p] = [1,n]. Alorsp<n

Preuve:



Cardinal d’un ensemble

On pose
g:[1,n] — [1,7]
; 1 sif7N () = o,
o {j si [ ({3}) = ().

g est surjective. Soit k € [[1, p], alors g(f(k)) = k car k est un antécédant de f(k) par f.

D’aprés le lemme précédent, n > p. O

Corollaire: Soient n,p € N* et f: [1,n] — [1,p] bijective. Alors n = p

Définition: Soit X un ensemble. On dit que X est fini si X = & ou s’il existe n € IN*
et une bijection f: X — [1,n].

Soit X un ensemble fini. Le cardinal de X est

— 0siX =9
— sinon, c’est le seul entier n € IN* pour lequel il existe une bijection de X dans
[1,n].

On le note Card(X), #X ou |X|.

Proposition: Soit E un ensemble fini et X € #(E).
Alors X est fini et #X < #E.
Si #X = #E, alors X = E.

Preuwve: Cas 1 Si E =g, alors X =@.
Cas 2 E # @. On pose n = #E € IN*. Soit f : E — [1,n] une bijection.
On suppose X # @. On pose Y = f(X) C [1,n]
— SiY =[1,n], alors X = F et donc #X = n < #E.
— SiY C [1,n], comme Y # &, il existe p € [1,n — 1] et g : Y — [1,p] : une

bijection.
g: X — [1,p]
z— g(f(z))
D’ou
x 1y
‘\\\h lg
s
[1,p]

Montrons que h est bijective. On pose
k:[1,p] — X
i— [ g7 ().

h et k sont réciproques I'une de 'autre, donc #X = p < n.
On suppose X = &, alors #X =0 < n.




Cardinal d’un ensemble

Proposition: Soit E un ensemble fini, (A, B) € P(E)? tel que AN B = @.

Alors
#(AUB) =#A+ #B.

Preuve:
Le résultat est évident si A = g et B = @.

On suppose A # @ et B # &. On pose a = #A et #B. Soient
f:A—[1,a] une bijection
g: B — [1,b] une bijection

On pose
h:AUB — [a+1]

f(x) six € A,
T —
a+g(zr) siz€eB.

Comme AN B = &, h est bien définie.

Soit
k:[l,a+b] — AUB
— 1 78 <
zH{fl@ sii<a
g (i—a) sii>a.

On vérifie que h et k sont réciproques 'une de I'autre.

Donc #(AUB) =a+b.

Proposition: Soient E un ensemble fini, n € N*, (A4q,...
Vi;éj,AiﬁAj = d.

Alors

=1

Preuve (par récurrence sur n):
On a traité le cas n = 2 précédemment.

,An) € Z(E)" telles que

Soit n > 2 pour lequel le résultat est vrai. Soit (A1,...,Apt1) € (@(E)"Jrl telles que

Vi;éj,AimAj:ra.
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On pose A = U A;. Alors
i=1

ANApy1 = <U Al> NAnt1
=il
n
= U (A.L M An+1)
o=li
= U 7]
=il
= o.
Donc,
n+1

#(|UJ 4) = #(AU Anp)
=il

=#A=#An11

= #Ai+ #Anp1
i=1
n+1

= #A
=1

Proposition: Soient E un ensemble fini, (4, B) € Z(E)?2. Alors

#(AUB) = #A+ #B — #(AN B).

Preuve:
C=ANB
On pose { A" = A\ C
B' =B\ C.
Alors
A UB'UC =AUB,
ANB =A'NnC=B'nC=2.
D’ou
#(AUB)=#(A'UB ' UC)
= #A" + #B' + #C.
Or,
A=A uUuC
AnC=g
donc

#A=H#A + #C



I Cardinal d’un ensemble

donc

#A =H#A— #C.
De méme,

#B' = #B — #C.
D’ou

#(AUB) = #A — #C + #B — #C + #C

=#A+#B - #C
O
Au passage, on a prouvé la proposition suivante :
Proposition: Soient E un ensemble fini, (4, B) € #(E)? avec B C A. Alors
#(A\ B) = #A - #B.
O

ExEMPLE:
Soit E un ensemble fini, (A, B,C) € #(E)>.
#(AUBUC) =#A+ #B + #C
—#(ANB)—#(BNC)—-#(ANC)
+#(ANBNC).

Soit (A, B,C, D) € 2(E)*.

#(AUBUCUD) =#A+#B+ #C + #D
—#(ANB) — #(ANC) — #(AN D) — #(BNC) — #(B N D) — #(C N D)
+#(ANBNC)+#(ANBND)+#(BNCND)+#(ANCND)
—#(ANBNCND).

En généralisant, on obtient la formule du crible :

#(CL%)—i}qﬁHEI#MhmmmA%)
v=il

k=1  1<i1< - <ip<n

Proposition: Soient E et F' deux ensembles finis et f: E — F.
1. Si f est injective, alors #E < #F,
2. Si f est surjective, alors #FE > #F,
3. Si f est bijective, alors #E = #F,

%F

Preuve: 1. ln‘gT bij

[L,n] 25 [1,9]




Cardinal d’un ensemble

surj

E——— F
2. bi]T lbij

surj

[t,n] ----> > [1,7]

Proposition (principe des tiroirs — pigeonhole principle): Soit f : E — F telle que
#E > #F. Alors

x y7
I(x,y) € E?
' " f(@) = f()
Preuve:
C’est la contraposée du point 1. de la proposition précédente. O

Proposition: Soit £ — F ou E et F sont finis et #F = #F.

f injective <= f surjective <= f bijective .

Preuwve: ~— On suppose f injective. Soit

g: E— Im(f)

g est bijective donc #FE = #Im f. Or, #FE = #F donc Im f = F et donc f est

surjective.
— On suppose f surjective. Alors
E=J ' ({w})
yeF
donc
#E=Y #f({y}) 2 D _1=#F
yeF yeF

donc

vy e F#f ({y}) =1

donc f est bijective.



Deuxiéme partie

Dénombrement
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11 Dénombrement

Proposition: Soient E et F' deux ensembles finis. Alors E' X F est fini et

#(E x F) = #E x #F.

Preuve:
EXF:U{(:C,yHyGF}.
zeEE va
F.
+ A\ +
o I I e
+ \H\+HN\+HN\+
T
Donc,

#(EXF) = (#F)

zeE
Pour z € E, soit
g Fy — F
(x,y) — y.

@z est bijective donc #F, = #F. D’ou

#(E X F) = Y (#F) = #(E) x (#F).

z€EE
O
n
Proposition: Soit n € IN* et F1,..., E, des ensembles finis. Alors H E; est fini et
i=1
n n
#(11) = TTe=.
i=1 i=1
Preuve:
par récurrence sur n. (]
Corollaire: Soit E un ensemble fini de cardinal n et p € IN*. Alors
H#(BP) = P
En d’autres termes, il y a n? p-listes de E, o une p-lise de E est un (z1,...,zp) de EP.

11



11 Dénombrement

Définition: Soit F un ensemble fini et p € IN*. Un p-arrangement de E est une p-liste
de E d’éléments deux a deux distincts :

(z1,...,7p) € EP est un p-arrangement <= Vi # j,x; # T;.

Proposition: Soit £ un ensemble fini de cardinal n et p € IN*. Il y a exactement

n!
—— p-arrangements si p <n et 0si p > n.
(n—p)!

n!
Preuve (par récurrence sur p): — Ily an l-arrangements de E. Or, ﬁ = 7
n—1)!
n!
— Soit p € IN*. On suppose qu’il y a ﬁ p-arrangements.
n —p)!
Soit

f:y/pJH HQ{P

(1, xpp1) —> (x1,...,Tp)

ol @41 est Pensemble des (p + 1)-arrangements et o7, est I’ensemble des p-

arrangements.
Soit ¢ = (z1,...,2p) € . © a exactement n — p antécédants par f.
Ap+1 5

D’aprés le principe des bergers,

#Apt1 = (n —p)#Ap

= - x s
n!

~ (n—p-1)!
n!

" (n—(p+D)

12



11 Dénombrement

Dans la preuve précédente, on a utilisé principe des bergers :

Lemme (principe des bergers): Soit f : E — F surjective telle que

Ik, Vy € F#(f {—1)) =k

En d’autres termes, tous les éléments de F' ont le méme nombre d’antécédants.

Si F' est fini, alors
#E = k #F.

Preuve:
On définit ~ sur F :
z~y <= f(z) = f(y)

“~” est une relation d’équivalence sur E. Soit Z un systéme de représentants :

E= ) %)
TER

On a donc
Ve e E,3vu € Z,xz ~ u.

o est bijective donc #% = #F.

=

s L
L’application )

Soit x € Z.

Vy € B,y € ¢l(z) < f(y) = f(z)
<> y est un antécédant de f(z)

donc # ¢l(z) = k.
Finalement,

#E = #(CU())

TEX

:Zk

TEX
= k(#%)
= k(#F).

Proposition: Soit F un ensemble fini de cardinal n. Il y a n! permutations de E.

Preuve:
On note S(F) I’ensemble des permutations de E, o, (E) I’ensemble des n arrangements

de E. On pose E = {a1,...,an} et
f:8(E) —s dp(E)
o— (o(a1),...,0(an)).

13



11 Dénombrement

et
g: Dn(E) — S(E)

EFE — FE
(bl,...,bn)>—>(a. A bi).

f et g sont réciproques 'une de 'autre donc

#S(E) = #4,(E) = o nl.
O
EXEMPLE:
On pose E = {71'7 e, \6} Alors,
T e
S(E) = ({1id, e e
V2 V2
Donc,
£(0) = (e,m,v2).
et alors

g(\/ﬁ,w,e):E—>E
7r>—>\/§

er—> T

V2 —se.

Définition: Soit £ un ensemble fini et p € IN*. Une p-combinaison de E est une partie
de FE de cardinal p.

n
Proposition: Soit E fini de cardinal n et p € IN*. 1l y a exactement ( ) parties de
p

E de cardinal p.

Preuve:
On note @, (F) 'ensemble des p-arrangements et ¢, (F) I’ensemble des p-combinaisons

de E.
Soit
[ dp(E) — 6p(E)
('7:17- ©o 7xl7) — {$17 oo .,Ip}.
[ est surjective et
VX € 6,(E), X a p! antécédants.

D’aprés le lemme des bergers :

#olp(E) = pl #6p(E)

14
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Dénombrement

et donc

Corollaire: "
v(n,p) N2, (") e
P

Proposition: Soit E et F deux ensembles finis. Alors F'¥ est fini et

#(FF) = #F)*F.

Preuve:
Soit

p: F¥ — F™
fr= (f(@1),-.., flan))
ot E={x1,...,x,} et n = #E.
Soit
) F" — FP

E
(ylw":yn)}—) T; — Y-

On a oty =idpn et pop =idpe.

Donc

#(FP) = (#F)".

Proposition: Soit E fini de cardinal n. Alors #2(E) = 2".

Preuve: ~ METHODE 1 Soit
0: Z2(B) — {0,1}F
E — {0,1}
Ar—14: {1 siz €A
r > )
0 sinon.
 est bijective :
0 1:{0,1}F — 2(E)
f—{z e B f(z)=1}.

On a donc #Z(E) = 2™.

15
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Dénombrement

METHODE 2

2(B) = |) %(E)

donc

#P(E) = Zn: (Z) =1+1)" =2"
p=0

METHODE 3 (par récurrence sur n).
— n=0donc E =g et (&) ={&}. donc #Z(E) =1=2".
— Soit n € IN. On suppose que

VE de cardinal n, #2(E) = 2"

Soit E de cardinal n+1 > 0. Soit a € E et F = E \ {a}.

— Les parties de EZ qui ne contienent pas a sont des parties de F' et récipro-
quement : il y en a 2".

— A chaque partie de F contenant a, on peut faire correspondre une partie
de F' en supprimant a de la partie, et réciproquement : il y en a 2".

Donc,
#P(E)=2" +2" =2 x 2" = 2",

16
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11T Preuves combinatoires

Proposition:

wenen ()= (")

Preuve:
Il y a autant de facons de choisir k éléments parmi n que d’en choisir n — k & exclure.

Formellement | :

L’application

i ¢ (gk([[lvn]]) — anfk([[lvnﬂ)
X —s [Ln] \ X

est bijective. O

Proposition:

n+1)

vk<mn, (k—i—l

(30 + ()

Preuve:
On pose

Apy1 = {X € Gry1([L,n+1]) | nt1 eX},BnH = {X € Grsr([Ln+1]) | ntl QX}.

donc
1 ([Ln+1]) = Ang1 U Bnqa.
L’application f : An'; : ;g(k\( [R;:L_]]%} est bijective
Donc
Brg1 = Crt1([1,n])
et donc
e
<k‘ + 1) — #An+1 + #Bn+1

- (Z) + (kil)

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau, (a,b) € A? tel que a x b= b x a. Alors

Vn € N*, (a + b)" = kz; (Z)a’“b”*k.

Preuve:

18



11T Preuves combinatoires

Soit n € IN*. On pose a1 = a et as = b. Alors

(a+b)" = (a1 + a2)(a1 + a2) -+ (a1 + a2)

2 2
:E:ah E:aiz"' E iy

i=1 ig=1 i =

= 2 : iy Gig * - Qi

(i1,--5in) €{1,2}™

_ Z Z akbnfk
k=0 (iq,...,in)€{1,2}"
#{j€[lnlli; =1}

i Z akbnfk
k=0 (i1,...,in)E€{1,2}"
#{jell,nllij=1}=k

- ; (F)akn*,

k

19
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v Bilan
. . . . (
Principe des tiroirs Un p-arrangement est une p-liste d’élé-
ments de E distincts. Il y en a, avec
Soit f: E — F avec #E > #F. Alors n = #E,
dx £y €E, f(z) = fy). n!
- J (i —on°
(n—p)!
.
4 N
Soit f: E — F avec #E = #F. Alors
f injective <= f surjective Principe des bergers
<= f bijective.
L ) Soit f : E — F telle que chaque élé-
ment y € F ait exactement k antécé-
P N dants dans F'. Alors,
# (H EL> = [[#E».
i=1 i=1
\ J
Une permutation est une bijection de E
dans E. Il y en a n! si #F = n.
.
[ #(E™) = (#E)". }
p
Une p-combinaision de E est une par-
Une p-liste est de la forme (z1,...,2p) € tie de £ de cardinal p. Il y en a (p) ot
EP. n=#E.
.

#(FF) = (#F)*E.

#P(E) = 27E,

21
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