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Premiére partie

Motivation



I Motivation

Soit E un espace vectoriel de dimension n, # = (e1,...,en) une base de E.

Soit € = (u1,...,un) une famille de E. On souhaite trouver un “calcul” sur les coordonées
des vecteurs de ¢ qui nous dira si ¢ est un base ou non de FE.

REMARQUE:

Mats(6) = (7 %)



Deuxiéme partie

Définitions



II Définitions

Définition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension n < +oco et f : E™ — K. On
dit que f est multilinéaire si

Vi € [1,n] ,Y(u1, ...t 1, U1, un) € EPTY

— K

P’application
> f(u1, e Wi 1, Uy Uit 1, - -5 Un)

est linéaire.

On dit que f est antisymétrique si
Vi < j,V(ui,...,un) € E™,

Fut, oo U1, Uy Ui 15+ vy U1, Uy Ujge 1 - - - 5 Un)
= —f(UL, - Ui, Wiy Ui Ty - ey U1, Uy U 15 - - - 5 Un )

On dit que f est alternée si

V(ulv---aun) EE”7(3i<jaui:uj - f(ulv---7u7t):0)-

Proposition: Soit K un corps tel que 14+1 # 0, E un K-espace vectoriel de dimension
n et f: E™ — KK une forme multilinéaire.

Alors,
f alternée <= f antisymétrique.

Dans le reste du chapitre, KK est un corps avec 1+ 1 # 0.

Théoréme: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. Ly’bensemble des formes
multilinéaires alternées de E est un sous-espace vectoriel de K®E™) de dimension 1.

|
Définition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et # = (e, ..., en) une base
de E.
1l existe une unique forme f multilinéaire alternée sur F telle que f(e1,...,en) = 1. Elle
est donnée par la formule
n
V(ur,...,un) € B™, f(ur,...,un) = Y (o) [] ao().s
ocESnp g=1
ol
Vi,J, a;,j est la i-éme coordonnée de u; dans la base .
Cette application est appelée déterminant dans la base # et noté detg.
Proposition: Soient #Z = (e1,...,en) et € = (u1,...,un) deux bases de E. Alors
dety = detg(er,...,en) detg
i.e.
v('017 000 7Un) € Enydet%ﬂ(’ulv occ 7Un) = det(tf(elz aoo 7en) det.@(vl’ ooo 7’UTL)‘
|




II Définitions

REMARQUE (notation):
Avec les notations précédentes, on note detg(%) au lieu de detg(u1,...,un).

Corollaire: Avec les notations précédentes, detg (%) # 0 et

detz(€) = (detw (8)) !

Théoréme: Soit # = (e1,...,en) une base de E, ¥ = (u1,...,un) une famille liée
(i.e. € n’est pas libre). Alors detg (%) = 0.




Troisiéme partie

Déterminant d’un endomorphisme



111 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition: Soit f € £ (E), # = (e1,...,en) une base de E. Alors,

EIPYS ]K7 v(“lv"'?“ﬂ) € E7 det% (f(u1)77f(un)) = )‘det.@(ulw"vun)'

Proposition: Soit f € Z(E), % et € deux bases de E. Soient (), u) € K? tel que

dEth (f(ul)z 0 7f(un)) = Adetgg(ul7 ©00 au’n)z

7 " 'rL7
(. un) € B {det«g(f(un,..,,f(un))—udet«mh...,un).

Alors, A = p.

Définition: Soit f € Z(E). Le déterminant de f est le seul scalaire vérifiant,
V% base de E, V(u1,...,un),detg (f(ul), S ,f(un)) = Adetg(ui,...,un)

et on le note A = det(f).

REMARQUE:
Sin =2,
Aire(f(u1), f(u2)) = det(f) Aire(ut, uz).

Proposition: Soient f et g deux endomorphismes de E. Alors,

det(f o g) =det f x detg.

Corollaire: Si f € GL(E), alors det(f) # 0 et det(f 1) = det(f) " .

H Proposition: Soit f € Z(E). On suppose f ¢ GL(E). Alors det(f) = 0.



Quatriéme partie

Déterminant d’une matrice carrée



IV Déterminant d’une matrice carrée

Définition: Soit A = (ai,]')lgign € %n(]K)
194

<J<n

Le déterminant de A est

ailr Qi

n
det(A)=1| = .. = @ ][]y,
an,1 000 Ay oESRK Jj=1

Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, 4 = (ei1,...,en) une
base de E, (u1,...,un) € E™ et A= Matg(ui,...,un).

Alors,

detgg(ut,...,un) = det(A).
Proposition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, & = (e1,...,en) une

base de E, f € Z(E) et A= Matg(f). Alors, det(A) = det(f).

Proposition: Soit (A, B) € .4, (K)>.

det(AB) = det(A) det(B).

Proposition: Soit A € ., (K).
A € GLy(K) <= det(A) #0

Dans ce cas, det(A™1) = det(A4) L. O

Proposition:
VA € Mp(K),det(*A) = det(A).

Proposition: Soit A € ., (K), C une opération sur les colonnes et A’ la matrice
obtenue en appliquant C' sur les colonnes A.

1. Si C =c¢; +— c¢;j (avec i # j), alors det(A’) = — det(A).

2. Si C = ¢; +— Ac;, alors det(A’) = Adet(A).
3. Si C =¢; +— ¢; + Acj (avec i # j), alors det(A’) = det(A).

Corollaire: Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients
diagonaux.
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition: Soit A € .#,(K), L une opération sur les lignes, A’ la matrice obtenue
en appliquant L sur les lignes de A.

1. Si L =4#; «— £; (avec i # j), det(A’) = — det(A).
2. Si L =4; +— M, det(A") = Adet(A).
3. Si L=14; +— £; + X\ (avec i # j), det(A") = det(A).

11



Cinquiéme partie

Développement suivant une ligne
ou une colonne
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A% Développement suivant une ligne ou une colonne

Proposition (Laplace): Soit A = (a;;) € #n(K).

n
V] € Hlvn]]a det(A) = Z(fl)i+jai,jmi,]'

o=1l

ot m;,; est le mineur d’indices (4,7), i.e. le déterminant de la matrice obtenue en sup-
primant la ligne i et la colonne j de la matrice A.

Vi € [1,n], det(A) =
J

(=1t as, s 5
1

n

O
Proposition (Vandermonde): Soient (a,...,an) € K".

1 a1 a% A agb*l
1 ao a% e a;”l

S = [I(aj —a:)

: . ji<i
1 an a2 an~

|

Proposition — Définition: Soit A € #,(K), et com(A) la comatrice de A : c’est la
matrice o
((*1)#] mi,j)1<i,j<n
ot m; ;j est le mineur d’indices (¢, 7) de A.
On a
A'tcom(A) = tcom(A) A = det(A) I,.
Si det A # 0, alors

1
Al = tcom(A).
dev(a) o

REMARQUE:
En pratique, on n’utilise jamais cette formule pour trouver A~! (sauf si n = 2).

Retour sur la diagonalisation
Soit A € A, (K). On cherche P € GL,,(K) telle que
A1
_ e (0)
PAP!= 3
0) ..
An

Soit f € Z(K") telle que Matg(f) = A ou A est la base canonique de K™. On cherche
€ = (u1,...,un) € K" telle que
Nis f(wi) = Niug
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Développement suivant une ligne ou une colonne

INeEK, Ju#0, f(u) =Au
<— INe K, Fu#0,u e Ker(f — Nidgn)
<= 3JN € K, f — Nidgn n’est pas injective
<— I €K, f— Aidgn & GL(K")
<~ 3\ € K, det(A — idgn) =0
<— I e K, det(A — \Iy,) =0

polynéme caractéristique de A
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