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©: Cq1[X] x Cp1[X] — Cpyg-1[X]
U, V)— UP+VQ.
4. P=X34+aX+b,p=3;Q=P =3X%2+a,q=2
@ Cl[X] X CQ[X] — C4[X}
(U, V)—UP+VP.

La base canonique de C4[X] est (1, X, X2,X3,X4). Une base de C1[X] x C2[X] est

((1,0), (X,0), (0,1), (0, X), (0, X2)).
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P a une racine multiple <= P et P’ ont une racine commune
<= le resultant de P et P’ est nul
< 4a® + 276 = 0.

1. Soit (U, V) € Cq_1[X] x Cp_1[X].

deg(U) <q—1
donc deg(UP) = deg(U) + deg(P)
Sq¢—1+p

De méme, deg(V) < p — 1 et donc deg(VQ) = deg(V) + deg(Q) < p— 1+ ¢g. On en
déduit que deg(UP + VQ) < p — 1+ q. Ainsi, ¢ est bien définie.
Soient (U, Vi) € Cq71[X} ><Cp71[X}, (U2, V2) € qul[X} ><Cp71[X}, et ()\17 A2) € C2.

O(A(UL, V1) + X2(Uz, V2)) = @((A1U1 + A2U2), A1V1 + A2V2))
= (AU +X2U2) P+ (M V1 + X2V2) Q
=AMULP + X VoP + M V1Q + A2 12Q
=M (U1P+ViQ) + A2(U2P + V2Q)
=X19(U1, V1) + Xop(Uz, Va)

Ainsi ¢ est linéaire.
On pose, pour k € [0,p + q — 1],
(X’“,O) sik<aq,
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Soit k € [0,p+ ¢ — 1].
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2. On sait que P(a) = Q(a) = 0. Supposons ¢ surjective. 1 € Cp44—1[X]. Soit (U,V) un
antécédent de 1 par ¢. Ainsi
1=UP+VQ

En évaluant en a 1’égalité précédente fournit
1=U(A)P(A+V(a)Q(a)
=U(a) x 0+ V(a) X0
=0.

Donc 1 ¢ Im(p) et donc ¢ n’est pas surjective.
Enfin,

dim (Cq—1[X] x Cp—1[X]) = dim (Cq—1[X]) + dim (Cp1[X])
=q—1+1+p—-1+1
=p+q
= dim (Cpyq-1[X])

Ainsi Matg, 2, (@) est carrée.
Comme ¢ n’est pas bijective, Matz, 2, (¢) € GLp14(C) et donc det (Matggl‘g% (gp)) =
0.

3. On suppose que le résultant de P et @ est nul. Donc ¢ n’est pas injective et donc
Ker(p) # {(0,0)}.
Soit (U, V) € Ker(p) \ {(0,0)}. Ainsi

UP+VQ=0



et donc
P|VQ.

Supposons P A @ = 1. D’aprés le théoréme de Gauft, P | V.

Or deg P = p (car ap # 0) et degV < p — 1.

Donc V =0 et donc UP = 0, donc U = 0 i.e. (U, V) = (0,0) : une contradiction.

On vient de prouver que P et Q ne sont pas premiers entre eux. Soit D = P A Q.

D’aprés ce qui précéde, deg(D) > 1, et donc D a au moins une racine a € C par le
théoréme d’Alambert—Gauf.

Comme D | P et D(a) = 0, on peut conclure que P(a) = 0. De méme Q(a) = 0.
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Le déterminant n’est pas modifié suite aux opérations C; < C; — C1 pour i € [2,n].
Les colonnes 2 a n de la matrice obtenue ne font plus intervenir z. En développant le
déterminant suivant la premiére colonne, on obtient alors une expression polynomiale
en x de degré au plus 1.
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Exercice

On a 2n + 1 cailloux et, a chaque fois qu’on retire un caillou quelconque, on divise le tas de
cailloux en deux tas de méme masse. Montrer que tous les cailloux ont la méme masse.
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det(f)? = (=1)" donc det f € R <= n € 2Z.
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