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Premiére partie

Motivation



I Motivation

Soit E un espace vectoriel de dimension n, # = (e1,...,en) une base de E.

Soit € = (u1,...,un) une famille de E. On souhaite trouver un “calcul” sur les coordonées
des vecteurs de ¢ qui nous dira si ¢ est un base ou non de FE.

EXEMPLE:
Avec E = ]R27 % = (e1,e2) base canonique de R?, ¢ = (u1,u2) avec u1 = (z,y) et ug =
(', y).

1 us

u2

On note A l'aire orientée (ou algébrique) du parallélogramme engendré par ui et usa.

Cette aire vérifie :
A(u1 —+ U3,u2) = A(ul,ug) —+ A(U3,u2)
A(Aut,u2) = AA(u1,u2)
Aug,u1) = —A(ur,uz)
Aler,e2) =1

A(ui,u2) = A(zer + yea, u2)
=xzA(e1,u2) + yA(ez,u2)
=xA(e1,7’e1 +y'es) + yA(ez,z'e1 + y'e2)
= xz'A(e1, e1) + xy’ A(e1, e2) + yz' Alez, e1) + yy' A(ez, e2)

_ xy/ _ym/

(u1,u2) base de R? <= zy’ —yz' #0

REMARQUE:

/
Matg (%) = (g ;ﬁ)

EXEMPLE:
E = R3, (e1, €2, e3) base canonique, ¢ = (u1,uz2,us) famille de E.

Soit V' le volume algébrique du parallélépipéde orienté engendré par ui, ug et ug.
V est trilinéaire et

V(uz,u1,u3) = =V (u1,uz,us)

V(ug,u1,u2) = V(u1, uz, us)

V(er,e2,e3) =1

ur = (@1, Y1, 21)
On pose § uz = (z2,y2, 22)
uz = (3,93, 23)-



I Motivation

V(u1,u2,u3) = V(xier + yiez + z1€3,u2,u3)

z1V (e1,u2,u3) +y1V(e2,uz,u3) + 21V (e3, u2,u3)

z1y223V (e1, €2, e3) + x122y3V (e1, e3,e2) + y1z223V (e2, €1, €3)
=+ :L11,22563V(627 es, 61) =+ Z1x2ygV(t237 e1, 62) =+ z1y2x3V(e3, ea, 61)
= T1Y2z3 aF Y122x3 ar 21T2Y3 — T122Y3 — Y1223 — 21Y223

C’est la formule de Sarrus (hors-programme).



Deuxiéme partie

Définitions



II Définitions

Définition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension n < +oo et f: E” — K. On
dit que f est multilinéaire si

Vi € [[1,71] JNVut, oo Ui—1, Uit 1, -5 UR) € En_l,

— K

P’application
> f(u1, e Wi 1, Uy Uit 1, - -5 Un)

est linéaire.

On dit que f est antisymétrique si
Vi < j,V(ui,...,un) € E™,
Fut, oo U1, Uy Ui 15+ vy U1, Uy Ujge 1 - - - 5 Un)
= —f(UL, - Ui, Wiy Ui Ty - ey U1, Uy U 15 - - - 5 Un )

On dit que f est alternée si

V(ulv-“aun) EE”7(3i<jaui:uj - f(u17'~-7u7l):0)-

Proposition: Soit K un corps tel que 14+1 # 0, E un K-espace vectoriel de dimension
n et f: E™ — KK une forme multilinéaire.

Alors,
f alternée <= f antisymétrique.

Preuve: “ =" On suppose f alternée.

Soit (u1,...,un) € E™ et (i,5) € [1,n]? avec i < j.
0= Flut, - yUi—1,Us & Uj, Ui 1, -+ -5 Uj—1, Us + U, Ujp 1, - -+ 5 Un)
= Jl@ng000 0 W—1g Wy Bl o o 0 o Wil B 3= Vo Wil 0 0 0 o Wip)

+ (U1, W1, U, Wi 1y - ey UG— 1, U+ U, U1, - - - Un)
= flul, e Ui 1, Ugy Ui 1y e v U1, U, UGf 1y - - -, Un

ULy ooy U1 Uy Uit Ty v o5 Uj—1, Uy Ujt 1y -+ Un

—_ — —

+ £(
+ (U1, Wi 1, U Wi 1y e ey UG 1, Uiy U1, - -+ 5 Uy
4 4

ULy ooy Uiy Ugy Ui 1y - ooy Uj— 15 U, Ujp s - -+ Un

donc

Ful, oo U1, Uy Ui 1, Ui Ly - o UG 15 Uy Up 1, - - v 5 Un)

= =@ 050 o Wi g Vs Wity Uil 0 o 0 o Wil Uiy Wil g 0 0 0 o Lip)e

Donc, f est antisymétrique.
“ <=7 On suppose f antisymétrique. Soit (u1,...,un) € E™ et (i,5) € [1,n]? tels
que ¢ < j et u; < uy.

Fud, e Ui 1, Uiy Wi 1y -+ o Ug— 1, Uy Wb T - - -, Un)
=F(ULye ey Ui 15 Uy Wik 1y e v o UG 1 Uiy Ui 15 - -+ 5 Un)
= —f(un, Ui, Ui, Ui Ty e ey U1, Uy U1, - -+ 5 Un)



II Définitions

D’ou,

f(u177u71)(1+1):0
~——

donc f(u1,...,un) =0.

Dans le reste du chapitre, K est un corps avec 1+ 1 # 0.

Théoréme: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. L;ensemble des formes
multilinéaires alternées de E est un sous-espace vectoriel de K(E™) de dimension 1.

Preuve (pas exigible):
Soit # = (e1,...,en) une base de E. Soit f une forme multilinéaire alternée. Soit
(u1,...,un) € E™.

n
Vj € [Lnl, 3(ai )igisn, uj = ) aige;
g=1

n
flur,. . un) = f (Zai,lei,u%u-»un)
=1
n
> aiifeiuz,. .. un)
o=l

n n
E aiy 1 f 61‘175 Qiy,2€in, U3, -+ -, Un

1=1

N

ip=1

Il
NE
NE

W 1Tt 0 I (C 5 B Wy 0 00 9/ Uip)

S

S
Il
i

in=1

n n
> > iy 10y iy nf €0y g, €y )
e N |

=il
= D o(1),1%(2),2 " Go(n)nf(€o(1)s €o(2): -
g€S

n

2 Carfl))

n
= > @ [T acis | fler,---sen)
oESy Jj=1 cK

A(ug,e-esun)

Drou, f:f(el)"'7en) A.




II Définitions

Donc, ’ensemble des formes multilinéaires alternées est Vect(A). De plus,

Aler, ... en) = > &(@) [ 000
j=1

ocESy

:e(id)ﬁl:l;éo.

j=1

Définition: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et 8 = (e, ..., ey ) une base
de E.

Il existe une unique forme f multilinéaire alternée sur E telle que f(e1,...,en) = 1. Elle
est donnée par la formule

n
V(ui,...,un) € E", f(u1,...,un) = Z (o) H Ao (5),j
ocESy Jj=1

ol
Vi, j, a; ; est la i-éme coordonnée de u; dans la base Z.

Cette application est appelée déterminant dans la base £ et noté det 4.

Proposition: Soient # = (e1,...,en) et € = (u1,...,un) deux bases de E. Alors

dety = dety(e1,...,en) dety

Y(vi,...,0n) € E", detg(v1,...,vn) =detg(er,...,en) detg(vi,...,vn).

Preuve:
On sait que dety et dety sont colinéaires :

IX e K, V(vi,...,vn) € E", detg(vi,...,vn) = Adetg(vi,...,vn).

En particulier,
detg(e1,...,en) = Adetg(er,...,en) = A

REMARQUE (notation):
Avec les notations précédentes, on note detz(%) au lieu de detg(u1,...,un).

Corollaire: Avec les notations précédentes, detg (%) # 0 et

det (%) = (det (2))

Preuve:




II Définitions

On sait que
Y(vi,...,vn) € B, detg(vi,...,vn) = detgp (%) detg(vi,...,vn).

En particulier,
1 = dety (%) = detx(A) detz(F).

O
Théoréme: Soit # = (e1,...,en) une base de E, ¢ = (u1,...,uy) une famille liée
(i.e. € n’est pas libre). Alors detg(%¢) = 0.
Preuve:
Sans perte de généralité, on peut supposer que un € Vect(ui,...,un—1) :
n—1
Unp = Z)\kuk ol A, ..., A\p—1 € K.
=il
n—1
det%’(ulv B un—lyun) = Z Ak detgg(ul, ceeyUn—1, uk)
k=1 3
=0
O




Troisiéme partie

Déterminant d’un endomorphisme
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111 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition: Soit f € £ (E), # = (e1,...,en) une base de E. Alors,

EIPYS ]K7 v(“lv"'?“ﬂ) € E7 det% (f(u1)77f(un)) = Adet.@(”lw’wun)'

Preuve:
E" — K
Soit g : . g est clairement alternée.
9 (U1y..yun) +— detg (f(ul),,f(un)) 9
Soit i € [1,n], (w1, ..., Ui Uis1, ..., un) € E" "L L'application w — (w1, ..., U1, U Uit1, ..., Un)

est la composée de f et de v > detg (f(u1), ..., f(ui—1),v, f(uit1),. .., f(un)) donc
elle est linéaire.

O

Donc, g est une forme multilinéaire alternée donc colinéaire & det 4.

Proposition: Soit f € Z(E), # et € deux bases de E. Soient (A, ) € K2 tel que

n det@ (f(ul)zvf(un)) =/\detgg(u1,...,un),
v co,Un ]
(. un) € B {detcg (F(ut)y- -, f(un)) = pdetig(ua, ..., un).

Alors, A\ = p.

Preuve:
On pose # = (e1,...,en).

dety (f(e1), .-, flen)) = pdetg(e, ..., en) = pdety ()

Il
dety (£) dety (f(el), B f(en))

Il
A detcg(,%) dety (%)
£0 =1

donc A\ = p.

Définition: Soit f € Z(E). Le déterminant de f est le seul scalaire vérifiant,

V% base de E, V(ui,...,un),detg (f(ul), ,f(un)) = Adetg(ui,...,un)

et on le note A = det(f).

REMARQUE:
Sin =2,
Aire(f(u1), f(u2)) = det(f) Aire(ut, uz).

Proposition: Soient f et g deux endomorphismes de E. Alors,

det(f o g) =det f x detg.

11



111 Déterminant d’un endomorphisme

Preuve:
Soit # = (e1,...,en) une base de E.

detg (fog(er),...,fog(en)) = det(f o g)detg(er, ... en) = det(f o g)
I
detgs (£(g(er)), - F(glen)))
I
(det f) detg (gle1),.--,g(en))

[l
(det f) (det g) deta(er, ... en).
—_—

=il
O
Corollaire: Si f € GL(E), alors det(f) # 0 et det(f~1) = det(f)~!.
Preuve:
On suppose f € GL(E) :
fofl=idg.
Donc,
det(f) det(f~1) =det(fo f~1) = det(idg).
Soit # = (e1,...,en) une base de E.
det g (idE(el), .. .,idE(en)) =det(idp) x 1
I
dety(A) =1
O

Proposition: Soit f € Z(F). On suppose f ¢ GL(E). Alors det(f) = 0.

Preuve:
Soit # = (e1,...,en) une base de E.

det(f) = dety (f(el), R f(en)).

J nest pas surjective donc rg (f(e1),...,f(en)) < n donc (f(e1),...,f(en)) est lide
O

donc detg (f(e1),---, f(en)) = 0.

12



Quatriéme partie

Déterminant d’une matrice carrée

13



v

Déterminant d’une matrice carrée

Définition: Soit A = (ai,]')lgign € %n(]K)
194

<J<n
Le déterminant de A est

ailr Qi

det(A)=1| = .. = @ ][]y,
j=1

ocES,

an, 1 o Qnyn

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, 4 = (e1,...,en) une

Proposition:
,un) € E™ et A= Matg(ui,...,un).

base de E, (u1,..

Alors,
detgg(ut,...,un) = det(A).

Proposition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, & = (e1,...,en) une
base de E, f € Z(E) et A= Matg(f). Alors, det(A) = det(f).

Preuve:

det(f) = dety (f(el), .. .,f(en)), A = Matg (f(el),“.,f(en)).

det A = detg (f(e1),---, f(en))
= det(f).

Proposition: Soit (A, B) € ., (K)?.
det(AB) = det(A) det(B).

Preuve:
Soit E = K", & = (e1,...,en) la base canonique de E, f € Z(FE) tel que A = Matg(f)

et g € Z(F) tel que B = Matg(g).

det(AB) = det(f o g) = (det f) (deg g)
= det(A) det(B).

Proposition: Soit A € ., (K).
A € GLy(K) <= det(A) #0

14



I\Y Déterminant d’une matrice carrée
Dans ce cas, det(A™1) = det(A4) ™. O
Proposition:
VA € M (K),det(PA) = det(A).
Preuve:

Soit A € My (IK).

n
det(*fA) = >~ e(0) [] 25,009

oESn Jj=1

= Z (o) H 51 (k) k
€Sy k=1

= Z € (0'71) H Ao/ (k),k
o'€Sn k=1

= Z e(a’) H Qo (k) k
o' €S k=1

= det(A)

car
. a1 sie(c’) =1
Vo' € Sn,e (U/ ) =e(o)7! = -1 sie(o’)=-1

Proposition: Soit A € .#,(K), C une opération sur les colonnes et A’ la matrice
obtenue en appliquant C' sur les colonnes A.

1. Si C =c¢; +— ¢ (avec i # j), alors det(A’) = — det(A).
2. Si C = ¢; +— Aci, alors det(A”) = Adet(A).
3. Si C =¢; +— ¢; + Acj (avec i # j), alors det(A’) = det(A).

Preuve:
Soit (u1,...,un) € (K™)™ tel que

Vi € [1,n],c; = Matg(u;)

ol A est la base canonique de K™ et ¢; la i-éme colonne de A.

15



v

Déterminant d’une matrice carrée

1.
—det(A) = —detg(ui,...,un)
I
det(A/) = det{@(ul, ey UG 1 Uy Uit Ty e ey Uj— 1, Ujy Ut 1y - - .,un).
2.
det(A') =detg (Ui, .., Wim1, AUi, Uit 1y .., Un)
= Adetg(u1, ..., Ui—1, Ui, Wit1,- .., Un)
= A det(A).
3.
det(A/) =detg(u1,. .., ui—1,u; + )\u]‘,ulurl, oy Un)
=detg(ul,. .., Wi—1, Ui, Uit1,--.,Un) + Adetg(u,... s Ui—1, Uy Uit 1s - - -
= det(A)

car, comme u; apparait deux fois dans le second détermiant, il vaut 0.

Corollaire: Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients

diagonaux.
Preuve:
A1 x *
Soit T = oo | Sl existe i € [1,n], avec X\; = 0, alors rg(T) < n et
(0) *
An
n
donc T' ¢ GL, (K) et donc det(T) =0 = H Ak
k=1
On suppose que Vi, A; # 0. On a
1 * *
1
— det(T') = det 0 Az
A1 5
S
0 0 An
et
1 * *
0 1
! det(T) =det | :
A1 A2 ¢ =t 0 a3
’ . *
0 0 0 An

16
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IV Déterminant d’une matrice carrée

D’ou
1_.
1 *
N det(T) =
©
1-
‘ (0)
©
=1

donc det(T) = A1 -+ Ap.

Proposition: Soit A € .#,(K), L une opération sur les lignes, A’ la matrice obtenue

en appliquant L sur les lignes de A.
1. Si L =4¢; < £; (avec i # j), det(A’) = — det(A).
2. Si L =4; +— \;, det(A’) = Adet(A).
3. Si L=10; +— £; + X\ (avec i # j), det(A") = det(A).

EXEMPLE:
(a,b,c) € C3
a b ¢ a+b+c b c
b a c¢cl=lat+tb+c a c
a b a+b+c a b
1 b ¢
=(a+b+c)|l a c
1 a b
1 b @
=(a+b+c)|0 a—b 0
0 0 b—c

=(a+b+c)(a—b)(b—c)

17



Cinquiéme partie

Développement suivant une ligne
ou une colonne
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A% Développement suivant une ligne ou une colonne

EXEMPLE:

r = F =

= F = =

* = TF =

= F = =
411 g 2 _01 4 6 -1 1 3 0 1 3 0 1 3 0
7lslo —2 =27 9 =2|{+5(7 9 —-2/—-8{4 6 —-1|+2/4 6 -—1
309201 o 3 1 0 3 1 0 3 1 0 7T 9 =2
411 g Z _01 1 2 3 1 2 3

=—-17 8 9|+2]4 5 6

[ O B 3 2 1 3 2 1
3 2 1 0
i g 2 _01 2 3 0 1 3 0 1 2 0
7 8 9 _9 =-35 6 -1/+24 6 -1/—-14 5 -1
35 1 0 8 9 -1 7T 9 =2 7 8 9

E=C*et B = (e1,e2,e3,e4) base canonique de E.

up = (1747 77 3)7
=(2,5,8,2
On pose uz =(2,5,8,2), et A = Matg(u1,u2,us,us) = Matg(u1,2e1 + Ses + 8es +
ug = (3,6,9,1),
ug = (0, -1, —2,0).
2eq,u3,u4).
Donc,

det A = detg(u1,2e1 + Sea + 8es + 2e4,us, uq)

2detg(u1,e1,us, ua)

+ 5detg(u1, e2,u3, ug)
+ 9detg(u1, e3,u3, us)
+ 2detg(u1, eq, us, us).

1 1 3 0
4 0 6 -1
detg(ui,er,us,ua) = |, o g o
301 0
1 3 0
__|0 4 6 -1
0 7 9 -2
0 3 1 0
1|o o o]
_ o746 —1
— o7 9 -2
03 1 o0
1 0 |
*
— o
(0)

19



A% Développement suivant une ligne ou une colonne

Idem pour ea, e3,e4.

Proposition (Laplace): Soit A = (a;;) € #n(K).
n

Vj € Hlvnﬂa det(A) = Z(fl)i+jai,jmi,]’
=1

ot m;,; est le mineur d’indices (4,7), i.e. le déterminant de la matrice obtenue en sup-
primant la ligne i et la colonne j de la matrice A.

Vi € [1,n], det(A) =

J

(1)t as jmi 5.
1

n

Proposition (Vandermonde): Soient (a1,...,an) € K™.
1 a a% e a;L*l
1 ao a% e ag_l
. 5 = H(aj a;)
. . j<i
1 an a a1
Preuve (par récurrence sur n): — Soit n € IN. Soient a1, ...,an+1 € K. On pose
1 ai <o af
An+1 = :
1 ant1 -+ apyq

On développe A, 41 suivant la derniére ligne et on obtient une expression poly-

nomial en ap41 :
Ant1 = P(an+1) avec P € K, [X]

et le coefficent devant X" est Aj,.
Cas 1 On suppose A, # 0. D’aprés ’hypothése de récurrence :

Vl,]eﬂl,n}],l#] = aiiaj
dom(P,) = A, = H (a=a3)

n2j>i>1

deg(P,) =n

Vi € [1,n],P(a;) =0
donc

P=A(X—a1) (X —an)
donc
Ant1= ][] (a5 —as) (@ny1—a1) - (ant1 — an)
n>j>i>1
= JI (a-a)
n+1>5>i>1

20



A% Développement suivant une ligne ou une colonne

Cas 2 On suppose A, =0 :
Fi,je[l,n],i#j et a; =aj.

Alors,
Apy1=0=

I1

nt1>5>i>1

(aj — a;).

Proposition — Définition:
matrice

Soit A € A, (K), et com(A) la comatrice de A : c’est la
((_I)H—j mid’)1g¢,jgn
ot m;,; est le mineur d’indices (7, j) de A.
On a
A'tcom(A) = fcom(A) A = det(A) I,,.
Si det A # 0, alors
=il Lo

dot(A) com(A).

EXEMPLE:
Avec A = (Z 2), on a det A = ad — be.
_(+d b t _(d —c
comA = (76 +a) donc “com(A) = (7b a)
Si det(A) # 0,
=1 __ 1 ( d —C)
ad—bc \=b a
EXEMPLE:
a1 b1 ca
Avec A= a2 b2 c2|,ona
a3 bz c3
bocs — bsca  ascy —ages  asbs — aszbs
comA = | ¢1bg —bjcs aijc3 —aszcy  asby —aibs
bicy —baci  asci —aicy  aibe —ash
Preuve:

On note C' = A tCOm(A) = (ci,j)-

n
Vi€ [1,n],ci = Zaij(_l)i+jmij = det(A).
j=1

Soient i € [1,n], j € [1,n] avec i # j.
n .
cij = Y ain(—1)T T myp.
k=1
C’est le déterminant de la matrice obtenue en remplacant la j-éme ligne de A par la

i-éme, qui a donc 2 lignes identiques donc ¢;; = 0.

L’autre formule “ ‘com(A) A = det(A)I,” se démontre de la méme facon. O

21



A% Développement suivant une ligne ou une colonne

REMARQUE:
En pratique, on n’utilise jamais cette formule pour trouver A~! (sauf si n = 2).

Exercice (Formules de Cramer):

INUTILES ET HORS-PROGRAMME
Soit S le systéme AX = B avec A € GL,(K) et B € #p,1(K).
L’unique solution du systéme S est donnée par

1

det A;
x=|: | ouvi o= L8

det A

Tn

ou A; est obtenue en replagant la i-éme colonne de A par B.

Solution : Soit (z1,...,2y) 'unique solution de S.
n
D = Ci(A) =B
i=1

ou C;(A) est la i-éme colonne de A.

Vg, det(Aj) = det (01 (A),C2(A),..., ijl(A), B, Cj+1(A), e Cn(A))

=Y zidet (C1(A),...,C5-1(A),Ci(A),Cj11(A), . .., cn(A))
g=il

= z; det(A)

Retour sur la diagonalisation

Soit A € #(K). On cherche P € GL, (K) telle que

AL

.. (0)
PAP = -
)\n

Soit f € Z(K") telle que Matz(f) = A ou A est la base canonique de K™. On cherche
C = (u1,...,un) € K" telle que
AN, flui) = Aiu;

IN €K, Ju#0, f(u) =Au
<~ INeK, Ju+#0,uec Ker(f — Aidgn)
<= JX\ € K, f — Aidgr n’est pas injective
<~ e K, f— Nidgn & GL(K")
<~ 3\ € K, det(A — idgn) =0
<~— 3\ eK, det(A — \Iy,) =0

polynéme caractéristique de A
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