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I Cours

Premiére partie

Cours

1 Intégrer une fonction continue par morceaux sur un seg-
ment

Toute fonction f : R — R continue sur un segment [a, b] posséde une intégrale ff f(t) dt.

Toute fonction f : R — R continue par morceaux sur un segment [a,b] s’il existe une
subdivision o = (z0,...,2n) € G[q ) de [a,b] (donc a =29 < --- < xn = b) et que f‘]zi_lyz'[
est continue, pour tout i et que les limites de f en z; et ;1. On dit que o est adaptée a f.
Alors, l'intégrale de f est

n

/[a,b] = Z '/[Ei—lvl“i] &

g=il

ol f; = f|[zi—111i].

S

Ficure 1 — Une fonction continue par morceaux

REMARQUE 1 (intégrale et primitive):
On dit que F' : I — R est une primitive de f : I — R si F est dérivable et F/ = f.

)

2 Qu’est ce qu’'une intégrale généralisée ?

DEFINITION 2:
Une fonction est continue par morceaur sur un intervalle I si elle est continue par morceaux
sur chacun des segments inclus dans I.

Pour la 12%¢ intégrale, la fonction intégrée n’est pas définie en ¢t = 1. On intégre donc jusqu’a
z pour z < 1 et on prend la limite pour z — 1.

Pour la 22de intégrale, la borne supérieur est +oco. On intégre donc jusqu’a z et on étudie
la limite pour z — +o00 (comme pour les séries).

F(x) := /wf(t) dt ——

n——+oo

¢ eR = Vlintégrale f:oo f converge

sinon = lintégrale f:oof diverge.
DEFINITION 3:
Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a,b[, ol —co < a < b < +o00.
Soit, pour z € [a,b], F(z) = f[a o f. On dit que l'intégrale I = f[a b[f converge en b si la

limite lim,_,, - F'(x) existe et est finie. Sinon, on dit qu’elle diverge.
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EXEMPLE 4:
Le programme nous permet d’utiliser sans re-démontrer les points 2. et 3.

1
e dt converge.

L’intégrale I est impropre en 1 (ou est généralisée en 1). On remarque que, pour tout
z € [0,1],

1. Montrons que I = fol

T

1

/ ———— dt = Arcsinz —— Arcsin 1
0 1— t2 x—1—

car Arcsin est continue. Or, Arcsin1 = 7. Donc, l'intégrale I converge et que [ = 7.

2. L’intégrale J = fol Int dt est convergente en 0.
L’intégrale J est impropre en 0. On remarque que, pour z € ]0,1],

1
/ Int dt = [tlnt—t}1 =—l—-zhe+z — —1
x x z—0t

par croissances comparées. On en déduit que l'intégrale J converge et que elle est égale
a —1. Méme si la borne supérieure est différente, on peut retrouver cette formule avec
les relations de CHASLES sur les intégrales.

3. L’intégrale B = f0+°° et dt (ou K est une constante) converge en +oo si et seulement
si K < 0.

L’intégrale B est impropre en +o0o. On remarque que, pour x € ]Ri',

Kt® .
[ostan [ e
0 a8 si K =0.

Or, x ——— +oo donc B diverge si K = 0; de plus,
T—>+o0

5 =1l -+ SiK<0
K z—+oo | +oo si K > 0.

On en déduit que l'intégrale B converge si et seulement si K < 0 et, si K < 0, on a
B=-1>0.
REMARQUE 5:
Si f est continue par morceaux sur |a,b[ (ou —oco < a < b < +00), et lintégrale Jia,b[f est
impropre en a et en b, alors on utilise la relation de CHASLES en découpant cette intégrale
avec ¢ €|a, b : 'intégrale f]a,b[ f converge si et seulement si f]a,c] converge et f[c,b[ converge.
Si ces deux intégrales convergent, alors

[ = 1+[ &
Ja,b[ Ja,c] [e,b]
EXERCICE 6:

Cet exercice, comme indiqué dans le programme, peut étre utilisé sans avoir a le re-démontrer.
Soit o un réel. Montrons que
— Ulintégrale f1+ o t% dt converge si et seulement si « > 1 (comme pour les séries) ;
[critére de RIEMANN en +oof
— Ulintégrale fol t% dt converge si et seulement si a < 1; [critére de RIEMANN en 0]

— Ulintégrale 0+°° t% dt diverge pour tout o € R.

1+°° t% dt est impropre en +o0o. Soit « € [1, +00].

/jf(t) dt = {[[ini]i] :Z;i

—a+1

1. L’intégrale

—at+l_ o
ZT_HI sta#1

Ing — o0 sia=1
T —+00

Si—a+1<0,alors [ L dt ——— —1-.Si —a+1>0,alors [{ L dt ——— +o0.
1t z—+oo @~1 1@ T—>+00

L’intégrale f1+°° t% dt converge si et seulement si a > 1.
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REMARQUE 7:
Si f : [a, +oo[ — RT, l'intégrale f:'oo f(t) dt peut converger méme si f(t) #} 0. En effet,
—+00

la fonction décrite sur le poly est un bon exemple : son intégrale converge mais la fonction ne
tend pas vers 0.

ProrosiTION 8 (intégrales faussement impropres):

Si une fonction f : |a,b] — R est continue sur ]a,b] et posséde une limite finie £ en a, alors
son intégrale f: f(t) dtest impropre en a mais elle converge en a. On dit donc qu’elle est
faussement impropre.

PREUVE:

Soit « € Ja,b]. On considére lintégrale ff f(t) dt = F(b) — F(x) ou F est une primitive de
f sur ]a,b]. On cherche donc la limite de F' quand x — at. On prolonge par continuité f en
a, en posant f(a) = £. La fonction f est donc continue sur [a,b]. Cette fonction f prolongée
posséde une primitive F sur [a,b]. Donc f est dérivable sur [a,b] et donc continue sur [a,b].

On en déduit que F(z) admet une limite finie en a, et donc fab f(t) dt existe.

EXEMPLE 9:
On pose f, le sinus cardinal :

fR* — R

sint

FIGURE 2 — Sinus cardinal

La fonction f est continue sur |0, 8] mais lim;—q % = 1. D’ou fog % dt est faussement
impropre en 0 et donc convergente.

Mais attention! On ne dit pas « soit [ : ¢ — % L’intégrale jh}%% dt est faussement

impropre en +oco car lim;—s o % =0.»

3 Intégrer les ~, 5, et O

THEOREME 10:
%)

THEOREME 11:
Le 2. n’est pas la réciproque du 1. mais la contraposée.

ProrosiTioN 12:
1%}

ExeEmMPLE 13:

On considére 'intégrale f;oo 1

t24cost
en 400 :

dt, c’est une intégrale impropre en +o00. On recherche

Ared 1
un équivalent de et

1 1
t2 + cost t——+oo t2
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qui ne change pas de signe. Or, f2 o %2 dt converge car c’est une intégrale de RIEMANN avec
a =2 > 1. On en déduit que 'intégrale I converge.

On procéde autrement :
1 1

0 ———< ——.
S #2 4 cost  t2-—1

Or, ;wﬁ dt converge car
o1 Ry 1/2
2 t*—1 2 t—1 t+1
1/ 1 1/ 1
e [
2 /o t—1 2/ t+1

:%[ln\t—lﬂz—%[lnﬁ-&-l\]

r o1 1 t—11[]1" 1
/7dt:7[ln7] — —In
5 12 -1 2 t+1)]y 2

donc l'intégrale I converge et I < %1113.
ExEercice 14: 1. L’intégrale I = fo % dt est impropre en 0. On utilise un équivalent :

z
2

D’ou

1 1
+ —-In3 ——— —In3.
2 z—+4oco0 2

rx+1

x—l‘

1

sint ~¢_,0t qui ne change pas de signe. Or, f(f % dt diverge (par critére de RIEMANN).
Donc I diverge.

L’intégrale J = fl o sin% dt est généralisée en +0o0. On cherche un équivalent en +oo :

sin — ~
t t——+oo

1

t

qui ne change pas de signe. Or, f1+°° % dt diverge par critére de RIEMANN. On en déduit
que J diverge également.

2. L’intégrale O+°° %2 dt est impropre, et en 0, et en +oco. Le théoréme ne marche donc

pas. En effet ¢t — %2 n’est pas continue par morceaux en 0, ce qui était le cas pour

1
t— Tz

REMARQUE (Retour sur la REMARQUE 5):

L’intégrale f0+°° dt est impropre en 0 et en +oco. f0+°°

1 1
In(1+¢) In(1+t)
1

ment si f07 m dt et f7+°° rTeE=] dt convergent. Et si elles convergent

e 1 4 1 ree 1
/ 7dt:/7dt+/ L
0 111(1 + t) 0 111(1 + t) 7 ln(l + t)

On n’utilise pas deux barriéres en méme temps. Sinon, les intégrales doublement impropres
peuvent, et converger, et diverger.

dt converge si et seule-

ProposiTION 15 (avec ~):
Si f(t) ~¢—p g(t) qui ne change pas de signe. Alors,

b b b b
— ou bien / f(t) dt et / g(t) dt convergent et / f(t) dt ~ / g(t) dt.
a a x z—=b /gy
b b @ i)
— ou bien / f(t) dt et / g(t) dt divergent et / f(t) dt ~ / g(t) dt.
a a a z—=b /g
Cette proposition est équivalente & le LEMME 13 sur les séries.

EXERCICE 16:
Montrons que

1 1
/ ——— dt ~ —Inz.
- ln(l -+ t) 0+

L’intégrale fwl m dt est généralisée en 0. Quelle est sa nature 7 On cherche un équivalent

de la fonction intégrée :

1 1
———— ~ — qui ne change pas de signe
In(L+ 1) tot ¢ sep &
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car In(1+t) =t +0,_ g+ (t), ot In(1 +t) ~, o+ t. Or, fol % dt diverge (par critére de Rie-

1 5 : N . P
MANN) donc fo ln(l%t) dt diverge aussi. D’oi, leurs « sommes partielles » sont équivalentes :

1 1 17
/ —— dt ~ / —dt=Inl—Inz=—Inz.
T 11’1(1+t) z—0t Jp T

4 La convergence absolue

THEOREME 17:
Soit f : [a, b[ une fonction continue par morceaux. Si I'intégrale f[a B | f| converge, alors f[a B f

converge aussi et,
[ d<[ s
[a,b] [a,b]

(inégalité triangulaire).

PREUVE:
On a
el s = OOl SO0l HO+ IO VOI-10,
>0 >0

L’analogie est, par exemple,
FO+f(=t) | fO=f(=t)
2 + 2

— en analyse, f(t) =
fonction impaire.

, une somme d’une fonction paire et d’une

T T

— en algebre, #n n(K) > M = % 4 % une somme d’une matrice symétrique
S € % (K) et d’une matrice antisymétrique A € o, (K).

On suppose que 'intégrale f: |f(t)| dt converge.

— On montre que f: W dt converge. On sait que

o< FO =1

S <l

Or, f: | f(¢)| d¢t converge et donc f: LOHIDL 4t converge aussi.
— De méme, on montre que f: 7‘“”‘2_”(” dt converge.

On en déduit que f; f(t) dt converge.

Montrons & présent 'inégalité triangulaire : on veut montrer que

—/ab 1£(0)] dt</abf(t) dt</abf(t) dt.

Ce qui est vrai car Vt € [a,b], —|f(t)| < f(t) < |[f(t)], et Vintégrale [” f(t) dt est croissante.
D’ou, Vz € [a, b,

/: F®)] dt < /:f(t) dt < / )] de.

Enfin, les inégalités larges passent a la limite quand = — b.

sint

ExXERCICE 18: 1. On sait, V¢ € [1, 400, 0 < | %3

< %2 Or, I'intégrale fl & %2 dt converge

d’aprés le critére de RIEMANN (car 2 > 1). D’ou f1+°°

sin t

7’ dt converge et donc
+o0o sint g

I 25 dt converge aussi.

2. L’intégrale fol sin% dt est impropre en 0. Or,

sin;‘ <1,

et 'intégrale fol 1 dt converge, donc fol sin% dt converge absolument.
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5 Intégrer par parties et changer de variables

ProposiTioN 19:
L’intégration par parties, pour les intégrales sur un segment, donne, si f et g sont deux

fonctions de classes €1 )
fg' = [fg] —/ f'g.
[a,b] @ [a,b]

Si 'intégrale est généralisé, on « met une barriére » et on utilise 'intégration par parties sur
un segment, puis on passe a la limite. On étudie tous les cas :
— si [fg] — ¢ € R, alors fa b[fg et fa b[f g ont la méme nature;

— si [fg] dlverge quand & — b, alors on ne peut pas conclure.
La « morale » de la proposition 19 est : 1PP dans une intégrale généralisée, on « met une
barriére. »

ExXERcICE 20 (tarte & la créme):
L’intégrale f0+°° “T“t dt est appelée I'intégrale de DiricHLET. On montre qu’elle converge et,
on calculera sa valeur dans le TD n® 3. Elle est impropre en 0 et en +o0o. On n’écrit pas

o0 sint +°° sint Lsint
dt = dt + dt.
Jo t J1 t Jo 1

L’intégrale f0+°° %ﬂt dt converge si et seulement si les deux intégrales
1 o 400
sint s1n t
= / — dt et J = /
0 t

L’intégrale I converge car elle est faussement impropre (sin(t)/¢ ﬁ 1).
—

convergent.

Qu’en est-il de J? On peut majorer la valeur absolue de la fonction intégrée mais cela ne
permet pas de conclure. On fait donc une 1PP : on pose, pour ¢t € [1,+oo|, f(t) = —cost et
g(t) = % Ces deux fonctions sont de classe €1, d’ou

/f ) X g(t) dt = fg /ft)xg dt = [ COSt} —/jcizt dt.
1

On vent montrer que f[l o f’ - g a une limite finie quand * — +o00. D’une part

cost|® cosl cosz cos T
— = = et 0
t 1 1 a8 T z— 400
car cos est bornée et £ —— 0
T z—+4o0
D’autre par, pour z € [1, +oo],
cost 1
<
2 2
et +°° 2 dt converge.
Par différence, on en déduit que f0+°° % converge.
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sint
t

sint
Ficure 3 — Graphe de T et

REMARQUE 21:
Montrons que f+°° {Smt| dt diverge. On va montrer que Zk>1 fk;rl)ﬁ |Smt| dt tend vers
400 quand N — +oco. On sait que —

(k+D7 | sin ¢|
U 2/ — dt
km (k + 1)7!'

ug

(k+1) t _ 1 (k4+1)m | . _ 1 . .
N (lksfl)L dt = &7 Jkr T |sint| dt = mfoﬂ\smﬂ dt car |sin| est 7-
dique.
périodique. Or, . . B
/ |sint| dt = / sint dt = [—cost] =2,
0 0 ©
D’ou
2
Vk e N*, wup>—— >0.
2+ D

Or, > ﬁ diverge, d’ou ) uy, diverge et donc

“+ oo
/o
ProrosiTiON 22:

Soit ¢ une fonction de classe €' strictement croissante sur [a, 8. On pose a = @(a) et
b=1lim,_, 53— ¢(z). Si f est continue par morceaux sur [a, b[, alors

sint

. dt diverge.

1. les intégrales f(f f(t) dt et ff f(ga(u)) - ¢’ (u) du sont de méme nature ;

2. si ces intégrales convergent, alors

b B
[ 1@ at= [ f(etw) - ¢'w) du.
EXERCICE 23:

On considére lintégrale F(z) = fO ht dt, d’ou F(z) = fO t+ — dt. On fait le changement
de variable suivant : u(t) = ef, d’ott du = et dt = udt, et t € [0,2] <> u € [1,e%]. Ainsi

i an @

€ 2 1 € 2 e
F(x) :/ wi x — du = / TTa du = [2Arctanu]l = 2 Arctan(e®) —
1wt u 1 w

o3

Si  — +o0, alors e” — 4-00. D’out Arctan(e”) — 5. Et donc

2
T — 400 2

™
D) o

ST
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ch

=

sh

Ficure 4 — Graphe de cht et sht
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Annexe I : Bilan de la khoélle n°3

Exercice 3

L’intégrale A = fol tlr:—’i dt est généralisée en 0 et en 1. Il est important d’écrire que « l'inté-
grale A converge si et seulement si les intégrales fol /Z gi—’i dt et [, 11 /2 tl'l—tl dt convergent. » On
tente un développement limité de la fonction dans l'intégrale f11/2 thi—ﬁ dt, mais il faut faire un

changement de variables pour pouvoir faire un DL en 0.

On peut faire le changement de variables ¢ = 1 — u, qui est strictement monotone. On a

dt = —du, d’ou
1 0 _ 1/2 =
/ Int dt:/ In(1 —w) du— 7/ In(1 —w) du.
172t —1 /2 U 0 u

Or, In(1 — u) = u + o(u), et donc

In(1 — —
n(l—u) _ u + o(u) = 14 0(1) 1
U u—0

u

D’ou, l'intégrale f01/2 w du est faussement impropre, donc elle converge.

Mais, au lieu de faire un changement de variables dans l'intégrale, il est préférable de faire
le changement de variables dans la fonction et de montrer qu’elle est faussement impropre
directement.

10
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Deuxiéme partie

T.D.

Exercice 1

1. Soit t > 0. Montrons que t —Int > 1 i.e. Int—t+41 < 0. Or, la fonction In étant convexe,
sa courbe est donc au dessous de ses tangentes. En particulier, de la tangente en 1. On

en déduit que

Int <In’(#)(t — 1) +1In(1) = ¢ — 1.

2. Soit x > 0. Comme la fonction id —In est continue et ne s’annule pas sur ]Rj', alors,
par composition avec la fonction inverse, z +—

comme z > 0, si t € [2z,z], alors ¢ > 0. On en déduit que la fonction F est définie sur

R

Par croissance de ’intégrale, et comme la fonction id — In ne s’annule pas sur ]Rj, on a

2z 2z 1
Oé/ Odté/
- z t—Int

On a montré que, 0 < F(z) < z.

3. D’aprés le théoréme des gendarmes, et, a ’aide de I'inégalité de la question précédente,

on a F(z) —— 0.
z—0t

4. On détermine une équivalent de
on sait que
1

S
t—Int

1
t—Int

11 1
=== =¥ [ —
t—Int ¢ t 1ot

1>.

On sait que i (@ par croissances comparées et donc lnTt =
que
1 1 Int Int
Tome T e\ )
t

D’ou

1 1 1 1 Int n Int Int

— X e = — X o — = —

t 1 lnt t t t Iz

On en déduit que

Int

t—Int ttotoo (2

Ainsi, comme 1

PR 1 1 .
- t—Int ¢
Et, comme ﬁ — % ~ li‘—t, alors il existe une application € : R — R telle que
1 1 Int
— == — (1 +e(® et e(t) —— 0.
t—Int t t2 ( ) ®) t—+o0

?—.f > 0, on en déduit qu’il existe un certain t; tel que

On en déduit qu’il existe t2 > 0 tel que () < 1, et donc

t>ts

On pose T' = max(t1,t2), et don

1 1 <(1+1)lnt
t—Int ¢t 2
C
1 1 Int
vt =T, < i .t
t—Int ¢ 12

o

2 9
dtg/ 1dt=[t]>" ==
x

Int
12

existe et est continue sur Ry . Et,

— % quand t — +oo. Soit ¢t > 20. Tout d’abord,

0+ o(1). On en déduit

).
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5. Soit z > 0. On calcule l'intégrale ffz T—Qt dt a ’aide d’une intégration par parties. Ainsi,

2 T Int]? 21
[ [ [
Lz t |, s t

Inz MJF{ 4}21

& 2z ]
_Inz  In(22) 1 4
Tz 2z 43z g4

6. On sait que

Int o (lnt) 1 1

— e ll— = ——.

2 12 t—Int t
Exercice 3

Indication : pour la G, on applique la relation de CHASLES : 'intégrale f07 e Tlnx dr
converge si et seulement si f01 e~ % lnxdx converge et f17 e *Inz dz converge (qui n’est méme
pas impropre).

int
L’intégrale H = 01 eSl: dt est impropre en 0. On sait que sint ﬁ 0, et donc, par
—

o ) . .. sint . )
continuité de la fonction exp en 0, esi"t —— €0 = 1. Ainsi, © =eint x Ly g1 quine
’ t—0 " E t t

change pas de signe. Or, fol % dt diverge, donc l'intégrale H diverge.

sin t
L’intégrale I = 1+°° ef dt est impropre en +oo. Par croissance de la fonction expo-
sin t -1
nentielle, on a € — 2 €~ > 0. Or, l'intégrale 1+°°% dt diverge, donc 'intégrale diverge

aussi.

L’intégrale K, est I'intégrale d’une fonction Gaufiienne, et elle est impropre en 4+oc0. On la

« découpe » :

+oo 2 1 2 +oo 2
= : : —x —x
/ e dz converge si et seulement si / e dz converge et / e dz converge.
0 0 1

g —x2 A q
L’intégrale fol e~ *" dx n’est méme pas impropre, elle converge donc. Et, pour z € [1,+oo],
. 2 2 .
on sait, comme z2 > z,0<e * <e *. Or, f1+°o e~ " dz converge donc f0+°° e~ % dx aussi.
On calculera la valeur de cette intégrale dans le TD « Intégrales paramétrées. »
2 2 2
Autre méthode pour déterminer la nature de K : e=% = p(e~ %) care=® =¢ & T%
N——
—0
2 2 1 2
care=2’+e = == (1-3) ot —g2 (1- %) — —oox1.Et f0+°° e~ % dx converge donc f0+°° e dx

converge.

—x
xe™ %,

Ficure 5 — Courbe Gaufsienne

13
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L’intégrale F = f7+°° e Tlnz dx est impropre en -+oo. Attention : la fonction n’est pas
« faussement impropre en +oco. » Mais, on peut remarquer que

- _z _=z _z
e lnz=e"2 ¢ 2lng =n(e” 2).
——

0
T —+o00

Or, 7+°° e~ ” da converge donc l'intégrale F' converge aussi.

L’intégrale G = f07 e ?Inz dx est impropre en 0. Or, e~ * Inz ~;_,0 Inz qui ne change pas
de signe au voisinage de 0. Or, f07 Inx dz converge donc l'intégrale G' converge également.

L’intégrale E = f1+°° h’Tz dx est impropre en +oo. Or, Vz > e, h:}@ \} 0 converge.

Or, 1+ 1/2 dz diverge d’apreés le critére de RIEMANN en +oo car 5 < 1. D’ou I'intégrale D
diverge.

Autre méthode : intégration par parties. On peut méme arriver a calculer une primitive de

Inz /v/z.

L’intégrale D = fol IHT;” dz est impropre en 0. On peut remarque que

Inx 2%l Ing 1 0.1
< — =T " _ 5 car x ' lnx ——0
\/E 20,6 20,6 x—0

. p 1 N . N
par croissances comparées. Or, fO 10% dz converge d’aprés le critére de RIEMANN. D’ou —D
converge et donc D converge.

L’intégrale J = f1+ \flern:n dt est impropre en +oo. On calcule
sint sin ¢ 1
= —mM = — X ———
1®) V1t + sint NG 1+ %

1 | sint " sin? ¢ - (sinzt)
— — ] —— IS
14 =it Vit t t

cost sin®t sin? ¢
ft)= aF + 0 ( ) .

et donc

NG t t

L’intégrale f+°° Sin[t dt est impropre en +o0o. Soit > 1. On calcule avec une intégration par

parties,
xr x
sint x dt = / u'(t) - v(t) dt
framex =
ol u(t) = —cost et v(t) = \% =¢~%. Donc
sint x *
J T at= [r0e0)]; - [0 -d0 at
t1* * 1
= [7005 ] 7/ (—cost) (,,t—%) de
Vit 1 2
D’ou
* sint dt — . 1/1 cost
—— dt =cos1 — — =
1Vt Voo 2 e
Or, d’une part cosz X % —+> 0 car cos est bornée et ﬁ —+> 0. Et, d’autre part
xr—r+0o0 Tr—r+00
1+OO ic%)?; dt converge car Vt € [1, 400, ig% < t3/2 et t"/Q dt converge. Pour le 224

terme du développement limité, on fait une 1PP, on trouve un terme en t—Q et donc son intégrale

14
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converge par critére de RIEMANN. S’il y a des problémes, voir en TD. On étudie maintenant le
3<2E terme :

+oo sint +0o0 gin2 ¢ sin? t .
I — dt converge car p dt converge et t — p est positive.
1 1

Autre méthode : on a

sin“ ¢ n sin“ ¢ sin? ¢ X h de si
o ~ ui ne change pas de signe.
t t t—+oo t q A2 S

)
Or, f1+°° % dt converge et donc

/+°° (sith (sith))
+ o dt.
1 t t

Exercice 8

Q. 6 On considére la fonction f définie sur [0, g] par

™ 1
FO)=0 et Vte]o,g],f(t):ﬁ—f.

o~ | =

Montrons que f est de classe 1.

1. Etudions la limite de f en O;Z. En effet f est continue en 0 si et seulement si f(t) ﬁ
-

£(0). On fait un développement limité :

fuy

1
_ % + o t3) t
— ( +e(t2> _1>

+ o(t?) — )

ju—y

cmu- H-\P—‘

t—>0

Or f(0) = 0. D’ou f(t) —— f(0).
t—0
2. Etudions la dérivabilité de f en 0 : soit h > 0, on calcule

h
JOAM SO S0 _ L L_gte®) 1, 1
3 h  hsinh  h? h 6 oo 6

On en déduit que f est dérivable en 0 et f/(0) = é

3. f’ est continue si et seulement si f(t) = f/(0) = =. On sait, comme f est dérivable

1
6.
comme somme et composée de fonctlons derlvables

d'o
Vte](],g],f’(t): (777) _cost 1

sint sin? ¢ t2

15
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On fait un développement limité de f’ :

f’(t)=<t3+1

1 _ ’ N Nl /
Or, 5 = f/(0) d’apreés 2. d’ou f'(t) m)f (0).

On aurait pu ne pas faire la partie 1. En effet, la dérivabilité de f implique sa continuité.
On peut donc utiliser une autre méthode : montrer la continuité de f puis, on montre d’un
coup que f est dérivable et que la dérivée est continue a ’aide du théoréme de la limite de la
dérivée.

RAPPEL:
Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b[. Alors,

f est dérivable en a
a
f est continue en a.

Exercice 6

Quelle est la nature de l'intégrale

A:‘/O7LOO <:p+27\/x2+4x+1> dz ?

L’intégrale A est impropre en +oo. On calcule donc a(M) = fOM (J} +2— V2 + 4z + 1) dz
et on étudie sa limite quand M tend vers +oo.

Soit x € R. On pose f : & +— x+2+ Va2 + 4z + 1, et on effectue un développement limité :

Nl

f(x):x+2f(1+(x2+4x)>

1
:x+2—1—§(x2+4x)+o(:c)

2

a3
?+1+f:r+o(x)
2

- 2

== + o(z*)
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+o0 22

Or, l'intégrale [, 5~ dz diverge par critére de RIEMANN, et fO o s(:z:2) dzx aussi, et donc

I'intégrale A diverge. ‘
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