
définitions équivalentes

Analyse MP2I/MPISéries entières ∑ aₙxⁿ

Rayon R de convergence

si |x| < R, convergence uniforme

continuité

classe C∞

si |x| > R, divergence grossière

R = sup { r > 0 | (aₙrⁿ) bornée }

Éventuellement infini (ex : eˣ)

Au bord (pour |x| = R), on ne sait pas

converge des deux côtés

diverge d'un côté, mais converge de l'autre

diverge des deux côtés

Comparaison de séries entières

|uₙ| <= |vₙ| => |Rᵤ| >= |Rᵥ|

uₙ = O(vₙ) => |Rᵤ| >= |Rᵥ|

uₙ ~ vₙ => |Rᵤ| = |Rᵥ|

Dérivation / Intégration

"Intégrer terme à terme sans changer R"

"Dériver terme à terme sans changer R"

Retrouver les coefficients : aₙ = dⁿf(0) / dxⁿ ⋅ 1/n!∑ aₙxⁿ : série de Taylor de f

Fonctions développables en
séries entières (DSE)

DSE unique

DSE <=> sur ]-R,R[, C∞ et Rₙ(x) -> 0

Somme / Produit

Somme

R(aₙ + bₙ) ≥ min R(aₙ) R(bₙ), si R(aₙ) = R(bₙ)

R(aₙ + bₙ) = min R(aₙ) R(bₙ), si R(aₙ) ≠ R(bₙ)

∑ aₙxⁿ + ∑ bₙxⁿ = ∑ (aₙ+bₙ)xⁿ

Produit de Cauchy

cₙ = ∑ a(k) b(n−k)

R(cₙ) ≥ min R(aₙ) R(bₙ)

(∑ aₙxⁿ) ⋅ (∑ bₙxⁿ) = ∑ cₙxⁿ

Généralisation pour les
séries entières dans ℂ

disque { z ∈ ℂ | |z| < R } au lieu d'un intervalle

cercle d'incertitude : { z ∈ ℂ | |z| = R }

Séries numériques

La suite ne change pas de signe

Comparaison avec une autre série

Grand ou petit o d'une série
convergente ==> convergence

Inférieur à une série
convergente ==> convergence

Équivalent ==> même nature

Si diverge, les restes
sont équivalents

Si converge, les sommes
partielles sont équivalentes

Critère de d'Alembert uₙ₊₁/uₙ ⟶ ℓ ≶ 1

Comparaison série/intégrale

La suite change de signe

Théorème des séries alternées

Convergence absolue

Séries connues

Série de Riemann ∑ 1/nˣ converge ssi x > 1

Série géométrique ∑ xⁿ
converge ssi |x| < 1

vaut 1 / (1 - x)

Suites et séries de

fonctions

Convergence simple

|fₙ(x) − f(x)| -> 0, pour tout x

Propriété locale

Théorème de la convergence dominée Pour les séries : intégration "terme à terme" sur un intervalle quelconque

Convergence uniforme

sup |fₙ − f| -> 0

Propriété globale

Preserve la continuité,
et même la classe Cⁿ

Théorème de la double-limite

Théorème d'inversion somme–limite

Théorème d'intégration sur un segment Pour les séries : intégration "terme à terme"

Convergence normale Pour les séries uniquement

∑ sup | fₙ − f | converge

ou

Majoré par une suite dont la série converge

Intégrales à paramètres

x |-> ∫ f(x,t) dt

Continuité
(propriété locale)

f continue en x

f cpm en t

|f(x,t)| <= φ(t) cpm et intégrable

=> continuité

Dérivabilité
(Classe C¹)

f C¹ en x

f cpm et intégrable en t

∂f/∂x cpm en t

|∂f/∂x| <= φ(t) cpm et intégrable

=> inversion intégrale / dérivée

Classe Cᵏ : généralisation de classe C¹


